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Homogeneität  und  Stabilität  in  der  Statistik. 

Von  L.  v.  Bortkiewicz. 

(Vortrag,  gehalten  in  der     Svenska  Aktuariefören ingen'-  in  Stockholm 
am  20.  September  1917.} 

Es  sei  bei  einer  aus  s  Elementen  bestehenden  statisti- 
schen  Masse  irgend  eine  Erscheinung  (Merkmal,  Ereignis)  A 
an  X  Elementen  aus  s  beobachtet  und  dementsprecb.end 

(1)  y-='l 

als  Häufigkeit  des  Vorkommens  von  A  in  der  gegebenen  Masse 
festgestellt  worden.  Zerlegt  man  diese  Masse  naoh  irgend 
einera  Gesichtspunkt  in  so  und  so  viele  Teilraassen  und  findet 
man  s' ,  s"  .  .  .  als  Zahlen  der  Elemente  in  den  einzelnen  Teil- 
massen  und  x',  x"  ...  als  Zablen  derjenigen  unter  diesen  Ele- 
menten, an  welchen  .4  beobachtet  worden  ist,  so  lassen  sich 
nach  Analogie  von  (1)  die  Häufigkeiten 

m\  ,  X  I,  X 

(2)  !/  =  ^,,!/  =^„  •■• 

berechnen,  wobei  wegen 

(3)  6'  +  s"  +  ■■■  =s 

und 

(4)  x'  +  .r",-f  ••■  =.r 

die  Beziehung 

s'  s" 

(5)  y==  ^  u  +  ^y"  +  ■■■ 

bestelit.  Tm  folgenden  sollen  s,s',s"  ...  Grundzalden  und 
x,  x',  x"  .  . .  Ereigniszalilen  genannt  werden. 
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Dio  Wahrscheinliclikeitsreclniung  gibt  Mittel  an  die  Hand, 
um  mit  einer  von  der  Grcjssc  der  l^etreffenden  Grundzahlen 
abhängigen  Sicherheit  zu  entscheiden,  ob  die  numerischen 
Unterschiede  zwischen  den  Häufigkeiten  y\  y"  .  .  .  bezw.  die 
Abweichungen  der  Grössen  y',  y"  ■ .  ■  von  der  Grösse  y  einen 
zufcälligen  Charakter  trägen  öder  nicbt.  Jé  nachdem  ersteres 
öder  letzteres  ziitrifft,  känn  man  sägen,  dass  die  ]Masse  sich 
zu  der  vorgenommenen  Zerlegung  indifferent  iterhäli.  öder  aber 
dass  sie  auf  diese  Zerlegung  reayiert.  Solcbe  Aussagen  gelten 
jeweils  nur  in  Bezug  auf  eine  bestimmte  Erscheinung,  denn 
es  ist  nicht  ausgesclilossen,  dass  ein  und  dieselbe  Zerlegung 
fiir  verschiedene  Erscheinungen  zu  entgegengesetzten  Ergeb- 
nissen  fiihrt.  Es  darf  daher  auch  bei  den  folgenden  Dar- 
legungen  nicht  iibersehen  werden,  dass  wenn  eine  Masse  so 
öder  änders  charakterisiert  wird,  dies  stets  die  Bezugnahme 
auf  ein  bestimmtes  A  zur  Voraussetzung  hat. 

Eine  Masse,  die  sich  zu  allén  denkbaren  Zerlegungen  in- 
different verhält,  soll  als  eine  homogene  Masse  bezeichnet  wer- 
den. Die  so  verstandene  Homogeneität  einer  Masse  ist,  streng 
genommen,  niemals  nachweisbar.  Dadureh  erleidet  jedoch 
die  theoretische  Bedeutung  des  Begriffs  einer  iiomogenen 
Masse  keinen  Abbruch.  Der  Unterscheidung  zwischen  Iiomo- 
genen und  nicht-homogenen  Mässen  wird  seit  jeher  bei  wahr- 
scheinlichkeitstheoretisch  orientierten  Erörterungen  iiber  die 
Stabilität  von  statistischen  Zahlenwerten,  insbesonderc  von 
Häufigkeiten.  Rechnung  getragen.  Je  nachdem  sich  die  Häufig- 
keit  y  auf  eine  homogene  öder  eine  nicht-homogene  Masse 
bezieht.  heisst  die  ihr  entsprechende  »Grundwahrschéinlich- 
keit»,  d.  h.  die  Wahrscheinlichkeit  von  A,  FAementarwahr- 
scheinlichkeit  öder  Durchschnittsivahrscheinlichkeit.  Man  wolle 
diese  Wahrscheinlichkeit  mit  p  bezeichnen  und  setze  1  —  p  =  g- 

Liegen  fiir  z  aufcinander  folgende  Zeitabschnitte,  z.  B. 
Kalenderjahre,  die  Einzelwerte  //, ,  ?/;  •  •  •  y*  der  Häufigkeit 
vor,  so  pflegt  man  als  summarJschcn  Ausdruck  fiir  das  Mäss 
der  Schwankungen,  die  diese  Werte  aufweisen.  ihre  mit  u  zu 
bezeichnende  mitllere  Abueichutig  zu  betrachten,  die  sich  aus 

(6)  <f^-  ^YHVk'   y)'. 


\vo 


i^)  y  =  ^    ^''Uk: 


z 
1 

bestimmt.  Unabhängig  davon,  ob  die  Wahrscheinlichkeit  j), 
die  den  Häufigkeiten  yk  zii  Grunde  liegt,  eine  Elementarwahr- 
scbeinlichkeit  öder  eine  Durchschnittswabrscheinlicbkeit  ist, 
ist  die  mathematische  Erwartung  von  y^  durch  'p  gegeben. 
Dies  soll  in  der  Form 

(8)  ^M  =  v 

dargestellt  werden,  und  demgemäss  ist  auch  im  folgenden 
unter  (i (a)  die  matbematische  Erwartung  einer  Grösse  a  zu 
v^ersteben.  Was  alsdann  die  matbematiscbe  Erwartung  von 
o-  betrifft,  so  erhält  man  unter  der  vereinfachenden,  aucb  im 
nachstehenden  festzuhaltenden,  Annabme,  dass  jedem  der 
Werte  yk  die  gleiche  Grundzabl  (s)  entspricht,  in  dem  Fall, 
wo  p  eine  Eleraentarwahrscheinlichkeit  ist: 

(9)  Cy(o-2)="~^  ?i^. 

z         s 

Der  Fall  aber,  wo  p  eine  Durcbscbnittswabrscbeinlicbkeit  ist, 
gibt  zu  folgenden  Betraclitungen  x4nlass.  Gesetzt,  jeder  der 
Werte  yk  sei  nacb  Massgabe  von  (5)  auf  die  Form 

s'i.  s"l- 

(10)  yk=^  ^  yk+  ^  y"k+  ■■• 

o  o 

gebracbt  worden,  wobei  die  Teilmassen,  fiir  welcbe  sicli  die 
Grundzablen  s'k,  s"k  ■  ■  •  und  die  Häufigkeiten  ?/'/.,  y"k  .  .  .  er- 
geben  haben,  homogene  Mässen  sir  d,  so  lässt  sich  in  ana- 
loger  Weise  p  als 

(11)  v-g'p'  +  9"v"+  ••• 

darstellen,  wo  p',  p"  .  .  .  die  Grundwabrscheinlichkeiten  und 
g',  g"  .  . .  die  der  Bedingung 

(12)  gr' +/+...  =  ! 

geniigenden    Gewichte   sind,  welcbe  den  einzelnen  Teilmassen 


zukornnien.     Dic  Bczieliung  der  (iewiclito  (f,  g"  ...  zu  den  in 

S   7-        Si- 

(K»)    aiiftretciuleii    Faktoren       '>      '  •■•    fa.sst   man  entweder 

8        s 

nacli  Massgahe  der  Gleichungen 

(13)  ^  =J7,    ^    =f7    ..., 

öder  aiicr  ini  Sinne  von 

auf,  wobei  (13)  und  (14)  fiir  jedes  k  gelten.  Es  handelt  sieli 
somit  bei  g\  q"  ■  ■  ■  im  ersten  Fall  ura  konstante  Grössen,  die 

«'      "" 
mit    den    Quotienten      %         ...  zusammenfallen.    im   zvveiten 

s       s 

Fall  hingegen  um  Wahrscheinlichkeiten,  als  deren  empirische 

Näherungswerte    sicli    die    Quotienten        .'       ...    darstellen, 

s       s 

und  man  spiicht  in  Bezug  auf  p  dort  von  einer  konstaiH-zu- 
sammengesetzten  Durchschnittswahrsclieinliclikeit,  hier  von  einer 
DurchschnUtswahrscheinlichkeU  im  eigentlichen  !Shm.  Im  Fall 
einer  konstant-zusammengesetzten  Durciisclinittswahrschein- 
lichkeit  ist  Formel  (9j  durch 

(15)  ii{a'-)  =  ^~J{pq-d'-) 

zu  ersetzen,  wo 

(Ifi)  fr-=.g'{j,-^,py.^rj"{p"-pr+  •••, 

während  in  Fall  einer  Durclisclinittswahrscheinliciikeit  im 
eigentlichen  Sinn  Formel  (9)  bestehen  bleibt. 

Demnach  ist  in  dem  Fall  einer  konstant-zusammenge- 
setzten Wahrscheinlichkeit  das  Schwankungsmass  a  davon 
abhängig,  ob  die  betreffende  statistisclie  Masse  homogen  öder 
niclit-homogen  ist:  (f  wird  hier  um  so  kleiner,  je  grösser  das 
durch  ()  au.sgedriickte  Mäss  der  Dijjerenziertheii  der  Masse 
wird;  das  Höchstmass  der  Differenziertheit  ergibt  sich  dann, 
wenn  die  Masse  in  zwci  Teilmassen  mit  den  Cirundwahrschein- 
lichkeiten    1    und  O  zerfiillt,  so  dass  man  in  (11)  // =  1,  />''==  O 


I 


lind   dementsprecliend   o'  =^  p,  g"  =  q  zu  setzen  hat  iind  nach 
Formel    (16)    d'^  =  pq,    mithin  nach  Formel  (15)  (i(o-)  =  O  er- 
hält.     Demgegeniiber   iibt    in    dem  Fall  einer  Durchschnitts- 
wahrscheinlichkeit  im  eigentlichen  Sinn  der  Umstand,  ob  die 
Masse  homogen  öder  nicht-homogen  bezw.  wie  stark  das  Mäss 
ihrer  Differenziertheit  ist,  auf  das  Schwankungsmass  (>  keinen 
Einfluss  aus.     Weil  aber  bei  einem  gegebenen  y  die  Stabilität 
der  Reihe  yi,  1/2  ■  •  •  i/z  uQi  so  grösser  ist,  je  kleiner  o  ausfällt, 
und  umgekehrt  um  so  kleiner,  je  grösser  (>  ausfällt,  so  känn 
man  den  dargelegten  Sachverhalt  auch  so  ausdriicken  :  im  Fall 
einer  konstant-zusammengesetzten  Wahrscheinlichkeit  ist  die 
Stabilität  der  Reihe  am  kleinsten,  wenn  die  betreffende  Masse 
homogen   ist,   und  nimmt  die  Stabilität  mit  wachsender  Dif- 
ferenziertheit zu;  im  Fall  einer  Durchschnittswahrscheinlich- 
keit  im  eigentlichen  Sinn  vvird  der  Grad  der  Stabilität  einer 
Reihe  von  dem  Umstand,  ob  die  betreffende  Masse  homogen 
ist  öder  nicht,  bezw.  welches  das  Mäss  ihrer  Differenziertheit 
ist,  nicht  beriihrt.     Der  Zusammenhang  zwischen  Homogenei- 
tät    und    Stabilität   erscheint   sonach  in  ganz  verschiedenem 
Licht,  je  nachdem  man  den  einen  öder  den  anderen  der  beiden 
in  Frage  kommenden  Fälle  ins  Auge  fasst.    Insbesondere  wiirde 
Formel  (15)  nur  unter  der  Bedingung  zu  der  Aussage  berech- 
tigen,    dass    die    Ungleichartigkeit   einer  Masse  die  Stabilität 
erhöht,    wenn    man    Grund    hatte,  anzunehmen,  dass  fiir  die 
Massenerscheinung,  auf  welche  sich  die  Aussage  bezieht,  der 
Fall     einer     konstant-zusammengesetzten    Wahrscheinlichkeit 
massgebend    ist.     Wird    aber   die   Behauptung.  dass  die  Un- 
gleichartigkeit   der    Masse    die    Stabilität    erhöht    bezw.    das 
Schwankungsmass  reduziert,  bedingungslos  aufgestellt,  so  ist 
das    theoretisch    unrichtig    und  praktisch  um  so  weniger  zu- 
treffend,  als  der  Fall  einer  konstant-zusammengesetzten  Wahr- 
scheinlichkeit   am    wenigsten   darauf  Anspruch  hat,  als  Nor- 
malfall zu  gelten. 

Diesen  Dingen  habe  ich  seiner  Zeit,  an  Poisson,  Cour- 
NOT  und  v.  Kries  ankniipfend,  eingehende  Erörterungen  ge- 
widmetS  und  auch  in  der  neueren  und  neuesten  mathema- 
tisch-statistischen    Literatur,    in  Abhandlungen  wie  in  Lehr- 

'■  Kritische  Betrachtungen  znr  tlieoretischen  Statistik,  1.  Artikel,  Jalir- 
biicher  fiir  Nationalökonomie  und  .Statistik,  3.  Folge,  Bd.  VIII,  1894,  S. 
041—080. 


G 

l)uclieni,  wird  die  Fragc  mehr  öder  wcniger  ansfiilirlicli  l)e- 
handelt:  jedoch  nicht  immer  in  befriedigender  Weise.  So 
spridit  sich  z.  B.  (i.  Udny  Ydle  in  seiner  »Tntroduction  to 
the  theoiy  of  statistics»  (London   1911,  S.  256—257  und  280 

—  282)  ohne  jeden  Vorbehalt  in  dem  Sinne  aus,  dass  die  Un- 
gleichartigkeit  einer  statistischen  Masse  die  Wirkung  hat,  das 
Schwankungsniass  (»the  standard  deviation»)  heriinterzu- 
driicken;  und  diese  Behauptung  wird  eben  durch  den  Hin- 
weis  auf  den  Ausdruck  von  (i(o-)  im  Fall  einer  konstant- 
ziisamniengesetzten  Wahrscheinlichkeit  begriindet.  Yule  setzt 
also    stillschweigend    diesen    Fall   als  stets  vorliegend  voraiis 

—  eine  Voraussetzung,  die  gänzlich  in  der  Luft  schwebt. 
Wenn  Yule  hier  versagt,  so  diirfte  sich  das  durch  den  Um- 
stand  erklären,  auf  den  kiirzlich  in  einem  anderen  Zusam- 
menhang  Sven  Wicksell  aufmerksam  gemacht  hat,  dass 
nämlich  Yule,  wie  die  Pearsonsche  Schule  iiberhaupt,  der 
mathematisch-statistischen  Literatur  des  Kontinents  etwas 
zu  wenig  Beachtung  schenkt. '  Aber  auch  z.  B.  Hugo  For- 
cher's  Buch  »Die  statistische  Methode  als  selbständige  Wis- 
senschaft»  (Leipzig  1913,  S.  2:^9—241,  326)  —  iibrigens  ein 
unmöglicher  Titel !  —  enthält  iibei'  den  in  Frage  stchenden 
Punkt  Ausfiihrungen,  die  nichts  weniger  als  einwandfrei  sind. 
Forcher  bedient  sich  sowohl  im  Laufe  dieser  Ausfiihrungen  wio 
auch  sonst  des  von  mir  vorgeschlagenen  Ausdrucks  »konstant- 
zusammengesetzte  Durchschnittswahrscheinlichkeit»,  ohne  ilin 
zu  verstehen. 

Ich  will  mich  jedoch  an  ditsem  Ort  weder  in  Polemiken, 
noch  in  Reminiszenzen  ergehen,  sondern  versuchen,  der  Frage 
von  den  Beziehungen  zwischen  Homogeneität  und  Stabilität 
in  der  Statistik  von  einer  neuen,  bisher  weder  von  mirselbst. 
noch  von  anderen  beriicksichtigten  Seite  näher  zu  treten.  Ich 
bitte  Sie  denn  auch  dasjenige,  was  ich  !>ocben  vorgebiacht 
habe,  nur  als  Einleitung  zu  den  Darlegungen  hinzunehmen, 
(lie    den    cigentlichen    (legenstand    meines   heutigen  Vortrags 

'  S.  ]).  Wicksell,  Sorne  thoorems  in  tlio  tlieory  of  probubilities  etc 
in  dieser  Zeitschrift,  1!I1G,  Heft  4—5,  S.  190.  Aolmlicli  wio  Yule,  lopt  H. 
K  TiMRRDiNO  (Die  Anulyso  des  Zufalis,  llnmnscliwcip  11)1."),  ,S.  137 — 139 
seinon  IJntniclitiingon  iibcr  den  Einfliiss  <lnr  llngleiclinrt igkoit  tior  Masse 
auf  diiH  Srliwiiiikiing.stniiss  odör,  wie  er  es  iiusdriickt,  des  Woclisols  dor 
Wiilirachoiniichkcit  innorhalh  oinor  Gruppo  niif  die  Dispersion»  ohne  jede 
Motivieriinp  den  Fall  einer  kdnstnnt-ziisnminengoset/.ten  Wulirsrlioinlicldvoit 
7.11   Griimie. 


bilden  sollen.  Mit  dieser  Einleitung  habe  ich  nichts  anderes 
bezweckt,  als  in  aller  Kiirze  den  derzeitigen  Stånd  derFrage, 
lind  zwar  mit  Riicksicht  auf  die  ausschliesslicli  mathematisch 
orientierten  Statistiker,  zu  charakterisieren. 

Das  Neue,  welches  iiber  diesen  status  quo  hinausfiiliren 
soll,  betrifft  zwei  Punkte:  erstens  soll  die  Frage,  ob  und  ge- 
gebenen  Falles  tvie  Homogeneität  und  Stabilität  zusammen- 
hängen,  einer  niclit  bios  theoretischen,  sondern  zugleicli  eni- 
pirischen  Betrachtung  unterzogen  werden,  was  seither  von 
der  mathematischen  Statistik  unterlassen  worden  ist;  zweitens 
soll  diese  ganze  —  sowohl  theoretische  wie  empirische  Be- 
trachtung —  aufgebaut  werden  nicbt  mehr  auf  dem  Schema 
einer  unveränderlichen  Grundwahrscheinlichkeit,  von  dem  aus 
die  Frage  seither  erörtert  wurde,  sondern  auf  dem  von  Lexis 
herriihrenden  Schema  einer  serienweise  variierenden  Grund- 
ivahrscheinlichkeit^,  mit  dem  sich  in  letzter  Zeit  namentlioh 
Charlier  näher  befasst  hat.- 

Was  den  ersten  dieser  beiden  Punkte  anlangt,  so  bringt 
es  die  Riicksicht  auf  die  Empirie  mit  sich,  dass  man  dem 
Begriff  der  Homogeneität  einen  relativen  Sinn  beilegt,  d.  h., 
mathematisch  gesprochen,  dass  man,  statt  die  beiden  Fälle 
()  ==  O  und  d>0  einander  gegeniiberzustellen  —  der  erstere 
dieser  beiden  Fälle  ist  ein  Idealfall,  der  fiir  eine  empirische 
Betrachtung  kein  unmittelbares  Interesse  bietet  — ,  vielmehr 
darauf  sieht,  ob  d  einen  grösseren  öder  kleineren  Wert  an- 
nimmt.  Homogeneität  im  relativen  Sinne  ist  also  das  Kor- 
relat der  Differenziertheit:  die  Homogeneität  ist  grösser  öder 
kleiner,  je  nachdem  die  Differenziertheit  kleiner  öder  grösser 
ist,  und  dementsprechend  ist  von  zwei  Mässen  diejenige 
homogener,  welclie  einen  kleineren  Wert  von  d  aufweist.  Um 
die  Grösse  ö  numerisch  bestimmen  zu  können,  miisste  es  mög- 
lich  sein,  mit  der  Zerlegung  einer  Masse  in  Teilmassen  so  weit 
fortzufahren.  bis  man  auf  Teilmassen  kommt,  die  auf  keine 
weitere  Zerlegung  mehr  reagieren,  die  also  homogen  im  abso- 
luten  Sinne  öder,  wie  wir  fortan  dafiir  sägen  wollen,  vollständig 
homogen   sind.     Diese   Möglichkeit   ist  kaum  jemals  gegeben. 

'  W.  Lexis,  Abhandlungen  zur  Theorie  der  Bevölkerungs-  und  Moral- 
statistik, Jena   1903,  S.   170—212. 

"  C.  V.  L.  Charlier,  Contributions  to  llie  mathematicnl  tlieory  of 
statistics.  Arkiv  för  matematik,  astronomi  och  fvsik,  Bd  7,  N:o  17,  Bd  8, 
N:o  4  &  Bd  9,  X:o  25. 


Al)er  selbst  winii  cs  cimnal  ausnahmsweise  gliicken  sollto,  zu 
vollständig  homogeneh  Mässen  zu  gelangen,  wiirde  man,  wie 
ieli  bereits  anfangs  beraerkt  habe,  nicht  in  der  Lage  sein. 
sich  davon  zu  iiberzeugen:  es  bliebe  stets  der  Zweifel  zuriick, 
ob  die  fiir  vollständig  homogen  gehaltenen  Mässen  auf  eine 
weitere  Zorlegiing  nacli  irgend  einem  neuon  CJesichtspunkt 
doch  niclit  reagieren  wiiiden.  80  känn  man  denn  sägen,  dass 
()  einer  nuraerischen  Auswcrtung  unzugänglich  ist.  Hieraus 
folgt,  dass  man  auch  niemals  imstande  ist,  zu  entscluiden. 
w  elche  von  /.wei  gogebenen  Mässen  die  liomogenere  ist.  Wohl 
aber  lässt  sich  der  Satz  aufstellen,  und  zwar  a  priori,  dass 
keine  staiistische  Masse  liomogener  sein  känn  als  es  im  Durch- 
schnitt  die  Partialmassen  sind,  aus  denen  sie  sich  znsammen- 
setzt.  Es  sei  n  die  Zahl  dieser  Partialmassen,  und  es  seien 
(^■j,  Ö2  ...  ö„  die  Werte,  welclie  <)  fiir  diese  Partialmassen  und 
^)^  der  Wert,  welchen  d  fiir  die  Totalmasse  annimnit.  Bezeiciinet 
inan  ferner  die  der  ?:ten  Partialmasse  zukommende  Grund- 
wahrscheinlichkeit  mit  p,  und  die  entsprechenden  Elemeii- 
tarwahrscheinlichkeiten  und  CJewichte  mit  y/,,  p",-,..  und 
g'i,g"i...,  so  erhält  man  nach  Analogie  von  (11)  und  (16) 

(17)  Vi  =  g'ip'i  +  g"ip"i  ■■■ 
und 

(18)  i)-i  =  g'ii}>'i  —  pi)-  +  (j"i{}>"i—i>i)-  ~  ■■■ 

Alsdaiin  findet  man,  wenn  man  mit  p„  die  der  Totalmasse 
zukommende  Grundwahrscheinlichkeit  und  mit  c,  den  Anteil 
der  /:ten  Partialmasse  an  der  Totalmasse,  d.  h.  das  Verhältnis 
der  (iTundzahl  der  Partialmasse  zu  der  Grundzahl  der  Total- 
masse bezeichnet, 

fl 

(19)  ?^o  =  2*<*'^^' 

1 

und 

n 

(20)  ()l  =  ^i  {Cig'i{j)'i-  7)0)-  +  Cig"i(p"i- 


\i  ~ 


Letztcre  Formel  geht  aber  wegen 

(21)      g',{pi  —  pu)-  +  g"i{p"i—Pur  -f  •■•  --<^-,  --  {pi—jh,)- 


in 

n  II 

(22)  dl  =  y^iciö)  +  yiciipi—p, 

1         1 

iiber,  woraus 


f23) 

1 

lind  a  fortiori 

(24) 

Ö,>%C;di 

folgt.  Formel  (24)  briiigt  den  vorhin  formulierten  Satz  auf 
seinen  mathematischen  Ausdruck.  Erst  dieser  Satz  gestattet 
iiberhaiipt,  streng  genommen,  eine  empiriscbe  Priifung  der 
Frage,  ob  und  wie  die  Stabilität  von  der  Homogeneität  bc- 
einflusst  wird:  vergleicht  man  nämlich  ein  Ganzes  mit  allén 
seinen  Teilen,  z.  B.  ein  Land  mit  dessen  sämtlicben  Provinzen, 
in  Beziig  auf  die  Stabilität,  die  irgend  eine  Häufigkeitszahl 
aufweist,  und  findet  man,  dass  die  Stabilität  des  Ganzen  die- 
jenige  der  Teile  iibertrifft,  so  wäre  man  zu  der  Behauptang 
berechtigt,  dass  im  gegebenen  Fall  die  geringere  Homogenei- 
tät von  einer  grösseren  Stabilität  und  umgekehrt  die  grössere 
Homogeneität  von  einer  geringeren  Stabilität  begleitet  wird ; 
wiirde  es  sich  aber  im  Gegensatz  dazu  zeigen,  dass  die  Sta- 
bilität des  Ganzen  hinter  der  Stabilität  der  Teile  zuriickbleibt, 
so  wäre  damit  erwiesen,  dass  im  gegebenen  Fall  die  Homo- 
geneität mit  der  Stabilität  Hand  in  Hand  geht.  So  werde 
ich  denn  aucli  die  in  Aussicht  genommene  empirische  Prii- 
fung des  Sachverhalts  auf  derartige  Vergleiche  zwischen  einem 
Ganzen  und  seinen  Teilen  anlegen. 

Aber  ehe  ich  dazu  iibergehe,  soll  nooh  iiber  den  zweiten 
jener  beiden  Punkte,  die  ich  als  massgebend  fiir  die  ganze 
Betrachtung  hingestellt  habe,  das  nötige  gebracht  werden. 
Das  Schema  einer  serienvveise  variierenden  Grundwahrschein- 
lichkeit  beruht  auf  der  Annahme,  dass  den  z  Häufigkeiten  ?//,- 
verschiedene  Grundwahrscheinlichkeiten  pk  entsprechen,  die 
den  Charakter  von  Elementarwahrscheinlichkeiten  öder  von 
Durchschnittswahrscheinlichkeiten  imeigentlichen Sinne  haben. 
Man  biide  —  unter  Festhaltung  der  Voraussetzung,  dass  die 
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Grundzali]  (s)  konstant  ist  ■ — das  einfaclie  arithmetische  Mittel 
der  z  Werte  p/-  nnd  nenne  es  7).  Das  Mäss  der  Schwankungen 
von  p/;  sei  durch  das  quadratische  Mittel  der  Abweichungen 
pii — p  =  €k  gegeben,  das  mit  ?r  bezeichnet  werden  möge. 
Somit  hat  man 

(25)  ^^'^rk=^p 

1 
und 

(26)  ^^.e^^ic'. 

1 

Es  fragt  sich,  wie  gross  hier  die  mathematische  Erwartung  von 

o-  ist.  FiJhrt  man  dio  abkiirzende  Bezeicbniing  yu  —  \)  =^  cih 
ein,  so  ist  /.unächst 


(2: 


1  V      , 


und  unter  Anwendung  der  weiteren  Bezeichnungen  vu — Pk  =  dk 
und  y — p  =  f,  erhält  man 

ah  =  i/k  —  y, 

yk  =  v  k  +  dk, 

Pk  =  p  +  ek, 

V   =!/  —  /. 
woraus  durch  Summierung 

ak  =  dk  +  ek  — t 
uiid  dementsprechend 

( 28 )  nl  =  dl  +  el  +  f  +  2  dk  eu  —  2  (//,  f-2ekf 
hervorgeht.     Nun  hat  man  aber 

(29)  Cr(y/,)  =  ;v., 

(30)  {S{dk)  =  0, 

(31)  é(.a)  =  ^7^ 
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sodann 

(32)  f-^l^^ch, 

1 
daher 

(33)  ^{f)  =  0, 

z 

(34)  Ci-(f)=    ' 


r-,* 


lind  noch 


somit 


dki  =  [duy''ch. 


(35)  Ci((/A/)  =  ^''^' 


zs 


Wegen  (31),  (33),  (34)  und  (35)  erbält  man  ans  (28); 


^  (a/;  =  "^   ^    +  ek  +         .,-     — — 


und 

(36)  16  j ^fc  al^  =  ^  ~     _]y /■•  2)/..ry/.-  +  ^ a-  el- . 

1  ""^1  1 

Es  ist  aber 

Vkqk=--  [p  +■  e/,){q  —  ek), 
daher 

^A-  ?)/c(/A-  =  zpq~-{}>-~  q)  yk  ek  —  ^^^  el 
1  1  1 

und  mit  Riicksicht  auf  (25)  und  (26) 

(37)  ^^^■Vkqk  =  z{pq  —  '^v-), 
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so  dass  (3(>)  in 

(38)  o|NVai|-.''-'"'»+?-»-^+' 


w 


iibergehl.     Also  findet  man,  auf  (27)  zuriickgreifend, 

(39)  ^  («;-)-=  •     ^+  w- 

z         s  zs 

luul  nälieningeweise,  1)ei  liinreicliend  grossen  5, 

(40)  <^{,r')  =  ''~^  --"^  +  1V-. 

z  s 

Xebenbei  l)emt*rkt,  beniitzt  Lexis  eine  mit  (40)  nicht 
ganz  iibereinstimmcnde  Formel,  die  sicb  in  meiner  Bezeich- 
nungsweise  als 


<|     '    .y>,al\=>'Uu 


1 
darstellen  lässt,  während  sioh  ans  (40) 

(42)  ^(,_ll"'*)-7-,_, 

ergibt.  Dieser  Unterscliied  erkLärt  sich  \vie  folgt.  Wenn  man, 
statt  direkt  von  den  Abweichnngen  a/,  auszugelien,  zunächst 
die  Abweichnngen  jj/;  —  p  ins  Ange  fasst,  so  findet  man,  unter 
Anwendung  der  Bezeicbnnng  rjk  —  p  =  b/s, 

(43)  bk  =  (h+e,.-, 

(44)  Ci(^.^)-=''''^'-^   4, 

s 


(45)  ^('^'••M) 


w 
s 

1 


]»f/.u.   bei  grossem  ^'  niiheiMnigswrisc 
(46)  éjl  V,6J:.)^^"^+«'^ 
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Nun  sind  aber  die  Grössen  &/,  vom  Standpunkte  der  mathema- 
tischen  Fehlertheorie  aus  als  die  wahren  und  die  Grössen  a/, 
als  die  scheinbaren  Fehler  aufzufassen,  und  die  Theorie  scbreibt 
vor,  wo  es  sicb  um  das  arithmetische  Mittel  der  Fehlerqua- 
drate  handelt,  dem  Umstand,  dass  man  es  mit  den  schein- 
baren, statt  mit  den  wahren,  Fehlern  zu  tun  hat,  duroh  Ver- 
ringerung  des  Divisors  um  1  (in  der  Formel  des  betreffenden 
arithmetischen  Mittels)  Rechnung  zu  trägen,  Tut  man  das 
hier,  so  gelangt  man  in  der  Tat  auf  der  Grundlage  von  (46) 
zu  (41).  Aber  die  in  Frage  stehende  Regel  setzt  voraus,  dass 
die  betreffenden  Fehler  rein  zufällige  sind,  wogegen  die  Ab- 
weichungen  «/;■  und  hk  einen  »systematischen»  Fehler  (e/J  mit- 
enthalten.  Daher  versagt  die  Regel  im  vorliegenden  Fall. 
Durch  diesen  Missgriff  wird  indessen  das  Wesen  der  Sache 
nicht  tangiert. 

Worauf  es  ankommt,  ist,  dass,  wie  ein  Vergleich  sowohl 
der  Formel  (40)  wie  der  Formel  (41)  mit  der  Formel  (9)  zeigt, 
das  neue  Schema  grössere  Schwankungen  der  Häufigkeiten 
als  das  alte  erwarten  lässt  und  dass  der  betreffende  tJber- 
schuss  von  s  nicht  abhängt.  Lexis  hatte  nämlich  durch  Unter- 
suchung  vieler  statistischer  Reihen  die  Tatsache  zu  Tage  ge- 
fördert,  das  die  Grösse  o  fast  ausnahmslos  das  iibliche,  d.  h. 
eben  das  nach  dem  alten  Schema  ermittelte  theoretische  Mäss 
liberschreitet.  Dabei  musste  dieses  theoretische  Mäss,  das  mit 
u  bezeichnet  werden  möge,  statt  aus 

(47)  »^l/^-I.P?, 

'         z  s 

wie  es  direkt  der  Formel  (9)  entsprechen  wiirde,  vielmehr  aus 

(48)  ^^-j/^  7 '.■"('-■"> 

bestimmt  werden,  weil  p  unbekannt  ist  und  daher  durch 
seinen  Näherungswert  y  zu  ersetzen  ist.  Lexis  bildete  dem- 
gemäss  den  Quotienten 

(49)  Q==" 

u 

der  bei  ihm  in  der  Form 
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<?  =  l/.!,i'-';"-.")-V"'-"^"'"' 

1 

auftritt  —  den  sogenannten  Divagenzkoejjizienten  —  und  baute 
seine  heute  allgemein  akzeptierte  Unterscheidung  zwischen 
den  drei  Fallen  der  normalen,  uhernormalen  und  nnter normalen 
Dispersion  darauf  anf,  ob  Q  einen  nunierischen  Wert  anniramt, 
der  nahezu  gleich  1,  morklich  grösser  öder  merklicl)  kleiner 
als  1  ist.  Das  vorhin  erwäiinte  Haupteigebnis  seiner  Unter- 
suchiingen  iiber  die  statistischen  Reihen  bestand  also  darin, 
dass  Q  fast  immer  iiber  1  hinausgeht,  dass  somit  die  iiber- 
normale  Dispersion  die  Regel  biidet. 

Hierzu  möchte  ich  zwei  Beispiele  anfiihren,  in  denen  Q 
eine  betrcächtlicbe  Höbe  erreicbt,  obschon  die  betreffenden 
Häufigkeiten,  solange  man  sie  nicht  unter  die  Lupe  der  Walir- 
scheinlichkeitsrechnung  nimmt,  als  iiberraschend  stabil  er- 
scheinen.  Jn  den  8  Kalenderjahren  1879 — 18S6  stellte  sich 
die  Sterbeziffer  im  Deutschen  Reich  (unter  Mitberiicksichtigung 
der  Totgeborenen)  auf  27,2,  27,5,  26,9,  27,2,  27,3,  27,4,  27,2, 
27, »"i,  im  Durclisohnitt  auf  27,3  7i>o,  so  dass  die  äusserste  Ab- 
weichung  vom  Durchschnitt  in  minus  0,4  und  in  plus  0,3  "/oo 
betragen  hat.  (1878  betrug  die  Sterbeziffer  27,8  %o  und  1887 
25,6  "/oo.)  Der  Eindruck  ist  der  einer  grossen  Stabilität.  Man 
findet  aber  in  diesem  Fall  Q^  7,5.  Das  andere  Beispiel  be- 
trifft  die  Kriminalitäiszijjer,  d.  h.  die  Zahl  der  wegen  Ver- 
brechen  und  Vergehen  Verurteiltcn  auf  1  000  der  strafmiin- 
digen  Zivilbcvölkerung.  In  dem  £0-jäbrigen  Zeitraum  1892 
— 1911  hat  diese  Ziffer  fiir  das  Deutsche  Reieh  im  Durch- 
sclinitt  12,3  betragen,  wobei  man  als  Minimum  11,9  und  als 
Maximum   12,7   erhält.     Der  Divergenzkoeffizient  ist  13,. t. 

Also  selbst  solchen  Fallen  gegeniiber,  die  den  Eindruck 
grösster  Stabilität  erwecken,  ver.sagt  das  alte,  klassische. 
Schema  einer  konstanten  Grundwahrscheinlichkeit.  Was 
leistet  iiier  das  neue,  von  Lexis  im  Jahr  1878  aufgestellte 
Schema  einer  serienweise  variierenden  Orundwalirscheinlich- 
keit?  Es  fiihrt  die  Tatsache,  dass  r<-  grösser  als  u  bezw.  dass 
Q  grösser  als  1  ausfällt,  auf  die  Änderungen  der  (Jrundwahr- 
scheinlichkeit  zuriick.  Formel  (40)  in  Verbindimg  mit  Formel 
(47)  b.v.w.  (48)  ergibt: 
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(50)  iS{<>-)^u-  +  w\ 

und  so  erscheint  die  erwartungsmässige  mittlere  Schwankung 
als  erzeugt  durch  die  kombinierte  Wirkung  der  zufälligen  Ur- 
sachen  auf  der  einen  Seite  und  des  Wechsels  der  fiir  die 
betreffende  Massenerscheinung  massgebenden  allgemeinen 
Bedingungen  des  Gescheiiens  auf  der  anderen  Seite.  Lexis 
nennt  dementsprechend  u  die  miwesentliche  nnd  iv  die  weserH- 
liche  Sclnvankungskomponente.     (Ich  sehe  jetzt  davon  ab,  dass 

bei    ihm    in    der    betreffenden    Formel  an  Stelle  von  (f^ 

z  —  1 

Z  U ' 

und  .   an  Stelle  von  u-  steht.) 

z  —  1 

Im  Gegensatz  zu  der  unwesentlichen  Scliwankungskom- 
ponente  känn  die  wesentliche  Schwankungskomponente  nur 
aus  der  Kenntnis  von  a  lieraus  bestimmt  werden,  indem  man 
nämlich  von  dem  Wert  (/-  den  Wert  u~  in  Abzug  bringt  und 
aus  der  so  erlialtenen  Differenz  die  Qnadratwurzel  zieht. 
Dieser  Umstand  bringt  es  mit  sicli,  dass  Vergleiche  zwischen 
Theorie  und  Erfahrung,  wie  sie  das  Schema  einer  konstanten 
Grundwahrscbeinlichkeit  gestattete,  eine  einscbneidende  Modi- 
fikation erfahren,  wenn  man  sich  auf  den  Boden  des  Schemas 
einer  serienweise  variierenden  Grundwahrscbeinlichkeit  stellt. 
Während  nämlich  dort  Ubereinstimmung  öder  Widerspruch 
zwischen  einem  statistischen  Ergebnis  und  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung  angenommen  wurde,  je  nachdem  zwei  nach 
ganz  verschiedenen  Methoden  berechnete  Werte  merklich  zu- 
sammenfielen  öder  von  einander  abwichen,  wiirde  hier,  möchte 
man  meinen,  die  blosse  Tatsache,  dass  der  Wert  a  den  Wert 
u  iibertrifft,  einerlei  in  welchem  Masse,  schon  als  Bcstcätigung 
der  Theorie  gelten.  Wenn  dem  so  v/äre,  so  wäre  die  Frage 
angebracht,  ob  das  neue  Schema  nicht  hart  an  jene  Grenze 
stosse,  wo  eine  theoretische  Konstruktion  Wert  und  Interesse 
dadurch  einbiisst,  dass  ihr  eine  Fassung  gegeben  wird,  die 
ihres  allzu  allgemeinen  und  unbestimmten  Charakters  wegen 
auf  jede  öder  so  gut  wie  jede  Gestaltung  der  Wirklichkeit 
passt.  Denn  in  der  Tat:  widerlegt  werden  könnte  das  Schema 
einer  serienweise  variierenden  Grundwahrscbeinlichkeit  nur 
durch  Feststellung  unternormaler  Dispersion,  während  sich 
jede    statistische    Ileihe    mit   der   Charakteristik  a  >  u  bezw. 


^  >  1  uiiter  dieses  Sclioma  subsumieren  liesse.  Solche  Zweifel. 
die  man  etwa  in  die  Worte  fassen  könnte  »Eine  Hypothese. 
die  alles  erklärt,  erklärt  nichts»,  tauchen  in  Bezug  auf  des 
von  Lexis  vorgeschlagenc  Schema  naturgeraäss  auf,  aber, 
wie  sich  auf  dem  folgenden  ergeben  wird,  nur  um  durch  eine 
griindliche  Priifuiig  des  Sachverhalts  zerstreut  zu  werden. 
Lexis  selbst  hat  den  hier  einzuschlagenden  Weg  gewiesen. 

Dieser  Weg  nimmt  seinen  Ausgang  von  der  von  mir  be- 
reits  hervorgehobenen  Tatsache,  dass  die  wesenthche  Schwan- 
kungskomponente  von  der  Grundzabl  (s)  nicht  abhängt, 
während  die  unwesentHche  8clivi'ankungskomponente  der 
Quadratwurzel  aus  der  (irundzahl  umgekelirt  proportional 
ist.  Demnach  haben  die  beiden  Komponenten  an  der  Gesamt- 
schwatikung,  die  sie  erzeugen,  bei  irgendwelchen  gegebenen 
Werten  von  pk  einen  verschiedenen  Anteil.  je  nachdem  die 
Grundzahl  grösser  öder  kleiner  ist.  Nimmt  die  Grundzahl 
zu,  so  tritt  w  immer  mehr  hervor,  nimmt  die  Grundzahl  ab. 
so  fällt  w  immer  weniger  ins  Gewicht.  Der  Quotient  Q  als 
Verhältnis  von  o  zu  u  muss  sich  aus  diesem  Grunde  er- 
wartungsgemäss  um  so  höher  stellen  je  grösser  und  um  so 
niedriger  je  kleiner  die  Grundzahl  ist.  Wiirde  sich  21  nach 
Formel  (47)  bestimmen  lassen,  so  ergäbe  sich  in  allerStrenge 
aus  (50)  auf  der  Grundlagc  von  (47)  und  (49) 

Diese  Formel  känn  man  aber  auch  auf  den  Fall  unbedenk- 
lich  anwenden,  wo  (48)  an  Stelle  von  (47)  tritt,  weil  unter 
der  Bedingung,  dass  s  und  spg  grosse  Zahlen  sind,  was  hier 
vorausgesetzt  wird,  die  Differenz  zwischen  pq  und  ?/(! — y) 
erwartungsgemäss  versclnvindend  klein  ist.  Gestiitzt  auf  diesen 
Zusammenhang  zwischen  Q  und  f,  muss  man  erwarten,  das 
sich  Q  durch  Einschränkung  des  Beobachtungsfeldes  ent- 
sprechend  reduzieren,  ja  der  Einheit  beliebig  nahe  l>ringen 
lässt.  Lexis  hat  gezeigt,  dass  dies  in  der  Tat  zutrifft.  dass 
wenn  man  z.  B.  statt  eines  ganzen  Ländes  die  einzelnen  Pro- 
vinzen  öder  Verwaltuni^sbeziike  dieses  Ländes  ins  Auge  fasst, 
Werte  von  Q  herauskommen.  die  sich  unter  Umständtn  kaum 
noch  von   1   unterscheiden,  und  gerade  dnrin  erblickte  er  eine 


empirische  Bestätigung,  seines  Schemas.  Später  hat  nament- 
lich  J.  H.  Peek  in  seinem  viel  beachteten  Artikel  iiber  »Das 
Problem  vom  Risiko  in  der  Lebensversicherung»  ^  speziell  fiir 
den  zeitlichen  Verlauf  der  Sterblichkeit  ähnliche  Ergebnisse 
zutage  gefördert.  Aber  sowohl  Lexis  selbst  wie  die  anderen 
begniigten  sich  dabei  mit  der  Feststellung,  dass  Q  bei  kleinen 
Grundzahlen  wesentlich  niedriger  ausfällt  als  bei  grossen  bezw, 
der  1  nahe  kommt,  ohne  genauer  zu  priifen,  ob  die  in  Frage 
stehende  Reduktion  des  Wertes  von  Q  in  dem  nach  der  Theorie 
zu  erwartenden  Masse  erfolgt. 

Man  betrachte  z.  B.  die  allgemeine  Sterbeziffer  im  Deut- 
schen  Reich  im  Jahrzehnt  1901- — 1910.  Die  Sterbeziffer  stellt 
sich  hier  auf  19,7  ^oo,  die  mittlere  Bevölkerung  auf  60,7  37 
Millionen,  der  Divergenzkoeffizient  Q  auf  82,5.  Demgegen- 
iiber  betrug  in  der  preussischen  Provinz  Sachsen  bei  einer 
gleich  hohen  Sterbeziffer  (19,7  7qo)  die  mittlere  Bevölkerung 
2,9  7  5  Millionen.  Der  zu  erwartende  Wert  von  ^  fiir  die  Pro- 
vinz Sachsen  wäre  also  der  Formel  (51)  zufolge  aus 


V 


^  +  65:-:iT«^2,.)'-,! 


zu  bestimmen.  Man  findet  18,3.  In  Wirklichkeit  stellt  sich 
Q  fiir  Sachsen  auf  17,3.  Im  Fiirstentum  Reuss  j.  L.  war  die 
mittlere  Bevölkerung  0,i46  Millionen,  die  Sterbeziffer  20,2  %o. 
Eine  analoge  Berechnung  ergiebt  hier  fiir  Q  einen  erwartungs- 
mässigen  Wert  4, o  gegeniiber  einen  wirklichen  Wert  5,4.  In 
dem  einen  Fall  hat  also  die  Verringerung  von  Q  beim  Uber- 
gang  vom  Reichsgebiet  zu  einem  Bestandteil  desselben  die 
Erwartung  etwas  iibertroffen,  in  dem  anderen  Fall  ist  die 
Verringerung,  wenn  auch  unbetrachtlich,  hinter  der  Erwartung 
zuriickgeblieben. 

Wäre  man  berechtigt,  dieses  Beispiel  fiir  typisch  zu  halten, 
so  wäre  damit  nicht  nur  die  Lexissche  Auffassung  bestätigt, 
wonach  beim  Ubergang  von  der  Totalmasse  zu  den  Partial- 
mässen  Q  die  Tendenz  hat,  nach  Massgabe  der  Formel  (51), 
in  welcher  w  als  konstant  angesehen  wird,  abzunehmen,  son- 
dern  man  hatte  damit  zugleich  eine  ganz  bestimmte  Antwort 
auf  die  Frage  von  den  Beziehungen  zwischen  Homogeneität 

^  Zeitschrift  fur  Versichenings-Recht  u.  -Wissenschaft.  Bd.  V.  Strass- 
burg  i.  E.  1899. 

Sliandinavish  Aktuarietidskrift.    1918.  i;.j87      2 
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und  Stabilität  gefunden.  Die  Partialmassen  wiirden,  wenn 
man  von  den  Unterschieden  absieht,  die  zwischen  ihnen  in 
Bezug  auf  den  Wert  von  p  bestehen  können,  niedrigere  Werte 
von  Q  und  höhere  Werte  von  a  als  die  Totalmasse  aufweisen, 
und  zwar  in  dem  Masse  als  sich  der  Umstand  geltend  macht, 
dass  den  Partialmassen  kleinere  Grundzahlen  als  der  Total- 
masse  entsprechen.  Hingegen  bliebe  der  andere  Umstand, 
dass  die  ersteren  im  Vergleich  zur  letzteren  homogener  sind ', 
wirkungslos.  Es  kommt  also,  sofern  man  sich  auf  den  Boden 
des  Schemas  einer  serienweise  variierendcn  Grundwahrschein- 
lichkeit  stellt,  bei  dem  Problem  des  Zusammenhanges  zwi- 
schen Homogeneität  und  Stabilität  vor  allem  darauf  an,  ob 
die  statistische  Wirklichkeit  den  Lexisschen  Erwartungen  hin- 
sichtlich  der  (?- Werte  Recht  gibt.  Mit  dieser  Vorfrage  muss 
daber  die  von  mir  eingangs  angekiindigte  empirische  Unter- 
suchung  beginnen. 

Hierbei  ist  es  mit  willkiirlich  herausgegriffenen  Partial- 
massen nicht  getan,  sondern  man  muss  eine  grössere  Zahl 
öder  die  Gesamtzahl  der  in  Frage  kommenden  Partialmassen 
berucksichtigen,  weil  der  Umstand  nicht  ignoriert  werden  darf, 
dass  die  Q-Werte  mit  zufälligen  Fehlern  behaftet  sind.  Um 
diesem  Moment  einigermassen  Rechnung  trägen  zu  können, 
empfiehlt  es  sich,  den  mittleren  Fehler  von  Q  zu  bestimmen. 
Dies  känn  in  folgender  Weise  geschehen. 

Man  hat  wegen  (7): 


1  1 

-  yj^  {yk—ijY  = ,  yj<  (yk  —  py-  -  {y  —  pr- 

oder 


1  <.. 


1 

ykai=  ykhi—r- 


2    -^  Z 

1  1 


oder  noch,  unter  Beniitzung  der  alten  Bezeichnungen  o  und 
/  und  der  nen  einzufiihrenden  Bczeichnung 


(52)  IJ^kb 


Ä-  =  '  -. 


'  Dies  känn  als  gegcben  angenomnien  werden,  sofern,  wie  qucIi  bei 
Lexis,  die  Aussdieidiing  der  Partinltnasgen  qub  der  Totalmassa  nnch  cinem 
niclit-zufälligen  Oesiclitspiinkt  erfolgt.     Nuhcres  dariiber  wcitcr  unton. 
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und  demgemäss 

(53)     air^((;2)  =  9J22(,.2)_2Cv(r2/2)  +  2ii{t^^)i&{P)  +  m-if). 

Laut  Formel  (43)  ist 

bi  =  d%  +  4:  dl  ek  +  GdUk  +  id,e%  +  e%. 

Hieraus  folgt,  wenn  man  die  Formeln  (30)  und  (31)  heran- 
zieht  und  zugleich  entsprechend  der  Annahme,  dass  s  und 
spq  grosse  Zahlen  sind, 


(54) 
sowie 
(55) 
setzt: 

und  wegen  (44) 


O 


o 


s  s 


was  alsdann,  mit  Riicksicht  auf  (52),  zu 

(56)  mHr')  = '--,  2''  PlQk  +  :;r,  2^'  V^gkel 


z^s- 


fiihrt. 

Man   findet    ferner,    auf  (32)  und  zugleich  wiederum  auf 
(43)  zuriickgreifend, 


hiP  --Adl  +  2d;cek  +  el)  lykdu 


semit 


^{hiP 


öder  auch 


1   \<iVkgk   ,    Pkqk 


yj^VkQk 
1  Vkqk 


+ 


el  2^  Vkqk 
1 
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Vk Qk  2*  Pk  9 k       ek  ^k  p^  q^ 

iimh  =  ~4f  +  — It—  +-:  - 

lind  folglich,  mit  Riicksicht  auf  (52): 

-  2^'^  Pk  ql        ^'^  Vk  qk\        ^k  pfc  q,,    ^k  el 


(57)  e(/-/-")=      '   s-, —  +      '     3-         +-' 3-' 

2^5*  2*6-  2^5 

Weiterliin  ist  wegen  (26),  (45)  und  (52) 

(58)  tv(r^)=.';''  +  *7'v.ei, 

1 

und  nach  Analogie  von  (55)  ist,  mit  Riicksicht  auf  (34), 

'^[^^  Pkqk\ 


mithin 


(59)  5-^'^/')  =  — W   " 

zu  setzen. 

Vermöge  der  soeben  abgeleiteten  Formeln  (56),  (57),  (58) 
und  (59)  und  der  alten  Formel  (34)  geht  nunmehr  (53)  in 


(60)      '^yi-{o^-)  =  ^^Az{z  —  ^)^f'VWk-^\^''Pkqk\    ■V2z-s^k'p^qkek\ 
"       '  1  1  1 

iiber. 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  noch  wie  folgt  umformen.    Aus 

Pkql=  ip  +  ek)-{q  —  Ck)- 
ergibt  sich 

7ikqk  =  r-q-  —  2pq(p~q)ek  +  {\—epq)el  +  2{p  —  q)el  +  ei, 
woraus  untcr  Anwendung  der  abkiirzenden  Bezeichnung 
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(61)  '2' 


1 


Formel 


\  1^ 

\  (62)       -^^Vm=V'fl-  +  (1  — 6'p?)63  +  2{p  —  q)E,  +  £, 

1 
hervorgeht.     Man  hat  ziigleich  wegen  (26)  und  (61) 

(63)  £2  =  '^'  > 
somit  wegen  (37) 

(64)  ^^''Pkqk  =  pq  —  S2, 

1 
und  aus 

PkQuel^  {p+  ek)  {q— ek)  el 

erhält  man: 

7^kqkek  =  pqek  —  {'p  —  q)  el  —  ek, 
somit 

(65)  -^''Vkqkel  =  pqe2  —  {p~q)^3  —  ^i- 

1 

Nimmt  man  in  (60)  die  Substitutionen  vor,  auf  welche  die 
Formeln  (62),  (64)  und  (65)  hinweisen,  so  kommt  man  zu- 
nächst  auf: 

mHir')=^J^,{{z-\)p'f~  +  [2{zs-Sz  +  5)pq  +  z-2]e, 

—  2{zs  —  z  +  2){p—q)e,~{2zs  —  z  +  2)s,  +  k), 

sodann  mit  Riicksicht  darauf,  dass  s  und  spq  als  grosse 
Zahlen  gedacht  sind,  auf 

(66)  WHo'-)  =  '^^^^~^'  +  ^^  {pqs,  -  ip-q)  e,  -  e,] 

und  schliesslich,  unter  Vernachlässigung  von  63  und  44  und 
unter  Mitberiicksichtigung  von  (63),  auf; 


(67)  mHo')  =  ^  [{z-  1)  pq  +  2zsw^'} 
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Sofern  man  von  dem  Unterschied  zwischen  (47)  und  (48) 
auch  hier  absiehtS  was  zugleich  bedeutet,  dass  man  w  in  (49) 
als  eine  voni  Zufall  unabhängige  Grösse  betrachtet,  so  erhält 
man  aus  (67) 

(68)  3?i«(^«)  =  ^— j^^^;(2-l)pg  +  22su-=';. 
somit  wegen  (51) 

(69)  m^Q^-)^/  ,  {2^{Q')~\] 

z  —  1 

bezw. 

(70)  ^n{Q'-)=]/^^^[2iS{Q'-)-l], 

woraus  nach  einer  bekannten  Näberungsmethode 

(7.)  «'(«'-  l/si-TjLW) 

folgt.-     Schreibt  man  (71)  in  der  Form 


ai,e)_-|/__L„J2-4,, 


so   ergeben    sich    fiir   W(0)   als  untere  Grenze  -T^^^z^^r^r  und 
^  V2{z-\) 

als  obere  Grenze    ^ Dementsprechend  känn  man  sich, 

in  dem  Fall,  wo  (i(^-)  nur  wenig  von  1  verschieden  ist,  der 
Formel 

1 


(72)  ^m{Q) 


K2(z— 1) 


*  Man  vergleiclie  hierzu  meino  Aufsiitzc.  1^  »Cber  den  Präzisionsgrad 
des  Divergenzkoeffizienten»  in  den  Mitteihingen  des  Verbandes  der  östcrr. 
und  ungar.  Versicherungstcrhniker,  Hcft  V.  1901,  und  2)  » Uber  don  initt- 
lereri  Fohler  des  zum  Quadrat  erliobenen  Divorgenzkooffizienten>.  in  dem 
Jahresbericht  der  Deutsclien  Mathematiker-Wroinigung,  Jnhrgang  1018  (soll 
domntichat  erscheinen).  Ks  liisst  sich  auch  fiir  den  Fall  cincr  serienwoise 
variiorenden  Grundwahrschoinlichkeit  leicht  zcigen,  dass  der  niittiere  Fehler 
von  u*  demjenigcn  von  o'  gegoniiber  bei  groaseni  s  nichf   insGewicht  fällt. 

*  Mit  Formel  (71)  lässt  sich  dio  entsprochende  Formel  CharlikrV 
(a.  a.  O.,  Band  8,  Nr.  4,  S.  23  Fu-^sn.)  nicht  in  Einklang  bringen.  Charlier 
toilt  nicht  mit,  vvio  er  auf  seino  Formel  gekommcn  ist. 
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und    bei    hinreichend   grossen  Werten  von  ^{Q')  der  Formel 

(73)  m{Q)^.,^yJ== 

Vz  —  1 

bedienen. 

Mit  Hilfe  von  (71)  lässt  sich  —  um  es  hier  einzuschalten 
—  ^{Q)  näherungsweise  bestimmen,  und  zwar  auf  der  Grund- 
lage der  Beziehung 


^{Q)==y^{Q')-m-'{Q), 

die  zu 


(74)     ^{Q)='\/^{Q')\\-,^       .Ir^.n.s^r 


und  unter  Vernachlässigung  der  Glieder,  die  die  zweiten  und 
höheren  Potenzen  von  z — 1  im  Nenner  enthalten,  zu 


1 


(75)    ew)  =  Vm-) {i - 2(,_i',e(Q.,  +  4(.-i)G=(0')l 

fiilirt,  so  dass  man  berechtigt  ist,  in  dem  Fall,  \vo  Ci($-)  nur 
wenig  iiber  1  hinausgeht, 

1 


(76)  ^■(^)  =  i^-4T.-T)|^^^^'^ 

und  bei  hinreichend  grossen  Werten  von  ^{Q^) 


(77)  ^{Q)  =  V^{Q^^) 

zu  setzen. 

Stellt  man  sich  zur  Aufgabe,  zu  priifen,  ob  in  einem  ge- 
gebenen  Fall  die  Q-Werte,  welche  die  betreffenden  Partial- 
mässen  aufweisen,  sich  zu  dem  fiir  die  Totalmasse  festge- 
stellten  Werte  von  Q  so  verhalten,  wie  es  das  Schema  der 
serienweise  variierenden  Grundwahrscheinlichkeit  nach  Lexis 
erwarten  lässt,  so  ist  noch  mit  der  Tatsache  zu  rechnen,  dass 
die  Unterschiede  zwischen  den  auf  die  Partialmassen  sich  be- 
ziehenden  Werten  von  ij  in  der  Regel  keinen  zufälligen  Cha- 
rakter  trägen.  Man  hat  vielmehr  anzunehmen,  dass  jedem 
dieser  Werte  eine  andere  mittlere  Grundwahrscheinlichkeit 
entspricht. 
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Es  sei  mit  i  die  Ordnungsnummer  der  betreffenden  Par- 
tialm.isse  und  mit  k,  nacb  wie  vor,  die  Ordnungsnummer  des 
betreffenden  Zeitabschnitts  bezeichnet.  Dementsprechend 
sollen  die  Grössen  s,  p,  q,  y,  iv,  o,  u,  Q,  yu.  au  und  ek.  die 
sich  auf  die  i.ie  Partialmasse  beziehen,  durch  Si,  ;),,  qi,  yi, 
u'iy  Oi,  Ui,  Qi,  y,\k,  Qi^k  und  e,,fc  dargestellt  werden.  Zerfällt 
die  Totalmasse  in  n  Partialmassen,  so  nimmt  i,  sofern  es 
sich  um  die  Kennzeichnung  der  letzteren  bandelt,  alle  ganz- 
zahligen  Werte  von  1  bis  n  an.  Man  verabrede  sich  ausser- 
dem  t  =  O  zur  Charakteristik  der  Totalmasse  zu  raachen. 
Demnach  bestehen  die  Beziehungen : 


(78)  s.,  =  yi 


Si, 


(79) 


1    ** 


1    " 
(80)  </o=   -2*««y«' 


s, 


1    " 
(81)  7'o.fc=      2»*!/^/, 


(82)  yo,k  =  -    y^styi^k, 

So    , 

1    "i 

(83)  a(),k=      y'Siai,k 

"»T 

und 

1    " 

(84)  eo,k=      yisid^k. 

s,   j 

Bezeichnet  man  noch  mit  .r,,Ac  die  auf  die  einzelnen  Zeitab- 
schnitte  sich  beziehenden.  mit  a:,  die  mittleren  und  mit  ?/?, 
die  erwartungsmässigen  Ereigniszahlen,  so  ist 

(85)  Xi,k  =  Siyi,k, 

(86)  Ti^Siyi, 
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(87)  mi  =  Sipi 
und 

(88)  <i{xi)==mi. 

Der  Umstand  nun,  dass  sich  pi  mit  i  ändert,  legt  es  nahe, 
das  gleiche  in  Bezug  auf  ivi  anzunehmen  und  die  Frage,  ob 
das  Mäss  des  Zuriickbleibens  der  Werte  Qi  hinter  Qo  dem 
von  Lexis  eingenommenen  Ståndpunkt  entspricht,  in  der 
Voraussetzung  zu  behandeln,  dass  nicht  Wi  =  iVQ,  sondern 
dass  Wi :  pi  =  Wq  :  Po .^    Biidet  man  den  Quotienten 

(89)  /^,==^, 

Pi 

und  nennt  ihn  die  relative  wesentliche  Schwankungskomponente 
im  Unterschied  von  der  ahsoluten  wesentlichen  Schwankungs- 
komponente Wi,  so  wird  man  sägen  können,  dass  bei  der  vor- 
zunehmenden  Gegeniiberstellung  von  Theorie  und  Erfahrung 
die  relative  wesentliche  Schwankungskomponente  als  gleich 
hoch  in  jeder  der  n  Partialmassen  und  in  der  Totalmasse 
gedacht  werden  soll.  Formel  (51),  die,  auf  ein  bestimmtes  i 
bezogen,  die  Gestalt 

(90)  Ö(Q|)  =  1+       ''^^' 


(z—  \)piqi 


annimmt,  geht  somit  vermöge  der  aus  (87)  und  (89)  sich  er- 
gebenden  Substitutionen  Si  =  mi:pi  und  iVi  =  [iipi  in 


(91) 

^((?i)  =  i+  -^; 

iiber. 

Hieraus  folgt: 

(92) 

^m)-\      nii    (il    Qo 
^{Ql)-l      m,    fil    qi 

und  wenn  man  den  Wert  von  Qi,  den  man  dem  Lexisschen 
Ståndpunkt  gemäss  auf  der  Grundlage  eines  gegebenen  Wertes 
Qo  zu  erwarten  hat,  mit  Qi^z  bezeichnet,  so  ergäbe  sich  aus 
(92)    mit    Riicksicht    auf    die    Annahme    (ii  =  /^    und    unter 

^  Von  Lexis  nur  angedeutet.     A.  a.  O.,  S.   173. 
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Substituierung  der  empirischen  Werte  Xi  und  1  —  iji  fiir  m,- 
und  g,: 

(93)  f,^-'       -■'-!'«, 

^2  —  1        x^    l  —  yi 

öder  auch  in  dem  (häufig  vorkommenden)  Fall,  wo  die  Grössen 
1  —  f/,-  nicht  merklich  von  1  verschieden  sind,  hinreichend 
genan 

mithin 

x^ 
Durch  Summiprung  letzterer  Gleichung  kommt  man  aberauf 

n 

(95)  yjQlL  =  n  +  Qi-l 
1 

öder 

(96)  'X^QI,^  1+91^1. 

Im  bisherigen  sind  Oi  und  iii  nur  in  der  Weise  in  Be- 
ziehung  zu  einander  gesetzt  worden,  dass  der  Quotient  (J^  :  Wj 
gebildet  worden  ist.  Es  empfiehlt  sich  aber,  mit  RiickBicht 
auf  die  nachfolgenden  Darlegungen,  auch  noch  die  Differenz 
Oi — ui  ins  Auge  zu  fassen.     Fiihrt  man  die  Bezeiohnung 

(97)  ai  —Ui  =  VI 
ein,  so  ergeben  sich  die  Beziehungen 

(98)  vi='unQi-\), 

(99)  Vi=niVQi-'\, 

(101)  sivi  =  ''~^  'Xi{\-yi){Q}-^)' 

z 


I 
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Man  hat  zugleich  wegen  (50) 

(102)  ^{vi)  =  w], 

und    mit   derselben    Begriindung,  wie  Formel   (68),  lässt  sich 
die  Formel 

(103)  m'{v!)=^^'^^{{z-l)'piqi  4-  2zsiiv!} 

Z   Si 

oder  die  wegen  (87)  und  (89)  mit  ihr  identische  Formel 

(104)  mHv!)  =  ^^'  [(2—1)  Qi  +  2zmi[S!} 

Z"  Si 

aufstellen.     Biidet  man  noch  den  Quotienten 


(105)  al  =4,' 

Vi 

so  findet  man: 

(106)  SiVi=x!aj, 
mithin  wegen  (101) 

(107)  Xicri=^~^^{l  —  yi){Ql  —  l), 

z 

so  wie 

(108)  a;„aS=^(l-yo)(<9ö-l) 


und  folglich 
(109) 


Qi  —  1        Xi      I  —  ?/n     aj 


Ql—1       Xo     I— Vi    «o 
Letztere  Formel  in  Verbindung  mit  Formel  (93)  ergibt 

Qi —  1        a{ 


(110) 


öl,z— 1       «i 


woraus  zu  ersehen  ist,  dass  wenn  Qo  >  1  und  daher  auch 
Qi,L>l  und  ao>0,  Qi  bei  a|  >  «5  grösser  und  bei  aj<al 
kleiner  als  Qi^L  ausfallen  muss. 

Sofern    man   bei    hinreichend  grossem  Si  und  nicht  allzu 
kleinem   z   berechtigt    ist,    von  dem  Unterscliied  zwischen  iji 
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und  ;),■  abzusehen,   lässt  sich  wegeii  (89)  und  (105)  aus  (102) 
(lie  Formel 

(111)  G(«n  =  /:?.' 
urul  aus  (104)  die  Formel 

(112)  mHa;)  =  J^V  {(z-\)qi  +  2zmi[^j] 

herleiten. 

Weicht  aber  g»,  bezw.  ?/,  nicht  merklich  von  1  ab,  so  känn 
die  der  Formel  (48)  entsprechende  Formel 


(113)  „,=  i/'— ».»'(i-.»') 


Z  Si 

durcli 

(114)  v^-^y^^^^^ 

Z  Si 

und   können   die  Formeln  (101),  (107),  (109)  und  (112)  durch 

(115)  sivj=^~^-Xi{Qi--l), 

z 

(116)  Xiaj^^~\Qj-\), 


(117) 
und 


Qi  —  1  ^  ar,    aj 

Q-,  —  1       Xo    ul 


(118)  W{ai)  =  J"  ..  (2-  1  +  2zmiii]) 

ersetzt  werden. 

Es  soil  nunmehr  auf  der  (Jrundlage  der  vorstehenden 
Daricgungen  allgemcincn  Cliarakters  an  einem  konkreten  Fall, 
nämlich  an  den  Schwankungcn  der  Selbstmordziffer  im  Deut- 
schen  lieich  in  den  Jahren  1902 — 1911,  untersucht  werden,  ob 
und  bis  zu  welchem  Grade  sicli  hier  die  Erwartnngen  bo/.iig- 
lich  der  Werte  ^,  realisieren.  Tabclle  1  enthält  in  den  Spalten 
3  bis  12    unter    lO"»/..*   die   Wertc  der  Selbstmordziffer,  wor- 
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unter  die  Zahl  der  Selbstraorde  auf  1000  000  Einwohner 
verstanden  wird,  fiir  die  Kalenderjahre  1902 — 1911.^  Die 
in  Spalte  13  derselben  Tabelle  auftretenden  Werte  10^?/;  stel- 
len einfache  arithmetische  Durchschnitte  von  je  10  Werten 
I0^yi,k  dar,  wie  es  der  Formel  (7)  bezw.  der  —  auch  bei  der 
weiteren  rechnerischen  Verarbeitung  der  Werte  yi^k  festzu- 
haltenden  —  Fiktion  einer  konstanten  Grundzahl  entspricht. 
Spalte  14  gibt  die  Einwohnerzahlen  in  Millionen  an.  Diese 
Zahlen  sind  nach  der  Formel  St  =  s'^  +  0,22  (sV  —  s'^)  bestimmt 
worden,  worin  .V.  und  s'!  die  durcli  die  Volkszählungen  vom 
2.  Dezember  1905  bezw.  vom  2.  Dezember  1910  festgestellten 
Einwohnerzahlen  bedeiiten  und  der  Faktor  0,22  darin  be- 
griindet  ist,  dass  zwischen  dem  Zeitpunkt,  auf  den  sich  s^ 
bezieht,  und  der  Mitte  des  in  Frage  stehenden  10-jährigen 
Zeitraums  13  Monate  liegen,  während  der  Zeitabstand  zwi- 
schen den  beiden  Volkszählungen  60  Monate  beträgt  (13  :  fiO 
=  0,22).  Weder  durch  diese  Interpolation,  noch  durch  den 
Umstand,  dass  die  Selbstmordziffern  des  ganzen  zehnjährigen 
Zeitraums  durch  Berechnung  einfacher  (statt  gewogener) 
Durchschnitte  gewonnen  worden  sind,  können  irgendwelche 
systematische  Fehler  von  merklicher  Höhe  entstanden  sein. 
Dies  wird  erhärtet  durch  die  Tatsache,  dass  der  nach  der 
Formel  x^^-^s^yo  errechnete  Wert  13173  von  Xq  (Spalte  15, 
i  =  0)  mit  dem  wirklichen  Jahresdurchschnitt  der  Zahl  der 
Selbstmorde  in  dem  in  Frage  stehenden  Zeitraum  genau 
iibereinstimmt:  die  absolute  Zahl  der  Selbstmorde  im  Deut- 
schen  Reich  1902  —  1911  betrug  131725.  Es  möge  noch  hin- 
zugefiigt  werden,  dass  die  Summe  der  nach  Formel  (86) 
ermittelten  40  Zahlen  xi  fiir  *  ==  1  bis  40  sich  auf  13  166 
stellt,  also  fast  vollständig  mit  x^  zusammenfällt.  Die  40 
in  Spalte  2  fiir  i=l  bis  40  aufgefiihrten  Teilgebiete  sind: 
1)  die  12  preussischen  Provinzen,  darunter  Brandenburg  ohne 
Berlin,  ferner  Berlin  und  das  Land  Hohenzollern,  somit  im 
ganzen  14  preussische  Gebiete,  2)  Bayern  rechts  des  Rheins 
und  Bayern  links  des  Rheins,  somit  2  bayerische  Gebiete, 
3)  23  weitere  ungeteilte  Bundesstaaten  und  4)  das  Reichs- 
land    Elsass-Lothringen.     Diese    40    Teilgebiete    sind    in    der 

'  Diese  Werte  sowie  die  Einwohnerzahlen,  von  denen  weiter  im  Text 
die  Rede  ist,  sind  dem  Statistischen  Jahrbuch  fiir  das  Deutsche  Roich 
entnomraen. 
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Tahelle  1. 
Selbstmordziffer  im  Deiitschen  Reich  1902-1011. 
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1    3 

4 

5 

r> 

7 

s 

9 

10 

11 

\-2 

13 

14 

0 

Deiitsches  Reich  . 

214 

1 

Kgr.  Sachsen 

330 

2 

Brandenburg 

316 

3 

Schlesien 

■234 

4 

Prov.  Saclisen 

323 

5 

Rlieinland 

116 

6 

Bayern  r.  d.  Rh. 

141 

7 

Berlin 

312 

8 

Hannover 

220 

9 

Schl.-Holstein 

316 

10 

Westfalen 

123 

11 

Hessen-Nassau 

213 

12 

Baden 

214 

13 

Wurttemberg 

163 

14 

Hamburg 

374 

15 

Pommern 

187 

16 

Hessen 

267 

17 

Ostpreussen 

147 

18 

Elsass-Lothringen 

139 

19 

Westpreussen 

137 

20 

Posen 

94 

21 

Bayern  1.  d.  Rh. 

170 

22 

Braunschweig 

263 

23 

Mocki.-Schwerin 

251 

24 

Oldenburg 

296 

25 

Saclisen- VVeimar 

340 

26 

Anlialt 

352 

•27 

Sachsen-Cob.-Gotha 

461 

•28 

Bremen 

266 

•29 

Sachsen-Meiningen 

297 

3(» 

Sdchsen-Altenburg 

391 

2171210  213  204'206:219'223  216'217  1 213,9  61,584 


321  310  331320 
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313300 -298  303 

•247  ^231  -236  ^228 

342  320  296  ^297 

123[l27|l33;il6 

146  1.35  132  131 

315  310  349  321 


1222  211 


2171200 


305  299  295  ^290 

r25  110  135,103 

;  21 91201 I221I209 

'2-22  203  222  215 

181  171  190  166 

393  378  336  324 

185  172  182  190 

'  256-249  240  266 

'l44jl5l!l43  138 

'l34'l48'll9  146 

|118|142  136  114 

I102  99  881  78 

i   ' 
173  164153  184 

I326  302  324  346 

219  221  184  191 

i  200  350  304  24C 

I  283  362|30li  ^245 

326  344317  367 

473!418  381  340 

!   I   I 

1373  344  346  378 

'281 1278  288  229 

J396  415  370  312 


295313 
3251320 
214221 
300  317 
121|144 
143146 

323  345 
215231 

303  ;ui 

120  130 
210;217 
193  231 
162  179 
360  399 
172  192 
•241  238 
138151 
130  133 
137  125 
IO2I102 
201  199 
312  304 
170  200 
282  '249 
280  316 
318  315 
381  406 

324  419 
276  294 
322  388 


320  329315 

350  315  330 

•233  •2-26  216 

322  300  325 

131|129:i36 

149  148  159 

327  327  350 

216|243|221 

299  334  318 

143  1'20  122 

217|215[231 

22r'2^25'203 

•202,176  180 

360|37ll351 

180178  163 

236-252  235 

156|l43  153 

152  147  143 

137  111  123 

I23I  97  90 

204  185  183 

325  346  362 

207  191243 

303  267  279 

325  314  291 

386  359  353 

525  348  457 

I 

405  415  326 

294  338  307 

1406  (325  267 


318,4 
317,o| 
228,6 
314,2 
127,6| 
143,0 
3-27,4 
219,6| 
310,0 
123,1 
215,3J 
214,9 

177,0; 

364,6 1 

180,1 
248,0 

146,4; 

139,1 
128,0 
97,5  i 
181,6! 
321,0, 
207,7 1 
283,6 
306,21 
343,7 1 
410,Oi 
359,6| 
288,2' 
359,21 


13173 


4,574 

3,655 

5,005 

3,003 

6,587 

5,707 

2,047 

2,799 

1,530 

3,730 

2,103 

2,040 

2,332  i 

0,906 

1,691 

1,225 

2,037 

1,828 

1,655 

2,012 

0,897 

0,488 

0,628 

0,449 

0,394 

0,329 

0,246 

0,271 

0,271 

0,209 
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Gebiet 
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7   1  8 
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12 

13 

14 

15 

31 

Reuss  j.  L. 

253  408 

328  319 

365  233 

313 

365  368  365 

331,7 

0,147 

49 

32 

Liibeck 

249  428 

305  333 

271  283 

304 

289  311  307 

308,0 

0,108 

33 

33 

Meckl.-Strelitz 

338  173 

346  252 

202  279 

183 

278  273  197 

252,1 

0,104 

26 

34 

Schwarzb.-Sondersh. 

426  398 

311283 

315  254 

297 

147  301  232 

296,4 

0,086 

25 

35 

Sehwarzb.-Rudolst. 

201  294 

208  259 

185  234 

222 

321  199  287 

241,0 

0,098 

24 

36 

Lippe 

142  105 

125  158 

178,115 

121 

180146  178 

144,8 

0,147 

21 

37 

Reuss  ä.  L. 

304  230 

287  156 

212282 

310 

268  179  357 

258,5 

0,071 

18 

38 

Waldeck 

86  190 

207  220 

219  202 

168 

151  146    97 

168,6 

0,060 

lOl 

39 

Hohenzollern 

119  178 

103  118 

88    87 

101 

201  169  126 

'  129,o{  0,069 

9 

40 

Schaumburg- Lippe 

01  226 

134  178 

133 

220 

152 

130'  86 

214 

156,4 

0,045 

7 

Tabelle  nach  x*,  vorn  höchsten  Wert  von  Tj-  bis  7Aim  nied- 
rigsten  fortschreitend,  geordnet. 

Tabelle  1  bat  das  Material  fiir  Tabelle  2  geliefert.  Die 
hier  auftretenden  Werte  von  ol ,  ni,  vi,  al  und  Ql  bezw.  Qi 
sind  nach  den  Formeln  (6),  (114),  (97),  (105)  und  (49)  be- 
rechnet  worden;  was  aber  die  Werte  von  ai  anlangt,  so  sind 
sie  fiir  diejenigen  Werte  von  i,  bei  denen  sie  (wegen  al  <  0) 
imaginär  werden,  nicht  mit  angefiihrt  worden. 

Betrachtet  man  die  Qj- Werte  bei  i=l  bis  40,  so  nimmt 
man  wahr,  dass  sie  zwischen  den  Grenzen  0,7  3  als  Minimum 
und  2,0  3  als  Maximum  schwanken.  Sie  bleiben  sonach  sämt- 
lich  hinter  ^o  zuriick,  wie  es  den  Voraussagungen  der  Theorie 
entspriclit.  Um  dariiber  ins  klare  zu  kommen,  ob  die  Qr 
Werte  aucli  darin  der  Theorie  Geniige  leisten,  dass  sie  mit 
abnehmendem  Xi  selbst  abnehmen,  fasse  man  sie  zu  5  gleich 
zahlreichen  Gruppen  zusammen  und  berechne  fiir  jede  dieser 
5  Gruppen  gesondert  den  arithmetischen  Durcbschnitt  sowohl 
der  Werte  Qi  wie  auch  der  Werte  Q,^  Zu  den  letzteren  möge 
man  noch  nach  Formel 
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Tahelle  2. 
Selbstmordziffer  im  Deutschen  Reicli   1902—1911. 
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1 

100  a,. 

1 

Qi 

1 

Qi 

1 

o 

3      I      4 

1       ^ 

1       6 

1      7      1      8 

9 

0 

1 

Deutsches  Heich 

3U.9 

3,1 

27,8 

6,08 

•2,46      9,88 

;i,i4 

1 

Kgr.  Saclisen 

107,6 

62,6 

45,0 

4,44 

2,11      1,72 

1,31 

2 

Brandenburg 

219,8 

78,1 

141,7 

14,10 

3,76 

2,81 

1,68 

3 

Schlesien 

88,4 

41,1 

47,3 

9.05 

3,01 

:  2,15 

1,47 

4 

Prov.  Sacbsen 

210,0 

94,2 

115,8 

11,73 

3,42 

1  2,23 

1,49 

5 

Rheinland 

71,6 

17,4 

54,2 

33,29 

5.77 

4,11 

2,03   i 

6 

Bayern  r.  d.  Rh. 

6G,8 

22,6 

44,2 

21,61 

4,65 

2,96 

1,72 

7 

Berlin 

203,9 

144,2 

59,7 

5,55 

2,36 

1,41 

1,19 

8 

Hannover 

118,4 

70,6 

47,8 

9,91 

3,15 

1,68 

1,30 

9 

Schl.-Holstein 

257,8 

182,4 

75,4 

7,85 

2,80 

1,41 

1,19 

10 

Westfalen 

118,5 

29,7 

88,8 

58,46 

7,65 

3,99 

2,00 

11 

Hessen-Nassau 

57,6 

92,1 

-34,5 

-7,44 

— 

0,63 

0,79 

12 

Baden 

126,3 

94,8 

31,5 

6,82 

2,61 

1,33 

1,15  ! 

13 

Wiirttemberg 

140,2 

68,3 

71,9 

22,95 

4,79 

2,05 

1,43 : 

14 

Hamburg 

499,2 

362,2 

137,0 

10,31 

3,21 

1,38 

1,17    ' 

15 

Pommern 

74,3 

95,9 

-21,6 

-6,66 

— 

0,77 

0,88   1 

16 

Hessen 

131,2 

182,2 

-51,0 

-8,29 

— 

0,72 

0,85 

17 

Ostpreussen 

34,8 

64,8 

-30,0 

-14,00 

— 

0,54 

0.73 

18 

Elsass-Lothr  ingen 

92,1 

68,5 

23,6 

12,20 

3,49 

1,34 

1.16   1 

19 

Westpreussen 

112,2 

69,6 

42,6 

26,00 

5,10 

1,61 

1,27    ' 

20 

Posen 

125,2 

43,6 

81,6 

85,84 

9,26 

2,87 

1,69 

21 

Bayern  1.  d.  Rh. 

253,6 

182,2 

71,4 

21,65 

4,65 

1,39 

1.18  I 

22 

Braiinschweig 

707,6 

592,0 

115,6 

11,22 

3,35 

1.20 

1,10 

23 

Meckl.-Schwerin 

602,6 

297,7 

304,9 

70,68 

8,41 

2,02 

1,42 

24 

OIdenburg 

882,2 

568,5 

313,7 

39,00 

6,25 

1.55 

1,25 

25 

Sachsen-Weimnr 

985,7 

699,4 

286,3 

30,54 

5,53 

1,41 

1,19 

26 

Anhalt 

523,2 

940,2 

-417,0; 

-35,30 

— 

0,56 

0,75   1 

27 

Sachson-Cob.-Gotlia 

3170,0 

1539,1 

1630,9 

92,90 

9,64 

2,06 

1,44 

28 

Bremen               , 

2076,2 

1194,2 

882,0 

68,21 

8,20 

1,74 

1,32   1 

29 

iSacli8en-]Moi  ningen 

078,8 

957,1 

-278.3 

-33,51 

— 

0,71 

0,84 

30 

Sachsen-Altenburg 

2189,8 

1550,4 

639.4 

49,  .10 

7,04 

1,41 

1,19   1 
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31 

Reuss  j.  L. 

•2692,6 

2030,8       661,8 

60,15 

7,76 

1,32 

1,15 

32 

Liibeck 

2089,6 

2566,6 

-477,0 

-50,28 

— 

0,81 

0,89 

33 

Meckl.-Strelitz 

3460,5 

2181,6 

1278,9 

201,23 

14,19 

1,59 

1,26   ! 

34 

Schwarzb.-  Sondersh. 

5614,4 

3101,9 

2512,5 

285,98 

16,91 

1,81 

1,35 

35 

Schwarzb.-Rudolst. 

1964,8 

2213,2 

-248,4 

-42,77 

— 

0,89 

0,94 

36 

Lippe 

705,8 

886,5 

-180,7 

-86,18 

— 

0,80 

0,89 

37 

Reuss  ä.  L. 

3568,1 

3276,7 

291,4 

43,61 

6,60 

1,09 

1,04   1 

38 

Waldeck 

2100,0 

2529,0 

-429,0 

-150,92 

0,83 

0,91 

39 

Hohenzollern 

1432,0 

1682,6 

-250,6 

—150,59 

— 

0,85 

0,92 

40 

Schaumburg- Lippe 

2367,2 

3128,0 

-760,8 

-311,02 

— 

0,76 

0,87 

die  sicb  auf  der  Grundlage  von  (70)  aufstellen  lässt  und  in 
welcher  h  die  Ordnungsnummer  der  Gruppe  und  r  die  Zahl 
der  Elemente  Qi  in  der  Gruppe  bedeutet,  die  zugehörigen 
mittleren  Fehler  bestimmen.  Ausserdem  fiihre  man  eine  ana- 
loge  Berechnung  fiir  die  40  Werte  Qi  obne  Trennung  nach 
Gruppen  aus.     Man  findet: 

Tahelle  3. 
Selbstmordziffer  im  Deutscben  Reich  1902—1911. 
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5 

1 

1—8 

1,52 

2,38 

0,32 

2 

9—16 

1,18 

1,54 

0,24 

3 

17—24 

1,22 

1,56 

0,24 

4 

25—32 

1,10 

1,25 

0,20 

5 

33—40 

1,02 

1,08 

0,18 

— 

1         1—40 

1,21 

1,56 

0,11 
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Eine  Tendenz  der  ^,-Werte,  mit  wachsendem  /  bezw.  mit 
sinkendem  .r,  abzunehmen,  lässt  sich  nicht  verkennen.  iind 
weiin  demeritgepen  Qi  bezw.  Qi  in  der  dritten  Gruppe  durch- 
schnittlich  etwas  höher  als  in  der  zweiten  ausfällt,  so  känn 
dies  wohl,  wie  die  Werte  der  betreffenden  mittleren  Fehler 
zeigen,  auf  die  Rechnung  des  Zufalls  gesetzt  werden. 

Es  bietet  einiges  Interesse,  in  diesem  Zusammenhange 
zu  zeigen,  dass  die  Schwankungen  der  Werte  Q]  innerhalb 
jeder  Gruppe  sich  ziemlicli  giit  der  theoretischen  Norm  an- 
passen,  seibst  wenn  diese  Norm  in  der  als  ungenau  anzu- 
sehenden  Voraussetzung,  dass  ^{Qi)  innerhalb  jeder  Gruppe 
konstant  ist,  aufgestellt  wird.  Biidet  man  nämlich  unter 
Anwendung  der  Bezeichnung 

1     *' 

(120)  ^,    y^Qi-Qih) 

/(.— 1+1 
fiir  jede  Gruppe  den  Ausdruck 

(121)  ^''  =  V!:  2»•(Q.•-Q(Vi))^ 

so  wäre,  der  gemachten  Voraussetzung  entsprechend,  die  in 
Frage  stehende  Norra,  mit  Riicksicht  auf  (70),  durch 


(122)  6',=  |/'^^.^(2(?(^)-l) 

gegeben,  und  man  erhält: 

Tabelle  4. 
Selbstmordziffer  im  Deutschen  Reich   1902  —  1911. 
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17—24 

0.63 
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4 
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n.l— 40 
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0.C7 

0.C3 
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Ein  Vergleich  zwischen  den  Werten  Fh  und  Gh  bekräftigt 
jedenfalls  indirekt  die  Annahme,  dass  es  sicli  bei  dem  schein- 
bar  unsicheren  Gäng  der  (>i-Werte  doch  um  eine  bestimmte 
Regelmässigkeit  handelt,  die  nur  deshalb  nicht  noch  deut- 
licher  zutage  tritt,  weil  die  Werte  Ql  bezw.  Qi  mit  beträcht- 
lichen  zufälligen  Fehlern  behaftet  sind.  Letzteres  darf  man 
speziell  auch  denjenigen  Werten  von  Qi  gegeniiber,  die  kleiner 
als  1  sind,  nicht  ausseracht  lassen.  Der  niedrigste  Wert  von 
Qi  ist  0,73  (i=17).  Setzt  man  hier  ^{QD^QIl^  so  findet 
man  nach  Formel  (95)  (i(^|)  =  l,2o,  woraus  sich  nach  Formel 
(76)  e(Öi)  =  l,06  und  nach  Formel  (71)  9J?(^i)  =  0,25  ergibt. 
Demnach  iibertrifft  der  absolute  Betrag  der  in  Frage  ste- 
henden    Abweichung    (1,06  —  0,73  =  0,33)    den   massgebenden 

mittleren    Fehler,    relativ    genommen,   bloss  um  etwa  -;  das 

Ergebnis  Qi  =  0,iz  bietet  also  nichts  iiberraschendes.  Was 
aber  insbesondere  die  —  bei  Lexis,  Peek  u.  a.  im  Vorder- 
grund  stehende  —  Prognose  anlangt,  dass  Qi  durch  ent- 
sprechendes  Einengen  des  Beobachtungsfeldes  auf  ein  Niveau 
hcrabgedriickt  werden  känn,  das  sich  iiber  1  kaum  erhebt, 
so  findet  diese  Prognose,  wie  die  Ergebnisse  fiir  i  =  33  bis 
40  zeigen  (Tabelle  2,  Spalte  9  und  Tabelle  3,  Spalte  3),  auch 
in  dem  gegenwärtigen  Fall  eine  Bestätigung,  die  nichts  zu 
wiinschen  iibrig  lässt. 

Viel  weniger  giinstig  fiir  den  LEXis'schen  Ståndpunkt  er- 
weisen  sich  demgegeniiber  die  Ergebnisse,  zu  denen  man  ge- 
langt,  wenn  man  genauer  zusieht,  in  welchem  Masse  die  Qi- 
Werte,  die  man  fiir  i  =  1  bis  40  erhält,  hinter  Q^  zuriick- 
bleiben.  Da  fällt  es  zunächst  auf,  dass  von  diesen  40  Werten 
nur  14,  nämlich  die  12  Werte,  die  kleiner  als  1  sind,  und 
ausserdem  Qi  und  Q.;,  sich  niedriger  stellen  als  die  ihnen 
entsprechenden  erwartungsmässigen,  d.  h.  nach  Formel  (95) 
berechneten  Werte  Qi,L,  während  die  iibrigen  26  höher  sind 
als  zu  erwarten  war.  Sodann  findet  man,  dass  dem  arith- 
metischen  Durchschnitt  der  40  Werte  QIl,  der  sich  nach 
(96)  zu  1,2  2  berechnet,  als  arithmetischer  Durchschnitt  der 
40  Werte  Q!  die  Grösse  1,5  6  (Tabelle  3,  Spalte  4)  gegeniiber- 
steht.  Stellt  man  endlich  im  Anschluss  hieran  die  Frage, 
ob  die  Differenz  zwischen  1,56  und  1,22  nicht  etwa  dem 
Zufall  zugeschrieben  werden  könne,  so  wird  man  geneigtsein. 
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diese  Frage  zu  verneinen,  wenn  nian  in  Betracht  zieht,  dass 
der  mittlerc  Feliler  von  1,-)»;  sicli  auf  0,ii  stellt  (Tabelle 
3,  Spalte  5)  und  dass  demnach  die  betreffende  Differenz 
(0,34)  das  dreifache  des  massgebenden  mittleren  Fehlers  aus- 
macht. 

Man  ist  also  zu  der  Aussage  berechtigt,  dass  sich  im  ge- 
gebenen  Fall  die  Q-Werte  beim  Ubergang  von  der  Totalmasse 
zu  den  sie  bildenden  Partialmassen  verringern  —  und  zwar 
im  allgemeinen  um  so  beträchtlicher,  je  kleiner  die  betref- 
fende Partialmasse  ist  —  jedoch  in  schwächerem  Masse  als 
es  dem  Lexisschen  Standpunkte  entsprechen  wiirde. 

Wie  bereits  im  Anschluss  an  Formel  (110)  bemerkt  uorden 
ist,  fällt  Qi  grösser  öder  kleiner  als  ^,.  a  ans,  je  nachdem  sich 
aj  höher  öder  niedriger  als  «jj  stellt.  So  ist  denn  auoh  nach 
Tabelle  2,  Spalte  6  —  aus  rei/i  arithmetischen  Oriinden  — 
cu  in  den  14  Fallen,  wo  Qi<Qir.,  kleiner  und  in  den  2G 
Fallen,  wo  umgekehrt  Qi>Qi,L,  grösser  als  «5 .  Laut  Formel 
(111)  können  die  Grössen  aj  als  empirische  Werte  von  (ij 
aufgefasst  werden,  und  so  läuft  die  soeben  festgestellte  Un- 
stimmigkeit  zwischen  Theorie  und  Erfahrung,  falls  sie  nicht 
zufällig  ist,  darauf  hinaus,  dass  die  Grössen  ,//  bezw.  ,^,-  bei 
?  >  O  im  allgemeinen  den  Wert  (i^  bezw.  fio  iibertreffen.  Dies 
känn  auch  direkt,  d.  h.  an  der  Hand  der  Werte  aj  nach- 
gewiescn  werden.  Es  bedarf  aber  hierzu  einer  Befreiung 
dieser  Werte  von  den  ihnen  anhaftenden  zufälligen  Fehlern. 
Das  einfachste  Verfahren,  welches  diesem  Zweck  dient,  be- 
steht  darin,  dass  man  aus  den  Werten  a,-  gruppenwei.^e  ein- 
fache  arithmetische  Mittel  biidet.  Ein  nach  diese  Methode 
fiir  die  h\te  Gruppe  berechneter  Mittelwert  sei  mit  a~j^  be- 
zeichnet.  Will  man  getiauer  vorgehen,  so  siud  aus  den  Werten 
«/'  gewogene  arithmetische  Mittel  zu  bilden,  wobei  als  Ge- 
wichte  die  mit  einem  beliebigen  konstanten  Faktor  multipli- 
zierten  reziproken  Werte  der  zum  Quadrat  erhobenen  mitt- 
leren Feliler  von  aj  verwendet  werden  niiissen.  Wenn,  wie 
im  gegebenen  Fall,  die  Werte  1  —  ?/,  sich  kaum  von  1  unter- 
scheiden,  ist  hierbei  Formel  (118)  zu  beuutzen,  worin  die 
Werte  m,  ohne  weiteres  durch  a*,-  ersetzt  werden  können. 
Sind  nun  die  Zahlen  Xi  so  gross,  dass  der  Ausdruck  Izxi^ii 
den  Ausdruck  z — 1  erheblich  iibertrifft  und  lotzterer  daher 
vernachliissigt  werden  känn,  so  sind  die  Gewichte  der  Werte 
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c(i  mit  Xi,  im  entgegengesetzten  Fall  aber,  d.  h.  wenn  um- 
gekehrt  der  Ausdruck  2zoCi[i\  wegen  der  Kleinheit  von  xi 
selbst  klein  im  Vergleich  zu  z  —  1  ist  und  folglich  in  der 
Formel  des  mittleren  Fehlers  gestrichen  werden  känn,  sind 
sie  mit  xl  anzusetzen.  Die  auf  diese  Weise  zustande  kom- 
menden  beiden  Mittelwerte  sollen  mit  u\^j^  und  a^jj^^  be- 
zeicbnet  werden.  Wenn  scbliesslich  keine  jener  beiden  Vor- 
aussetzungen  zutrifft,  känn  man,  um  eine  grössere  Genauig- 
keit  zu  erzielen,  so  verfahren,  dass  man  die  —  mit  (pi{aAh)  zu 
bezeichnenden  —  Gewichte  aus  der  Formel 

(123)  'A(«...)  =  .:^TtW„t;^ 

bestimmt,  worin  unter  o^^^  ein  »Ausgangswert»  des  gesucbten 

arithmetischen   Mittels   zu  verstehen  ist.     Es  ist  das  nächst- 

liegende,    a ^j^   einem   der   Werte  a^j^,  a^^j^  öder  «j,j^^  gleichzu- 

setzen.      Man  bezeichne  das  nach  dieser  letzten  Methode  be- 

rechnete    arithmetische    Mittel    der   Werte   al   mit    a\^j^    und 

fiihre    noch   mit   Riicksicht  auf  das  folgende  die  abkiirzende 

z  —  1 
Bezeichnung ''A("-i/t)  = /^'(<^Ua)  ^^^i  wodurch  wegen  (123) 

Xi  " 

die  (numerisch  leicbt  auswertbare)  Formel 


124)  y^^^^^-^n)-Y7J^^ 

Xi   +2— j":^/* 


zustande  kommt.     Nach  dem  Vorstehenden  erhält  man 


:i25)  'hH=\/\,  %^n. 


/()•— l'+l 


(126) 


KV-   • 
2^^XiC(i 
hv—v+\ 
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(127)  «„,;,= 


lind 


(128)         a,,,= 


I 


hv 


—1+1 

/k- 


h,-,+i 


2''/'(«.4a)«' 


2' '/''K  a") 


A  .-i+i 


Die    letzten    vier   Formeln  lassen  sich  wegen  (116)  und  (124) 
auch  wie  folgt  darstellen: 


(129) 

/n— 1+1             /i  1-1+1 

(130) 

/                          Av 

1    /             1'Ql-'' 

■     /        2  —  1     (,,_,.+I 

'^                                          Al— 1+1 

(131) 

r                             Ar                              A  !• 
1      /         2 —  1      Al— v+l              Av— 1'+ 

"■"""1/        =     ■           %.l 

'                                                  A 1-1+1 

lind 


(132)        c.,,,. 


KA  1  A  . 

]^'A(«.,J(?/-2'/i(«4;J 
2 —  1    _   A.-r+l  Al-.+l 

Al— 1+1 


Tabelle   5   gibt  die  Wcrte  von  ff,,,,  ((^^,^  und  c,,,^^  an,  die 
man    crliält    bei  Zusamraenfassung  der  40  Elcmente  al  bezw. 
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Ql:    1)    zu    5   Gruppen   zu    8,  2)  zu  2  Gruppen  zu  20  und  3) 
zu  einer  einzigen  Gruppe. 

Tabelle  5. 
Selbstraordziffer  im  Deutschen  Reich  1902—1911. 


v 

h 

i 

100  «i;, 

100«„Ä 

100  «i„/, 

1 

2 

:i 

4 

5 

6 

8 

1 

1—8 

3,70 

3,61 

3,47 

8 

2 

9—16 

3,24 

3,48 

3,68 

8 

3 

17—24 

5,62 

5,14 

4,56 

8 

4 

25—32 

4,77 

5,22 

5,35 

8 

5 

33—40 

imaginär 

6,31 

9,03 

20 

1 

1—20 

3,90 

3,68 

3,52 

20 

2 

21—40 

2,39 

5,58 

5,60 

40 

1 

1—40 

3,23 

3,92 

3,50 

Fiir    h  =  5    (bei    ;'  =  8)    sind    ausserdem    die   Werte 
stimmt    worden,   und  es  ergab  sich  a^yj^=^  8,i8  bei  «^,^ 


'lY/( 


be- 


'Uh 


und 


'IV /i 


=  8,54    bei 


'Ah 


'iii/r 


Sieht    man    von    Spalte  4, 


deren  Zahlenangaben  auf  einer  ganz  rohen  Methode  beruhen, 
ab,  so  wird  man  aus  der  Tabelle  schliessen  können,  dass  die 
relative  wesentliche  Schwavkungskomponente  (/ij),  als  deren  em- 
pirische  Werte  eben  die  Grössen  Ojj^,  Wjjj^^  und  cfj^.,^  erscheinen, 
erstens  durchweg  höher  ist  in  den  Partialmassen  als  in  der  To- 
ialmasse  (nach  Tabelle  2,  Spalte  7  ist  \Q0c(^  =  2,a<o)  und  zwei- 
tens  dass  sie  mit  abnehmendem  Xi  im  allgemeinen  zunimmt. 
Das  erste  dieser  beiden  Ergebnisse  bringt  nur  in  anderer 
Form  die  friiher  festgestellte  Tatsäche  zum  Ausdruck,  dass 
die  Qi- Werte  beim  Ubergang  von  der  Totalmasse  zu  den  Par- 
tialmassen langsamer  abnehmen  als  es  nach  Lexis  sein  miisste, 
während  das  zweite  Ergebnis  eine  nicht  unwesentliche  Er- 
gänzung  hierzu  bietet,  von  der  jedoch  einstweilen  abgesehen 
werden  soll.  Die  Unterschiede  zwischen  der  Totalmasse  und 
den  Partialmassen  in  Bezug  auf  Stabilität  wären  sonach  nicht 
allein  durch  die  Ungleichheit  der  unwesentlichen  Schwankungs- 
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koraponente,  die  bei  der  Totalmasse  sich  niedriger  stellt  als 
bei  den  Partialraassen,  sondern  daneben  durch  eine  Ungleich- 
heit  der  wesentlichen  Schwankungskomponente  bedingt,  und 
zwar  wäre  —  wenigstens  in  dem  betrachteten  Fall  der  Selbst- 
mordziffer  —  auch  diese  Komponente  bei  der  Totalmasse 
kleiner  als  bei  den  Partialmassen  —  und  dies  ungeachtet 
(öder  vielleicht  in  Folge)  des  Umstandes,  dass  die  Totalmasse 
weniger  homogen  ist,  als  es  im  Durchschnitt  die  Partialmassen 
sind.  Da  fragt  man  sich  aber  naturgeraäss,  ob  der  betrach- 
tete  Fall  zu  irgend  welchen  allgemeinen  Schlussfolgerungen 
berechtigt.  Möglicherweise  gestalten  sich  die  Verhältnisse  in 
anderen  Fallen  gerade  umgekehrt.  So  will  ich  mich  denn 
auch  auf  diesen  einen  Fall  nicht  beschränken;  aber  ehe  ich 
zu  anderen  Beispielen  iibergehe,  möchte  ich  iiber  das  Ver- 
hältnis  zwischen  den  Grössen  Wi  bezw.  ,:?,•  bei  i  =  1  bis  n  auf 
der  einen  Seite  und  der  Grösse  w„  bezw.  ,:?„  auf  der  anderen 
Seite  eine  theoretische  Betrachtung  anstellen,  die  fiir  die 
Wahl  der  zu  betrachtenden  weiteren  Beispiele  richtunggebend 
sein  soll. 

Aus  (79)  und  (81)  erhält  man: 


1 

(133)  ro,k—Po=,    y,' ^i iPi, k  —  Pi) 

eder  auch 

(134)  eo,k=    -^'-Sie.-.A:, 

So     j 

semit 

n  II       'I 

(135)  s-elk=^isielk  +  2^«^;\<f,.'>c,, /,c>,Ar, 

1  1    j+i 

woraus  sich  durch  Summierung  nach  k 

n  n        u        z 

(136)  zslwl  =  z  y  i  s'i  Wi  -r  2^»  ^j  Na  5,  Sj  f ,,  k  ej,  k 

1  1      /+!      1 

ergibt.     Setzt  man  alsdann 

1  y,  ei,kei,k 
1 


(137)  V-.  -„.j 

Z    ^"       ICitCj 
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lind 


n        n 


(138)  V-;. =^ 


^i^iSiSjlCilVj 


1      i+l 


SO  folgt  aus  (136) 

n  n       n 

( 1 39)  5o ^0  =  2'  *«  ^'»'  +  2  7  ^i  ^-^  ^i  '"J  ^»  ^V 

1  1     i+l 

oder  auch 


n  (11  \  2  " 

(  1 40)  S2  ^,2  ^  ^i  ,5?  j^,?    4.    yU  2»  5;  ?t- •       _  ^i  Si 


Der  Ausdruck  ;',-,j  entspricht  der  Form  nach  durchaus 
dem  Begriff  des  Korrelaiionskoejjizienten,  und  unter  denselben 
Begriff   fällt    formell   der  Ausdruck  y,  insofern  er  nichts  an- 

Th  (tL  —  1 ) 

deres   als  ein  aus  ~ — -  Grössen  yij  gebildetes  gewogenes 

arithmetisches  Mittel  ist.  Aber  es  handelt  sich  bei  y  um 
einen  Korrelationskoeffizienten  sui  generis.  Die  folgenden 
drei  Punkte  sind  hier  zu  beachten. 

1.  Der  urspriingliche  Begriff  der  Korrelation  bezieht 
sich  jeweils  auf  irgendwelche  zwei  messbare  Eigenschajten 
von  hidividuen  einer  bestimmten  Art.  Im  gegebenen  Fall 
wären  als  Individuen  die  aufeinanderfolgenden  Zeitabschnitte 
zu  betrachten,  und  den  verschiedenen  Eigenschaften  vviirde 
das  Verhalten  der  betreffenden  Häufigkeiten  in  den  verschie- 
denen zum  Vergleich  herangezogenen  Mässen  bezw.  Gebieten 
entsprechen. 

2.  Sonst  wird  der  Korrelationskoeffizient  auf  der  un- 
mittelbaren  Grundlage  bestimmter  empirischer  Worte  berecb- 
net.  Demgegeniiber  haben  die  in  dem  Ausdruck  von  yij 
auftretenden,  somit  auch  in  den  Ausdruck  von  y  eingehenden 
Grössen  ei^k  und  wi  rein  iheoretischen  Charakter. 

3.  Die  Verwendung  der  Produkte  siSjWiiVj  als  Gewichte 
bei  der  Bildung  von  y  stellt  etwas  fiir  y  spezifisches  dar. 
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Aus  diesen  Gränden  diirfte  ;'  einen  besonderen  Namen 
verdienen.'  Er  soll  cs  zum  Ausdruck  bringen,  dass  es  sich 
hierbei  um  eino  Charakterisierung  des  gegenseitigen  Ver- 
lialtens  analoger  statistischen  Reilien  liandelt,  die  zeitlich 
zusammenfallen.  Bezeichnet  man  den  in  Frage  stehenden 
gleichzeitigen  Verlauf  statistischer  Häufigkeiten  (wie  auch  än- 
ders gearteter  statistiscber  Zahlenwerte)  als  »Syndromie»,  so 
känn  y  »SyyidromiekoeffizietU»  genannt  werden. 

Die  obere  Grenze  des  Wertcs  von  y  ist  offenbar  1,  ^veil 
jeder  der  Werte  ;',,;•  gleicb  1  sein  känn,  ohne  dass  es  aus- 
geschlossen  sei,  dass  alle  Werte  y/j  gleichzeitig  gleich  1  sind. 
Damit  ;',.y=l,  muss  nach  einem  Fundamentalsatz  der  Kor- 
relationstheorie-  fiir  jedes  k  die  Bedingung 

(141)  '''  =  ^'>' 

\vo  /.,-,_,•  eine  von  k  unabbängige  Konstante  ist,  erfiillt  sein. 
Diese  Bedingung  ist  insbesondere  in  dem  Fall  erfiillt,  wo  die 
Abweicbungen  e,,/,,  absolut  genommen,  bei  jedem  gegebenen 
k  den  Wabrscbeinlicbkeiten  7),  proportional  sind,  denn  aus 

(142) 
folut 


Vi 

Vj 

Vj 

Indessen  ist  (141)  an  (142)  nicht  gebunden. 

Die  untere  Grenze  des  Wertes  von  ;'  ist  aber,  sofern 
?i>2,  nicht  — 1,  sondern  grösser  als  — 1  bezw.  ihrem  abso- 
luten  Betrag  nach  kleiner  als  1.    Aus  (140)  findet  man  nämlich 


(14.3) 


1 
\»  Si  irA   —  ^»  s;  ivi 


^  Der  Ausdruck  "Korrolatlonskoeffizient'  ist  iibrigons  niclit  allgeinein 
akzoptiort.  J.  P.  Norton  und  L.  ^Iauch  sapen  dafiir:  »Kovnrintionskoef- 
fizient».  Siohe  Lucien  Makch.  Essai  sur  un  inoclo  dexposer  loa  principaux 
elements  do  la  thoorio  atatistique.     Nancy   HUl,  S.  41. 

'  Ahtiur  L.  Bowlev,  Elements  of  stntistics.     London   IDOl,  S.  319. 
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mithin 

(144)  v>__i_^^ 

wo 


(145)  /  = 


2*  ^i  "'»■ 

_J ^ 

y^i  S'i  IVl 


und  folglich  bei  SiiVi  =  Q.owst.  t  =  n, 

1 


(146)  y> 


n  —  1 


Ist  hingegen  die  Bedingung  5jWj  =  const.  nicht  erfiillt,  so  ist 
t  <n,  weil 


]  '  1 

und  sinkt  die  untere  Grenze  des  Wertes  von  y  entsprechend 
herab.  Im  allgemeinen  liegt  sie  aber  auch  hier  der  Null  um 
so  näher,  je  grösser  n  ist. 

Bei  y  =  I  soll  von  Isodromie,  bei  1  >  ;'  >  O  von  Homo- 
dromie,  bei  y  ^0  von  Paradromie  und  bei  ;'  <  O  von  Aiiii- 
dromie  gesprochen  werden.  Ausserdem  möge  auf  die  drei 
letzten  Fälle  die  Bezeichnung  Anisodromie  ange wandt  werden; 
als  Kriterium  der  Anisodromie  erscheint  demnach  die  Un- 
gleichung  y  <  1.  Der  Fall  der  Antidromie  kommt,  der  vor- 
stehenden  Erörterung  iiber  die  untere  Grenze  von  y  zufolge, 
um  so  weniger  in  Frage,  je  grösser  n  ist. 

Bezeichnet  man  alsdann  mit  w^^  und  Wog  die  Werte,  die 
iVq  im  Fall  der  Isodromie,  d.  h.  bei  y  =  1  bezw.  im  Fall  der 
Paradromie,  d.  h.  bei  y  =  O  annimmt,  so  findet  man  aus  (140): 

1    " 
(147)  w'oi  =  —  2*Siit't 

^'   1 
und 


(148)  ^o,,  =  -     1/  2^sjwj 


LVt' 
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Formel  (147)  känn  mit  Riicksicht  auf  (87)  in 


' .  Wii  ?'■( 


Wo  -^        Vi 


oder  aucli  wegen  (89)  in 


umgestaltet  werden.  Man  gelangt  zu  demselben  Resultat, 
wenn  man  von  vornherein,  statt  der  absoluten,  die  relativen 
wesentlichen  Schwankungskomponenten  ins  Auge  fasst  und 
dementsprechend  die  (irösse  ,j'o,  einfiihrt  als  denjenigen  Wert, 
den  ,:?(,  im  Fall  der  Isodromie  annimmt.  Vermöge  den  Sub- 
stitution  SiU'i  =  Wi^Ji  verwandelt  sich  (140)  in 

1  111  > 

und  an  Stelle  der  Formel  (147)  tritt  die  Formel 

"to     j 

Was    nunmehr    die    Grösse  iOq^  betrifft,  so  lässt  sie  sich 
auf  der  Grundlage  von  (148)  in  der  Form 


152)  m. 


darstellen,    wo  s„  das  arithmetische  und  Sg  das  quadratische 
Mittel  der  7i  Werte  ist,  die  si  bei  i  =  1  bis  n  annimmt,  so  dass 


(lo3  s„=     2.'^«  = 

1 

und 


(1-54)  ^''^=1/^-2 

''  1 

Bei  5,  =  const.  fiir  i=l  bis  n  gebt  (152)  in 
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1  v^.   . 


>  Si 

1 


VnVn^ 


(155)  ?foo-=r,-  1/  ~2i''^'' 

v  n  V     ^  j 

und  bei  Si  =  const.  und  wi  =  const.  fiir  i  =  I   bis  n  in 

(156)  ^^00  =  ^ 

Vn 

iiber.  Man  erhält  zugleich  in  analoger  Weise,  wenn  man  mit 
/?oo  den  Wert  von  /^  ira  Fall  der  Paradromie  bezeicbnet,  auf 
der  Grundlage  von  (148) 


(157)  /^,o 


^y%m!^!, 


2'  ^»  ^'i 

(158)  /^oo  =  ,4--!^^   " 

r  71     ^a 


wo 


(159)  wj„  =  iy,-wi,  =  ^" 

1 
und 

(160)  ?Wg    = 


l/n2*"^^ 


1 

ferner  bei  mj  =  const.  fur  {  =  1  bis  n 


161)  /ioo  = 

i  M    r       't 

und  schliesslich  bei  rni  =  const.  und  /if  =  const.  fiir  i  =  \  bis  n 
(162)  /^oo  =  |^- 
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Aus  (150)  ergibt  sicli  die  mit  (143)  identische  Formel 

n 

(163)  y  = ^^ . 

I  1 

Die  Formeln  (143)  und  (103)  können,  den  Formeln  (147)  und 
(148)  bezw.  (151)  und  (157)  zufolge,  auch  als 


"  01  "  00 


(104) 
und 

(165)  /=-," 

dargestellt  werdenJ     Man  hat  zugleich: 

(166)  «^-o  =  «i'oo  +  ;'(w^o?  — ^^'oo) 
und 

Diese  Darlegungen  iiber  die  Abhängigkeit  zwischen  iv^ 
bezw.  ;>(,  auf  der  einen  Seite  und  ic\,  iv^  .  .  .  ?r„  bezw.  ,i', ,  ;j^_ 
.  . .  Jn  t^uf  der  anderen  Seite  zeigen  deutlich,  worauf  das 
Oporieren  mit  der  Vorstellung,  dass  die  wesentliche  Schwan- 
kungskomponente,  absolut  öder  —  bei  veränderlichem  ;),•  — 
relativ  genommen,  gleich  hoch  sei,  ob  man  es  mit  der  Total- 
masse  öder  den  Partialmassen  zu  tun  hat,  hinausläuft.  Diese 
Vorstellung,  wie  sie  sich  bei  Lexis  implicite  findet,  ist  auf 
den  Fall  der  Isodromie  eingestellt.  In  jedem  anderen  Fall 
als  dem  der  Isodromie  bleibt  Wq  bezw.  ,^  hinter  dem  betref- 
fenden  aus  den  Werten  v\,  w^  . . .  Wn  bezw.  ,^, ,  ,t,  . . .  ,in  ge- 
bildeten  aritlimetiscben  Mittel  (wobei  als  Gewichte,  den  For- 

'  Es  liegt  nalie,  an  Stelle  von  y  den  Ansdruck     o  o"  bezw.  ''"        '  '" 

"(11  *''00  .'oi  4'00 

zur  Charnkterisierung  der  Syndromieverliälfnisse  zu  verwenden.  Dieser 
Ausdnick,  den  man  im  l'nterschiod  von  }'  nls  »Syndroniieindex>  bezeichnen 
könnte,  ist  dem  absoluten  ]'etrag  naeli  stots  grössor  als  y. 
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meln  (147)  und  (151)  zufolge,  die  Zahlen  5i,  5,  ...Su  bezw. 
jHj ,  m^  . .  .  771,1  erscheinen)  zuriick.  Was  insbesondere  den  Fall 
der  Paradromie  anbelangt,  so  verringert  sich  hier  die  wesent- 
liche  Schwankungskomponente  beim  tfbergang  von  der  Total- 
masse  zu  den  Partialraassen  unter  gewissen  vereinfachenden 
Voraussetzungen  genau  und  sonst,  sofern  nur  die  Werte,  die 
Si  und  ivi  bezw.  rtii  und  /jj  fiir  i  =  1  bis  n  annehmen,  nicht 
sehr  verschieden  voneinander  sind,  nahezu  im  Verhältnis  von 
1  zu  Vn.  Auf  die  ^j-Werte  angewandt,  besagt  dies,  dass  man 
auf  eine  Realisierung  der  LExis'schen  Erwartungen  in  vollem 
Masse  nur  eben  in  dem  Fall  der  Isodromie  lechnen  könnte, 
im  iibrigen  aber  sich  darauf  gefasst  machen  miisse,  dass  diese 
Erwartungen  entweder  nur  in  beschränktem  Masse  —  dies  im 
Fall  der  Homodromie  —  öder  gar  nioht  —  letzteres  im  Fall 
der  Paradromie  —  in  Erfiillung  gehen. 

Nun  besteht  aber  zwischen  den  verschiedenen  Formen 
der  Syndromie  einerseits  und  der  Art,  wie  sich  die  Total- 
masse  zu  den  Partialmassen  in  Bezug  auf  Homogeneität  ver- 
balt, ein  bestimmter  Zusammenhang.  Es  ist,  um  hieriiber  ins 
Klare  zu  kommen,  davon  auszugehen,  dass  es  keine  Form  der 
Syndromie  gibt,  bei  welcher  die  Stabilität  der  Totalmasse, 
an  der  relativen  wesentliehen  Schwankungskomponente  ge- 
messen,  hinter  der  durchschnittlichen  Stabilität  der  Partial- 
massen zuriickbleiben  wiirde.  Denn  es  geht  aus  (163)  her- 
vor,  dass  /j'^  das  arithmetische  Mittel  der  n  Werte  [ii  nicht 
iibertreffen  känn  (sonst  erhielte  man  y>  1).  Stellt  man  dieses 
Ergebnis  der  Tatsache  gegeniiber,  dass  die  Homogeneität  der 
Totalmasse  niemals  grösser  sein  känn  als  die  durchschnitt- 
liche  Homogeneität  der  Partialmassen,  so  wird  man  sägen 
können,  dass,  sofern  es  sich  um  einen  Vergleich  zwischen  der 
Totalmasse  und  den  Partialmassen  handelt,  die  gleiche  öder 
kleinere  Homogeneität  sich  mit  der  gleichen  öder  höheren 
Stabilität  paart.  Was  weiterhin  insbesondere  den  Fall  be- 
trifft,  wo  die  Totalmasse  den  gleichen  Grad  der  Homogenei- 
tät wie  die  Partialmassen  im  Durchschnitt  aufweist,  so  hat 
man  hier  ^i=const.,  was  soviel  bedeutet,  dass  die  Zerlegung 
der  Totalmasse  in  Partialmassen  nach  einem  indifferenten 
Gesichtspunkt  erfolgt  ist.  Dann  aber  muss  Isodromie  vor- 
liegen,  und  zwar  ist  hier  nicht  nur  die  relative,  sondern  auch 
die  absolute  wesentliche  Schwankungskomponente  die  gleiche 
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ill  der  Totalmasse  wic  in  den  Partialmassen.  Dieser  Fall 
diirfte  kaum  jemals  in  die  ErscheinunjK  treten,  wenn  die  Par- 
tialmassen  nach  einera  geographischen  Gesichtspunkt  gebildet 
sind.  Eher  känn  hierbei,  wie  auch  bei  einem  anderen,  d.  h. 
nicht-geographischen  (iind  zugleich  niclit-indifferenten)  Ein- 
teilungsprinzip  die  Gleichheit  der  relativen  wesentlicben 
Schwankungskomponente  erwartet  werden.  Dies  wiirde  be- 
deuten,  dass  die  Partialmassen  sämtbch  denselben  zeitlichen 
Einfliissen  unterliegen  und  aiif  diese  Einfliisse,  relativ  ge- 
nommen, rait  derselben  Starke  reagieren.  Das  durch  Zu- 
sammcnfassung  solcher  Mässen  zustande  kommende  Ganze, 
die  Totalmasse,  wäre  weniger  liomogen  als  die  Partialmassen 
im  Durcbschnitt,  wiirde  mit  ihnen  jedoch  in  Bezug  auf  Sta- 
bilität  Schritt  halten,  weil  eben  Isodromie  vorliegen  wiirde. 
Geht  man  nunmehr  zii  den  Fallen  der  Anisodromie  iiber,  die, 
streng  genommen,  die  einzigen  praktisch  in  Frage  kommenden 
sind,  so  findet  man,  dass  die  Totalmasse  dem  Durchschnitt 
der  Partialmassen  gegeniiber  stets  einen  niedrigeren  Grad 
der  Homogeneität  und  einen  böheren  Grad  der  Stabilität 
aufweist.  Dabei  gewinnt  die  Totalmasse  an  Stabilität  bei 
Homodromie  um  so  mebr,  je  schwächer  letztere  ausgesprocben 
ist,  bei  Paradromie  noch  mehr  und  bei  Antidromie  am  meisten, 
während  sie  —  die  Totalmasse  —  zu  gleicher  Zeit  mit  dicsem 
allmähliclien  Cbergang  von  einer  starken  Homodromie  zur 
Antidromie  an  Homogeneität  in  Verhältnis  zum  Durchschnitt 
der  Partialmassen  im  allgemeinen  immer  mehr  einbiisst,  weil, 
wenigstens  in  der  Regel,  die  verschiedenen  Partialmassen  in 
Bezug  auf  den  zeitlichen  Verlauf  der  ihnen  zukommenden 
Häufigkeiton  um  so  weniger  miteinander  iibereinstimmen,  je 
beträchtlicher  die  sonstigen  Unterschiede  zwischen  ihnen  sind. 
Insbesondere  haben  im  Fall  der  Paradromie  die  Partialmassen 
sozusagen  nichts  miteinander  geniein;  sonst  wiirde  es  nicht 
möglich  sein,  dass  die  auf  dieselben  sich  beziehenden  Häufig- 
keiten  gänzlich  unabhängig  voneinander  verlaufen.  Durch 
Zusammenfassung  von  Mässen,  die  sich  in  dieser  Weise  zu 
einander  verhalten,  entsteht  offenbar  ein  Ganzes,  dem  seine 
Teilc  in  Bezug  auf  Homogeneitiit  erheblich  iiberlegen  sind. 
Und  dieses  Ganze,  die  Totalmasse,  wcist  hier  ein  {i  auf,  das 
bei  einer  entsprechond  grossen  Zahl  der  Partialmassen,  aus 
denen    sich    die    Totalmasse    zusammensetzt,    tief   unter   den 
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Duichsclmitt  der  [j-Werte  sinkt,  die  den  Partialmassen  zn- 
kommen  (während  die  Q-Werte,  dort  wie  hier,  ungefälir  gleich 
hoch  sind  —  dem  Umstand  zum  Trotz,  dass  der  Totalmasse 
eine  Ereigniszahl  entsprioht,  die  gleich  der  Summe  der  Er- 
eigniszahlen  der  Partialmassen  ist).  Also  wiederum,  wie  im 
Fall  der  Homodromie,  aber  noch  dentlicher  ansgesprochen: 
ein  Hand  in  Hand  Cehen  geringerer  Homogeneität  mit  hö- 
bcrer  Stabilität. 

In  dem  Beispiel  der  Selbstmordziffer  liegt  Homodromie 
vor.  Dies  känn  auch  direkt  aus  den  Grössen  ai  erschlossen 
werden,  die  ja  als  empirisclie  Werte  von  /i'i  aufzufassen  sind. 
Die  Schwierigkeit,  die  damit  verbunden  ist,  dass  einige  dieser 
Werte  imaginär  sind,  wodurch  es  unmöglich  vvird,  sie  in  (163) 
fur  jj;  einzusetzen,  lässt  sich  in  der  Weise  iiberwinden,  dass 
man,  statt  der  Werte  «/,  die  Werte  cfjj,^  und  a^^y^  heranzieht. 
Fiir  nii  ist  natiirlich  Xi  einzusetzen.     Man  findet: 

Tahelle  6. 

Selbstmordziffer  im  Deutschen  Reich  1902—1911. 

Die  Werte  von  y. 


Anzahl 

der 
Gruppen 

Unter  Zugrun 

delegung  von 

'^Uh 

''lUh 

1 

2                             3 

8 
2 

0,380 
0,375 

0,390 
0,408 

Icli  wende  micli  jetzt  einem  Fall  stärkerer  Homodromie 
zu,  nämlich  dem  Fall  der  Slerhezijjer  in  acht  europäiscJien 
Staafen  im  Jahrzehnt  1901 — 10.  Die  Tabellen  7  und  8  sind 
den  Tabellen  1  und  2  nachgebildet.  Unter  yi^c  bei  ?' =  1  bis 
8  ist  das  Verhältnis  der  Zahl  der  in  einem  bestimmten  Ka- 
lenderjahre  in  dem  betreffenden  Staate  Gestorbenen  zu  der 
fiir  dasselbe  Kalenderjahr  festgestellten  mittleren  Bevölkerung 
dieses  Staates  zu  verstehen.  Diese  Werte  ^/,ä:  (Spalten  3 — 12), 
sowie  die  Werte  si  (Spalte  14)  sind  der  »Statistik  des  Deut- 
schen Reichs»,  Band  240,2,  Berlin  1914,  S.  [136]-[151]  ent- 

Shanilinarisk  Aktiiarietidshrifl.     lUIH.  ^- ^^■,      4 
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nonimen;  was  aljci-  dio  Wcrte  //o,/.-  anbelangt,  die  sich  auf 
den  Komplex  der  aeht  in  Frage  kommenden  Staaten  l)ezielien, 
so  sind  sie  von  mir  auf  der  (irundlage  der  absoluten  Zahlen 
der  CJestorbenen  und  der  Lebenden,  die  in  der  genannten 
Publikation  fiir  jedes  Kalenderjahr  nach  Staaten  gegcben 
sind,  berechnet  worden.  Die  Werte  //,  fiir  /  =  0  bis  8  sind 
auch  liier,  wie  in  Tabelle  1,  einfache  arithmctisehe  Durcli- 
schnitte  von  jo  10  Werten  t/,,/..  Zur  Bestimmung  von  u'i  ist 
aber  Formel  (113)  anstått  (114)  beniitzt  worden. 

Das  arithmetische  Mittel  der  8  Werte  ]00«jbei  ?=  1  bis 
8  beträgt  4, '.19,  iibertrifft  somit  nur  unbedeutend  den  Wert 
100(<„,  der  sich  auf  4,6  2  stellt.  Es  ist  zugleich  zu  beachten, 
dass  von  jenen  8  Werten  5  grösser  und  3  kleiner  als  100  (fg 
sind.  Dementsprechend  wiirde  man  hier  der  Formel  (110) 
gemäss  in  ä  Fallen  aus  8  Qi>Qi,L  »^md  in  3  Fallen  aus  8 
Qi<Qi,L  erhalten,  was  cin  fiir  den  Lexisschen  Ståndpunkt 
reellt  giinstiges  Ergebnis  darstellt.  Das  quadratisclie  -Mittel 
der  8  Werte  Qi^l  berechnet  sich  nach  Formel  (9G)  zu  12,s, 
während  das  quadratische  Mittel  der  8  Werte  Q  i  14,i  beträgt, 
mithin  nur  um  1,3  grösser  ausfiillt.  Diese  Abweichnng  känn 
allerdings  nicht  auf  die  Rechnung  des  Zufalls  gesetzt  werden, 
weil  sie  etwa  das  11-fache  des  massgebenden  mittleren  Fehlers 
ausmacht.     Letzterer   lässt   sich    nämlich    mit  Riicksicht  auf 

Formel  (73)  durch  =0,12  ausdriicken.     Es  liegt  also  in 

r8-9 

diesem  Fall  zwar  keine  Isodromie,  wohl  aber  cine  nicht  sehr 
weit  davon  entfernte  Homodromie  vor.  Ein  betriichtlicher 
Riickgang  der  Sterblichkeit  in  dem  Jahrzehnt  1901  — 10  ist 
eben  allén  Staaten,  um  die  es  sich  handelt,  gemeinsam. 

Der  Syndromiekoeffizient  bcstimmt  sich  hier,  wie  iil)er- 
liaupt  in  den  Fallen,  wo  siimtliche  U'erte  v]  bezw.  (('i  posi- 
tiv sind,  einfach  in  der  Weise,  dass  man  in  (143)  die  Grössen 
iri  durch  ?;,•  ersetzt.     Das  fiihrt  zu 


1(58) 


«u  ^l  —  ^'  *»  ^i 
1 
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Tahelle  7. 
Sterbeziffer  in  acht  europäisclien  Staaten  1901  — 10. 


i 

Staat  bezw. 
Komplex  von 

Staaten 

O         O 

CO 

O 

2,2 

to 
O 

o 

00 

O 

o 

o 
O 

i 

1 

2 

3  1    4       5 

6       7       8 

9 

10 

11     12 

13           14 

0 

Die  8  Staaten 

17,2  16,5 

16,2  16,3 

16,2 

15,5 

15,5 

15,8 

14,9  14,6 

15,87 

34.002 

1 

Belgien 

17,1 

17,3 

17,016,9 

16,5 

16,4 

.15,8 

16,5 

15,8,15,2 

16,45 

7,173  i 

2 

Dänemaik 

15,8 

14,6 

14,7 

14,1 

15,0 

13,5 

14,1 

14,6 

13,3112,9 

14,26 

2,594 

3 

Finland 

20,6 

18,4 

17,8 

17,7 

18,3 

17,4 

17,9 

18,4  16,616,5 

17,96 

2,905 

4 

Niederlande 

17,2  16,3 

15,6 

15,9 

15,3 

14,8 

14,6 

15,0  13,7:13,6 

15,20 

5,.=183 

5 

Norwegen 

14,9  13,8 

14,7 

14,3 

14,7 

13,6 

14,3 

14,2  13,6!l3,5 

14,16 

2,292  ' 

0 

Sehottland 

17,917,3 

16,8 

17,1 

16,2 

16,4 

16,6 

16,615,9  15,3 

16,61 

4,007 

7 

Schweden 

16,1  15,4 

15,ljl5,3 

15,6 

14,4!l4,6 

14,9|13,7  14,0 

14,91 

5,310 

8 

Schweiz 

18,0 

17,0 

17,4 

17,5 

17,6 

16,6 

16,4 

,15,8  16,115,1 

16,75 

3,538 

Tahelle  8. 
Sterbeziffer  in  acht  europäisclien  Staaten  1901  — 10. 


i 

Staat  bezw. 

Komplex  von 

Staaten 

10''<t| 

10"  i/ V 

10''r| 

1  00  0,^ 

Ql 

Qi 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

^ 

8 

0 

Die  8  Staaten 

0,5401 

0,0004 

0,5397 

4,62 

1306,5 

36,1 

1 

Belgien 

0,4065 

0,0020 

0,4045 

3,86 

200,3 

14,2 

2 

Dä  ne  mar  k 

0,6744 

0,0049 

0,6695 

5,72 

138,3 

11,8 

3 

Finland 

1,1864 

0,0055 

1,1809 

(',04 

217,1 

14,7 

1  4 

Niedeilande 

1,1240 

0,0024 

1,1216 

6,90 

465,8 

21,0 

5 

Norwegen 

0,2364 

0,0055 

0,2309 

3,38 

43,1 

0,0 

0 

Sehottland 

0,4849 

0.0031 

0,4818 

4,18 

152,0 

12,3 

7 

Schweden 

0,4949 

0,0025 

0,4924 

4,71 

199,6 

14,1 

S 

Schweiz 

0,7525 

0,00-J2 

0,7483 

5,15 

179,6 

13,4 

odtT  aiK-li   wcgen  (106)  zu 

.r ,-!«,-,  —     7  i  XJ  ('i 

(KiD)  y^  ' 

^'•'V<^.|  —  yj  xi  ui 


wcleh  lotzteie  Formel  sicli  iibrigens  auch  aus  (163)  gewinnen 
lässt,  wenn  man  darin  x,  fiir  nu  und  <?,  fiir  /A  substituiert. 
Ist  ^<f,  =  const.  l)ei  i>0,  so  gelit  (16S)  in 

II 
n-v;,—  ^i  Vi 

1^*  *'i)    —  ^'  V'i 
1  1 

und  ist  r,- =  const.  bei  2>0,  so  geht  (169)  in 

n 

(171)  7=  ' 


iiber.  Die  Formeln  (170)  und  (171)  können  als  Xäberungs- 
formeln  auch  dann  benutzt  werden,  wenn  die  betreffenden 
Zahlen  5,  bezw.  ar,  einander  ungleich,  jedoch  nicht  selir  ver- 
schieden  voneinander  sind. 

Formel  (109)  lässt  sich  ferner  bei  hinreieliend  kleinen 
Werten  von  »/,,  unter  Benutzung  von  (107)  und  (108),  nä- 
herungsweise  als 


(172) 


1 


li'^/(^;-    l)4'+^o-i^:'V(?' 


oder    aucb,    unter    Anwendung   der    neu   ein/ufiibrenden  Re- 
zeichnungen 
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(173)  1/  j   y/XiQi^Q,,^ 


und 


(174)  ]/l+^j|^4(^|-l)^}'  =  ^o, 


als 

(175) 


darstellen.  Hierbei  können  ^„g  und  ^,|,  als  diejenigen  Werte 
von  Qa  definiert  werden,  von  denen  der  erste  dem  Fall  der 
Paradromie  (;'=0)  und  der  zweite  dem  Fall  der  Tsodromie 
(7=1)  entspricht.  Nun  stimmt  aber  im  letzteren  Fall  Qi 
(bei  ?">0)  mit  Qi,L  iiberein,  so  dass  man  gevvissermassen 
durch  Umkelirung  der  Beziehung  (95),  die,  wohlgemerkt, 
ebenso  wie  (172),  nur  luiter  der  Bedingung,  dass  die  Werte 
iji  wenig  von  Null  verschieden  sind,  näherungsweise  gilt,  zu 

(176)  y^Qi  =  n  +  Q^—\ 
1 

gelangt,  worin  (?„i,  ähnlicli  wie  Q„i,  als  der  Wert  von  Q^ 
aufgefasst  werden  känn.  welcher  sich  bei  Isodromie  heraus- 
stellen  wiirde.     So  erhält  man  nach  Analogie  von  (175): 

(177)  ;/  =  ?:»-=l^»% 

Voi  ■       n5oo 

\vo  ;'  als  eine  der  Grösse  ;'  nachgebildete  Grösse  zu  betrachten 
ist,  der  eine  ähnliche  statistische  Bedeutung  wie  dieser  zu- 
kommt,  und  wo  Q^,^,  der  Formel  (176)  zufolge,  durch 

(178)  Qo\  =  %Qi-n  +  l 

1 

gegeben  ist.  Auf  der  Grundlage  letzterer  Formel  sowie  der 
Formel  (173)  geht  (177)  in 
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iiber.  Der  (nacli  diescr  Formel  bercchneto)  Wcit  ;'  wird 
dem  absoluteii  Betrag  nacli  griisser  öder  klciner  als  der  iiacli 
Formel  (172)  berechnete  Wert  ;'  ausfallen.  je  nachdera  $(,, 
kleiner  öder  grösser  als  Qo,  ist.  Es  bietet  dalier  ein  Interesse, 
zu  untersuchen,  wie  diese  beiden  Ausdrucke  miteinander  zu- 
sammenhängen. 

Mail  bezeichne:  1)  mit  i'n  das  einfache  arithmetische  iind 
mit  ^q  das  quadratische  ^Mittel  der  n  Werte  xj  bei  «  =  1  bis 
n  und  2)  mit  '/'u  das  einfache  arithmetische,  mit  Vg  das  qua- 
dratische lind  mit  '/'/;  das  gewogene  arithmetische  Mittel  der 
n  Werte  {Q'i  —  1)''  bei  i=l  bis  n,  wobei,  sofern  es  sich  um 
il>g  handelt,  die  in  Frage  kommenden  Gewichte  gleich  .rv  ge- 
setzt  werden  sollen.     Demnach  hat  man: 


1  v .    '  /  •  v 


?/■«—'-  Ml 

1  1 


.r.,  =  n  t 


9' 


2'xf 

1 


somit  wegen   (174)  und  (178) 
und  schliesslich 

Sofern  nicht   iillc  Werte  .r,  bezw.  Q,  bei   /:■(>  (Muander  gleich 

''v 

sind,  siinl  die  beiden   Faktoren  ^Z'  und    ,''  stets  grösser  als  1; 
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ill  Beziis  aiif  den  Faktor      "  ist  aber  zu  erwarten,  dass  er  in 

'/V 
der   Regel    kleiner   als    1   ausfällt.  vveil  nämlicli  die  Werte  Qi 
mit  ziinehmendem  Xi  selbst  zuzunehmen  pflegeii,  woraus  sich 
</V  >  '/'«  ergibt. 

Wenn  die  Werte  x;  bei  i>0  nicht  erheblich  voneinander 
verscbieden  sind,  ist  es  gestattet,  an  Stelle  von  (179) 


(181)  7  = 


{n-l)(y,iQl-n^ 


zii  setzen. 

Nach  Tabelle  8  differieren  die  Werte  v!  unerbeblich  von 
den  Werten  oj .  Es  ist  daber  klar,  dass  in  diesem  und  ähn- 
lichen  Fallen,  somit  in  Fallen,  in  denen  sämtliche  Quotienten 
Qi  beträcbtlich  iiber  1  hinausgehen,  die  Werte  vi  in  (168) 
durcli  di  ersetzt  werden  können,  obne  dass  dadurch  das  nu- 
meriscbe  Ergebnis  merklich  beriihrt  wiirde.  Ein  anf  diese 
Weise,  d.  b.  unter  Vernacblässigung  der  Wirkungen  des  Zu- 
falls  berechneter  Syndromiekoeffizient  soll  mit  y'  bezeicbnet 
werden.     Aus 

w 

(182)  ^'^      ^ 

1  1 

erbält  man  alsdann  vermöge  der  Siibstitiitionen 


Si  oj  =  si  ui  Qi  =  Siiji  {l~yi)Qi  =^  ^—Xi{l  —  yi)Qi, 


sofern  man,  wie  beim  Ubergang  von  (169)  zu  (172),  annimmt, 

dass   d 

fallen, 


1 y. 

dass   die   Faktoren    (1  — y»)    bezw. nicht  ins  Gewicht 
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(183) 


vind,    wcnn    <Iie    Zalilcn   .r,  hei   Tj  >  O  wenig  vonfinantlcr  ver 
schieden  sind,  als  weitere  Annäherung 


1 
2/ (?.)'- i^g; 


184) 


In  dem  Fall  der  Sterbeziffer  in  acht  eiiropäischen  Staaten 
im  Jahrzehnt  1901  —  10  ergeben  die  Formeln  (168),  (170), 
(171)  und  (172)  der  Reihe  nach:  ;-  =  0,849,  ;-  =  0,84  i,  ;'  --  O.sn.i. 
;'  =  0.842.  Nach  Formel  (179)  erhäJt  man  hier:  ;' =  O.tos.  was 
sich  nach  Ma.ssgabe  von  (l80)  daranf  zuriickfiihren  lässt,  dass 
im  gegebenen  Fall  der  Wert  i:,  den  Wert  i^  um  etwa  2  % 
und  der  Wert  '/'g  den  Wert  '/'„  um  etwa  5  %  iibertrifft, 
während  </'a  'lur  um  etwa  4  %  hinter  '''^  zuriickbleibt.  Formel 
(181)  ergibt  ;'  =  0,7;it.  Schliesslich  findet  man  nach  den 
Formeln  (182),  (183)  und  (184)  der  Reihe  nach  ;''  =  0,83S, 
;''  =  0,830  und  /'  =0,807.  Wenn  letzterer  Wert  von  den 
beiden  anderen  relativ  stark  abweicht,  so  erklärt  sich  dies 
durch  den  Umstand,  dass  hier  die  Zahlen  .r,  (bei  /  >  0)  er- 
heblich  voneinander  divergieren. 

Um  in  diesem  Zusammenhang  auf  das  I^eispiel  der  Selbst- 
mordziffer  zuriickzukommen,  so  fiihren  da  die  Formeln  (179) 
und  (181)  in  guter  tfbereinstimmung  mit  Tabelle  6  zu: 
;'  =  0,3t)ö  und  ;'  =  0,:?7'.t.  Demgegeniiber  liefert  Formel  (182), 
wie  auch  Formel  (183),  die  in  diesem  Fall,  wo  ?<,  nach  Formel 
(114)  berechnet  worden  ist,  mit  (182)  genau  iibereinstimmt, 
den  Wert  ;''  =  0,  ig4  und  Formel  (184)  den  Wert  ;'=-0.nf,. 
Die  Ungleichung  ;''  <  ;'  erklärt  sich  wie  folgt.  Xacli  Ana- 
logie  der  Formeln  (137)  bis  (140)  (Mliiiit   man 


(185) 


1    \f/ii.h('j,/:  ^  „. 
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j+i 

Jl       n 

V    \' 


(186)  ^'^^ =  / 


1     i+l 


71      n 


(187)  .s,^  0-5  =  y,i  si  <>!  +  2  ;''  y »  y.i  Si  Sj  a  i  Oj , 

1  i    j+i 

n  il'"'  \  2  '*  I 

(188)  slal^y^isiöi  +  7'H2»*j<^il  —  2'  *^ '^M  ' 

1  '11  ' 

Avoraus  (182)  hervorgeht.     Man  hat  nun: 

wo  fi='yi  —  pi,  ferner,  mit  Riicksiclit  darauf,  dass  (i(c/,,/,)  = 
Ci(/j)=0  und  dass  die  Grössen  di^k  wnd  djj;,  d;jc  und  jj,  ji 
und  djj.,  fi  und  /y  unabhängig  von  einander  sind, 

(189)  ^{a  /,  /.- «;,  A-)  =  e;,  /,  Py,  /, , 
somit  wegen  (137)  und  (185) 

•^^  (ö"*  "O ;'/,  j)  =  ^^'  *^>  ;'»■,  i , 

öder  auch 


(190)  C5|"'"^' 

^IV;  tVj 


il,] 


Zieht  man  alsdann  in  Betracht,  dass  ii' ((//)  = '^1  +  w;|,  so 
sieht  tnan  ein,  dass  ;'/.y  dem  absoluten  Betrag  nach  erwar- 
tungsgemäss  hinter  ;',;j  zuriickbleiben  muss,  und  zwar  um  so 
beträchtlicher,  je  grösser  die  Werte  iii  und  Uj  sind,  d.  h.  je 
mebr  sich  bei  den  Belativzahlen  yi_u,  Ujjt  der  Zufall  geltend 
macht  öder  je  kleiner  die  ihnen  entsprechenden  Grundzahlen 
und  Ereigniszablen  sind.  Also  ist  zu  erwarten,  dass,  wenn 
die  Werte  ui  relativ  gross  sind,  auch  das  arithraetische  Mittel 
;''  dem  absoluten  Betrag  nach  hinter  dem  arithmetischen 
Mittel  y  bezw.  hinter  einem  so  öder  änders  berechneten  em- 
pirischen  Wert  von  ;'  zuriickbleibt.  Die  Werte  Ki  sind  aber 
in  dem  Beispiel  der  Selbstmordziffer  im  Deutschen  Reich 
verhältnismässig  hoch,  AAährend  sie  umgekehrt  in  dem  Beispiel 
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der  Sterbe/iffer  in  acht  curopäischen  Staaten  kaiira  ins  Ce- 
siclit  fallen.  Demnach  erweist  sich  die  Auseinanderiialtunir 
der  wcsentliciien  und  der  unwesentlieben  Schwankungskompo- 
nenton.  sofern  die  letzteren  im  Verhcältnis  zu  den  ersleren 
nicht  vcrschvvindend  klein  sind,  als  dringend  geboten,  wenn 
es  in  einera  bestiramten  Fall  gilt,  den  Grad  der  Homodromie 
öder  Antidromie  einzuscliätzen.  Unterlässt  man  es,  die  un- 
wesentlichen  Schwankungskomponenten  zu  eliminieren,  so 
bleiben  die  zu  eruierenden  Zusammenhänge  mehr  öder  we- 
niger  verscbleiert,  es  sei  denn,  dass  es  sicli  uni  Häufigkeits- 
zahlen  bandelt,  die  ibrer  breiten  Grundlage  wegen  als  nn- 
lieeinflusst  durch  zufällige  Ursachen  betrachtet  werden  können. 
Es  möge  bei  dieser  Gelogenheit  auf  eine  von  ^Iortara 
konstruierte  Masszalil  liingewiesen  werden,  die  mit  ;'  ver- 
wandt  ist,  aber  dem  absoluten  Betrag  nach  stets  in  minus 
von  ;'  abweicht,  wcnn  die  Produkte  5,o-,  (l)ei  ?  >  0)  niclit 
sämtlich  cinander  gleicli  sind.^  Bezeichnet  man  den  in  Frage 
stehenden  MoRTARA'schen  Ausdruck  mit  y\^  und  bebält  man 
im  iibrigen  die  bisherigen  Bezeichnungen  bei,  •^o  schreibt  sich 
der  nach  Mortara  fiir  die  Bestimmung  von  -/y  massgebende 
Ansatz  in  der  Form 


(101)         y'y-      ^' 5,  o;  =  ^i^J'^i'y'>i"'j'/i.j, 

1  ^n(ti  —  1)    1    1+1 


woraus 


(192) 


odör  auch 


^'^jSiSj>ii(ijy'ij 


1    i+i 


/.u 


(193) 


'.v 


1  " 

I 


«^.'^v 


(»—  i)  "^isj  (ii 


'  GiORoio  Mortara,  SuUo  vnriazioni  «li  fivquenza  di  alcuoi  fenomeni 
dfinografici  rari,  Separatabdriick  aus  tion  Atinnli  di  Statistion,  Sorie  V, 
vol.  4,  llomu  1912,  S.  6—7. 
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folgt. '     Letztere  Formel  in  Verbindung  mit  Formel  (182)  er- 
gibt  nunmehr: 


!94)  I''         '         ■' 


n 

n 

1  1 


\i  SI  (JJ  —  2^i  SJ  Oi 


lind  da  das  quadratische  Mittel  der  Produkte  SiOi,  voraus- 
gesetzt,  dass  sie  nicht  sämtlich  einander  gleicli  sind,  das 
arithmetisehe  Mittel  derselbe  Produkte  iibertrifft,  so  geht  aus 
(194)  hervor,  dass  unter  dieser  Voraussetzung  y'j^^  dem  abso- 
luten  Betrag  nach  stets  kleiner  als  ;''  ausfallen  muss.-  Im 
besonderen  erliielte  man  in  dem  Fall,  wo  alle  Werte  y';j 
gleich  1  wären,  y^f<i,  weil  eben  y'j^,  im  Unterschied  von 
/.  wie  aus  (192)  ersichtlicb,  nicht  den  Charakter  einesaritli- 
metisoben  Mittels  der  Werte  y'ij  besitzt,  es  sei  denn,  dass 
.9jo,:  =  const.  fiir  i=l  bis  7i .  Schon  aus  diesem  Grunde  ist 
der  von  Mortara  in  Vorscblag  gebracbten  Masszalil  jj^gegen- 
iiber  Vorsicht  geboten,  ganz  abgeseben  davon,  dass  diese 
jNIasszabl,  darin  mit  y'  iibereinstimmend,  auf  die  st()rende 
Wirkung  des  Zufalls  keine  Riicksicht  nimmt.^     In  dem  Bei- 

^  Ich  selie  liierbei  davon  ab,  dass  der  von  Mortara  (a  a.  O.,  S.  7)  mit 
r  bezeichnete  Ausdruck,  der  meinem  y' j^j-  entspricht,  aiif  den  Fall  einge- 
stellt  ist,  wo  sämtliche  Werte  5^  bei  i  >  O  gleich  1  sind.  Das  ist  fiir  das 
Wesen  der  Sache  belanglos. 

-'  Sofern  man  mit  Mortara  (sielie  die  letzte  Fussnote  s  fiir  t  =  1  bis  n 
Sj  =  const.  setzt,  ist  die  Annahme  s,^a^=  const.  mit  dem  Annahme  C;  = 
const.  identisch  Unter  dieser  Annahme  erhält  man  auf  der  Grundlage 
von  (182)  und  (193),  wenn  man  fiir  i  >  O  a-=  a  setzt: 


r 


l)a^' 


aber  diese  Beziehvmg  findet  sich  schon  bei  Yule  (a.  a.  O.,  S.  34')),  vvährend 
es  Mortara  nach  seinem  eignen  Zeugnis  (a.  a.  O.,  S.  6,  Fussnote  2)  darnuf 
ankarn,  iiber  Yule  hinauszugehen. 

^  Mortara's  Darlegungen  in  der  zitierten  Abhandlung  gehören  iiber- 
hanpt  nicht  in  das  Gebiet  der  mathematischen  Theorie  des  Znfalls,  d.  h. 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes,  und 
däran  wird  nichts  durch  den  Umstand  geändert,  dass  Älortara  sich  ge- 
legentlich  der  Ausdriicke  »Wahrscheinlichkeit»  und  »mathematisclie  Er- 
wartung»,  somit  wahrsclieinlichkeitstheoretischer  Termini,  bedient,  weil 
bei  ihm  diese  Ausdriicke  nichts  anderes  als  »statistisch(=!  Häufigkeit»  bezw. 
^^■arithmetisches  Mittel»  bedeuten-  Schon  dieser  Ausschaltung  des  wahr- 
scheinlichkeitstheoretischen  Ståndpunkts  wegen  känn  ich  Mortara's  Aus- 
fiihrungen  als  eine  Verallgemeinerung  des  Schemas  meines  »Gesetzes  der 
kleinen  Zahlen",  wofiir  sie  G.  Montemartini  in  einem  an  Francesco  Nitti 
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.spiel  der  ISterbexiffcr  in  acbt  europäischen  Staaten  eilililt 
man  y\j  =  0,:o:\  und  in  dem  Beispiel  der  Selbstmordziffor  im 
Deutschen  Reich  /^^=0,  loo. 

Mcin  drittes  und  letztes  Beispiel,  das  sj)e/.iell  zur  Be- 
leiichtung  der  Fiille  von  l'aradromie  und  Antidromie  dienen 
•soll,  beziebt  sicb  auf  den  Verlauf  der  Eheschliessimgszifjer  in 
verschiedenpii  Slädien  im  Jahrze/int  1S09  —  190S.  Die  betref- 
fenden  Werte  der  Ebescbiiessungsziffer  sowie  die  von  mir 
berangezogenen  Einwohnerzablen  und  absoluten  Zablen  der 
Ebescbbessungen  sind  dem  von  Pir.  Falkenhurg  lierausge- 
gebenen  Tabellcnwerk  »Statistique  déniograpbique  des  grandes 
villes  du  monde»,  Amsterdam  1912,  entnommen. 

Betracbtet  man  die  Zabl  der  in  einem  Kalenderjabr  ge- 
scblossenen  Eben  als  Ereigniszabl,  so  känn  die  zugebörige 
Grundzabl  gleicb  der  halben  Einwohnerzabl,  die  fiir  dasselbe 
Kalenderjabr  ermittelt  worden  ist,  gesetzt  werden.^  Dem- 
nacb  ergibt  sicb  die  betreffende  Ebescbiiessungsziffer  (y,,/.) 
dadurcb,  dass  man  die  Zabl  der  Ebescbliessungen  durch  die 
balbe  Einwobnerzabl  öder,  was  dasselbe  ist,  die  Zabl  der 
Ebescbliessenden  durcb  die  ganze  Einwobnerzabl  dividiert. 
Tn  den  Tabellen  9  und  11  sind  denn  aucb  in  Spalte  14  die 
l)etreffendcn  Einwobnerzablen  in  Tausenden  unter  2  10~^éf,- 
aufgefiibrt.  Eine  weitere  Eigentiimlicbkeit  der  Tabelle  9 
(nicbt  aber  der  Tabelle  11)  bestebt  darin,  dass  die  Werte 
>/o,k  bier  einfacbe  aritbmetiscbe  Mittel  von  je  G  Werten  y,,/. 
darstellen.  Dies  bedeutet  in  diesem  Fall  keine  erbeblicbe 
Ungenauigkeit,  weil  die  betreffenden  G  Werte  von  Si  wenig 
von  einander  abweieben.  Im  iibrigen  ents])recben  die  Tabellen 
9    und    11    genau    der  Tabelle  7  und  die  Tabellen  10  und   12 

(dainnls  Alinistcr  fiir  Lmi^iwirtscliaft,  Indiistrio  und  Hnmiel)  geric-htetcn 
Geleitwort  zii  Mobtara\s  ArtiUt^l  niisuil)t,  uiiiiiöglieli  polti-n  lassen.  ^Viir^lo 
es  .sitli  bei  Moktaii.v,  dor  haupts.lclilicli  dio  JJediiigiingen  uiitersuclit,  M>ti 
denoi»  cs  abliilngt,  ol)  der  Divergcn/.koeffizient  Q  kleiner  nls  1,  gleicli  1  öder 
grösser  als  1  uusfällt,  wirklich  iiin  oin  neiies  ydieina  wahrsclieinliclikeit.s- 
theorotischen  Clmrakters  handeln,  so  hiitto  er  von  der  (riclitig  verstaiidenen) 
inatlioinatisclicn  Erwartiing  von  Q  bezw.  von  (^' ansgeliin  iniissen.  Er  fasst 
abi-r  direkt  (/'  ins  Ange  und  glaubt  insbcsondore  etwaa  prinzipicU  neues 
mit  der  Fest.stellung  /u  sägen,  dass  Q''  unter  bostiinmten  Umständen  iunter 
1  '/,uruckbleil)t,  wiilirond  docli  nienintid  tlaran  go/Wfifelt  liat,  da.ss  nichf  nur 
bli  ^{Q')=  1,  sondfrn  auch  Imm  ii'.//')>  '  *^''*'  nntere  (Jrcnze  fiir  Q',  rem 
aritlimetiHcli  l)etra('htel,  immer  Null  ist.  fbrigeiis  hat  ]\IoRTAnA  in  keineni 
cinzigon  seinor  zahlrcithrn  lieispielo  eine  negati\e  Diffennz  Q — 1  gefunden, 
die  man  nirht  lierechtigt  wiin-  auf  dio  Kerhnung  des  Zufnlis  zu  solzen. 
'    \gl.   Lkxls,  a.  a.  ().,  S.  20'.). 
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genau  der  Tabelle  8.  Sind  in  den  Tabellen  11  und  12  die 
Bereclinungen  einmal  mit  Einschluss  und  ein  anderes  Mal 
unter  Ausscbluss  New  Yorks  ausgefiihrt  worden,  so  ist  dies 
mit  Riicksicht  auf  den  aussergewöhnlichen  Gäng  der  Werte 
der  Ehescbliessungsziffer  in  New  York  geschehen,  wo  die 
gegen  Ende  des  betracbteten  Jahrzehnts  ausgebrochene  Krise 
einen  jälien  Sturz  der  Ehescbliessungsziffer  mit  sich  gebracbt 
hat.  In  Tabelle  13  bezieht  sich  Spalte  3  auf  den  Städtekom- 
plex  Barcelona,  Birmingham,  Boston,  Leipzig,  Melbourne  und 
Rom,  Spalte  4  auf  den  Städtekomplex  Berlin,  London,  Paris, 
Wien  und  New  York  und  Spalte  5  auf  den  Städtekomplex 
Berlin,  London,  Paris  und  Wien. 

Betrachtet  man  zunächst  die  Werte  von  Qi,  die  sich  fiir 
die  sechs  St.ädte  im  einzelnen  ergeben  haben  (Tabelle  10, 
Spalte  8,  i  —  1  bis  6),  so  findet  man,  dass  sie  —  im  schärfsten 
Gegensatz  zu  den  auf  dem  LEXis'schen  Ståndpunkt  beruhenden 
Erwartungen  —  durchschnittlich  sogar  etvvas  höher  sind  als 
der  Wert  Q^^,  der  sich  auf  dieselben  sechs  Städte  zusammen- 
genommen  bezieht:  das  arithmetische  Mittel  jener  sechs  Q,- 
Werte  ist  3,42,  ihr  quadratisches  Mittel  beträgt  3,49,  während 
sich  Qf,  auf  3,i7  stellt.  Es  steht  damit  im  Einklang,  dass 
drei  jener  ^i-Werte  Q^^  iibertreffen  und  die  anderen  drei  hinter 
Q^  zuriickbleiben.  Entsprechend  diesem  Verhalten  der  Quo- 
tienten  Q-,  weisen  die  Grössen  ui  die  Eigentiimlichkeit  auf, 
dass  «i  bis  a,,  sowohl  im  Durchschnitt  (0,04  44)  wie  im  ein- 
zelnen den  Wert  Uq  (0,oi67)  erheblich  iiberragen,  während 
doch,  der  LEXis'schen  Auffassung  zufolge,  zu  erwarten  ge- 
wesen  wäre,  dass  sich  fq,  «2  .  ,  .  c^^  ^uf  demselben  Niveau  wie 
(^0  halten.  Man  hat  es  eben  hier  mit  einem  Beispiel  schwach 
ausgesprochener,  d.  h.  an  Paradromie  grenzender  Antidromie 
zu  tun,  wie  dies  aus  Tabelle  13,  Spalte  3  direkt  zu  eresehen 
ist.  Nacli  der  genauesten  Formel  erhält  man  ;' =  — 0,054. 
W^as  sodann  den  Fall  der  5  Städte  anlangt,  so  sinken  hier 
die  Werte  Q,  bis  ^j,  deren  arithmetisches  bezw.  quadratisches 
Mittel  sich  auf  10,3  o  bezw.  11,87  stellt,  unter  den  Wert  Q^, 
der  13,5  3  beträgt  (Tabelle  12,  Spalte  8),  herab,  jedoch  länge 
nicht  in  dem  Masse,  wie  es  nach  Lexis  zu  erwarten  wäre, 
und  iibertreffen  die  Grössen  a^  bis  «-  im  einzelnen  wie  im 
Durchschnitt  (0,0.551)  den  Wert  «„  (0,033.3),  wenn  auch  ver- 
hältnismässig  schwächer  als  im  Fall  der  6  Städte.     Der  Syn- 
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Tabelle  9. 
EhrscliliessunRsziffer  in  scchs  Städten   1899—1908. 


1 

1 

Stuilt   bezw. 

Ivoniplex  von 

Städten 

O 

o     I   o 

o      2    i  ^ 

o       o 

00 

o 

o        — 

r. 

:! 

4        :.        •;        T        s        0       Kl 

11 

1  -2      1 :; 

1  1 

1) 

Die  6  Städte 

18,70 

I8,4i;  18,20 

18.00  18,02  18,03 

18.00  18,5.-. 

19.02 

18,22  \S,3b 

:ni7,9 

1 

Barcelona 

19.1 

18,9    18,0 

19,.-.    lS,n    18.0 

17.4     18.1 

17.6 

17.9     18.40 

:.37,2 

•  > 

Birmingiian) 

•20,8 

18,9    18,8 

19,1     18,4    17,2    I7,ö    18,1 

18,7 

16,9     18,44 

535,5 

3 

Boston 

•2-2,3 

21,0    -22,2 

23,6    22,8    22,9 

•22,8    24,5 

•25,5 

•22,7    23,09 

584,8 

4 

Leipzig 

19.6 

19,0    18,5 

17,6     17,7    18.1 

18.1     17.8 

17,7 

17,6    18,23 

495,4 

3 

Melbourne 

17,4 

18,3    18,1 

18,7     1G,7     17,0 

18,6    18,5 

•20,1 

19.6    18,36 

503,5 

G 

Rom 

13,0 

13,2    13.0 

13,1     13.0    14,4 

13,6    14,3 

14,5 

14.6    13.73 

4(;i,5 

Tabelle  10. 
Eheschliessungsziffer  in  sechs  Städten   1899—  1908. 


iStmlt  ijezw. 

Komplex  von 

Städten 


10*=^/  10%/?  10''rV  100»^  Qj  Qi 

i 
3  4  5  (1  7       i       8 


0 

Die  0  8tä<lte 

n.  1(11.-, 

0.0104 

n.oim 

l.<.7 

10.0.^ 

:f.i7 

1 

Barcelona 

0,4380 

0,000.-, 

0.377.-. 

3.3  4 

7.24 

2.6!) 

i  2 

liirminghnm 

1.1324 

0,0608 

1,07  1  C. 

5.63 

18.62 

4.32 

3 

Boston 

1,2049 

0.0694 

1,1355 

4,61 

17.36 

4.17 

4 

Leipzig 

0.5401 

0,0050 

0,4751 

3.79 

8.31 

2.88 

5 

Melhonrno 

0,9094 

0,0644 

0,8450 

5.00 

14.12 

3.76 

0 

Rom 

0,300  I 

(l,052S 

0.3373 

4.J4 

7..!'.» 

.>  -.> 

(53 


Tahelle  11. 
Eheschliessungsziffer  in  fihif  bezw.  vier  Städten  1899 — ]908. 


i 

Stadt  bezw.         ."^^        Z^- 
Komplex  von  ^^       „'=^ 
Städten        j   2        2 

eo 
O 

O 

o     1    o        o 

'Jj                 05 

o 

o 

Si 

o 

»v 

o 

CSI 

il              2                  3    1     4         5    1     6    '     7         8    '      9       10  '    1 1 

12 

13         14      1 

0    DieStädtel— 5  19,23  19,30  19,03 '1 9,02 

19,15  19,10 

19,30 

20,3520,65 

18,2649,35 

14952,2 

0    DieStädtel— 4  19,57  19,49  19,10  18,78 

18,79 

18,79 

18,70 

19,29  19,47 

I8,75l  19,07 

11093,1 

1 

Berlin          '21,9   122,3    21,0    20,2 

21,0 

2l,r, 

22,2 

22,5 

22,2 

20,7    21,5(. 

1902,8  , 

2           London         18,0    18,0    17,6    17,8 

17,5 

17,0 

16,9 

17,1 

17,0 

15,9    17,34 

4035,2  , 

3              Paris            19,1     19,8    20,1     19,3 

19,0 

19,4 

19,9    20,4 

22,3 

22,5  I20,1S 

2060,1 

4             Wien           20,3    20,0    19,3     19,0 

19,2 

19,0 

17,7 

19,0 

18,7 

17,8  :l9,oo 

1809,0 

5 

New  York      18,1     18,7 

18,8 

19,8 

20,2 

20,2 

21,2 

23,3 

23,8 

17,0 

20,11 

3859,1 

Tahelle  12. 
Eheschliessungsziffer  in   fiinf  bezw.  vier  Städten   1899 — 1908. 


1 

Stadt  bezw. 

Komplex  \  on 

Städten 

lO^rr. 

10"«| 

10"  w| 
T) 

100  a,- 

0 

Qi 

Qi 

'•^ 

3 

4 

7 

s 

0 

DieStädtel— 5 

0,4182 

0,0023 

0,4159 

3,33 

183,07 

13,53 

0 

DieStädtel— 4 

0,1110 

0,0030 

0,1086 

1,73 

30.7  0 

0,06 

1 

Berlin 

0,5584 

0,0103 

0,5391 

3,40 

28,87 

5,37 

2 

London 

0,4884 

0,0066 

0,4818 

4,01 

73,80 

8,59 

3 

Pavis 

1,4096 

0,0132 

1,3964 

5,85 

106,38 

10,31 

4 

Wien 

0,6040 

0,0185 

0,5855 

4,03 

32,57 

5,71 

5 

New  York 

4,2509 

0,0092 

4,2417 

10,24 

402,51 

21,51 
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Tuhelle  13. 

Eheschliessungsziffer  in  6,  5  und  4  Städten  1899—1908.    Die 
Werte  von  ;■,  ;    und  ;'  nach  verschiedenen  Formeln. 


1 

Nr. 

0  Stiidte 

ö  .Stiidto 

1 

4  St ad te 

ir,8 

-0,0J4 

0,020 

-0,182 

^. 

170 

-  0,0-13 

0.141 

-0,1.51 

171 

-0,001 

0,122 

-0,103 

17J 

-0.().^>2 

0,024 

-0.1 83 

;-  ^ 

170 

-  0.0.50 

0,019 

-0,173 

'  1 

181 

-0,038 

0,070 

-0,133 

18-2 

-  0,049 

0,020 

-0,179 

/ 

183 

-0,047 

0,024 

-0,179 

184 

-0,036 

0,108 

-0,144 

dromiekoeffizient,  am  genauesten  berechnet,  beträgt  0, 02 o 
(Tabelle  13.  Spalte  4).  Demnach  liegt  bior  sclnvacbe,  von 
Paradroniie  sich  kaum  iinterscbeidende  Homodromie  vor. 
Schliesslicb  bietet  der  Fall  der  vier  Städte,  wo  sicli  das 
arithnietische  bezw.  quadratisebc  Mittel  der  Werte  ^,  bis  Q^ 
zu  7,60  bezw.  7,7S  berechnet,  somit  iiber  den  Wert  Qn,  der 
6, ne,  beträgt  (Tabelle  12,  Spalte  8),  nicht  unerheblieh  hinaus- 
gelit  und  wo  der  arithmetische  Durchschnitt  der  Crössen  (r, 
bis  a^  (0,0432)  die  (Jrösse  ((^  (0,oi73)  weit  hinter  sioli  lässt, 
das  Bild  relativ  stärker  Antidromie.  Beläuft  sich  doch  in 
diesem  Fall  der  Syndromiekoeffizient,  nach  der  genauesten 
Mcthode  berechnet,  auf  — 0,i82,  wobei  dessen  untere  Crenze, 
den  Formeln  (144)  und  (145)  zufolge,  — 0,4O4  beträgt.  Es 
komnit  hierbei  darauf  an,  dass  laut  Tabelle  11  die  Ehe- 
schliessungs/iffer  in  London  und  Wien  eine  sinkcnde  und 
demgogeniiber  in  Paris  eine  steigende  Tendenz  in  dem  be- 
treffenden  zehnjährigon  Zeitraum  aufweist. 

Das  Heispiel  der  Eheschliessungsziffer  ist,  wie  mir  seheint, 
oin  schlagender  Beweis  fiir  die   'lliese,  dass  IIomo<jc)i€itäl  und 
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Stabilität  in  einem  antagonistischen  VerJiältniszueinander  steJien. 
Freilich  bezieht  sich  dieses  Beispiel,  wie  die  beiden  anderen, 
wie  auch  die  theoretische  Begriindung  der  in  Frage  stehenden 
These,  auf  Vergleiche  zwischen  einer  Totalmasse  und  den  sie 
bildenden  Partialmassen.  Aber  die  These  selbst  behält  bis 
zu  einem  gewissen  Grade  ihre  Giltigkeit  auch  bei  Gegeniiber- 
stellung  von  statistischen  Mässen,  die  nicht  mehr  in  der  Be- 
ziehung  eines  Ganzen  zu  seinen  Teilen  stehen.  Wie  ich  das 
meine,  möchte  ich  an  einem  Beispiel  klarmachen.  Es  gibt  in 
Preussen  37  Regierungsbezirke  und  597  Kreise,  so  dass  im 
Durchschnitt  etwas  iiber  16  Kreise  auf  einen  Bezirk  kom- 
men. Gesetzt  nun,  wir  hatten  den  Verlauf  irgend  welcher 
Häufigkeitszahl  fiir  sämtliche  Bezirke  und  sämtliche  Kreise 
verfolgt  und  festgestellt,  dass  in  jedem  Bezirk  «o  kleiner  aus- 
fällt  als  der  Durchschnitt  der  Werte  «i,  03  ...,  die  sich  auf 
die  zum  Bezirk  gehörenden  Kreise  beziehen.^  Nur  im  Fall 
der  Isodromie,  mit  dem  praktisch  zu  rechnen  man  keine 
Veranlassung  hat..  wiJrde  das  nicht  zutreffen.  Demnach  wiir- 
den  auch  die  597  «- Werte,  welche  den  Kreisen  entsprechen, 
im  ganzen  genommen,  einen  höheren  Durchschnitt  ergeben 
als  die  37  a- Werte,  die  fiir  die  Bezirke  gelten,  und  wenn  man 
aus  jener  Gruppe  von  597  «-Werten  und  aus  dieser  Gruppe 
von  37  «-Werten  je  einen  blindlings  herausgriffe,  so  hatte 
man  allén  Grund  zu  erwarten,  dass  der  erste  dieser  beiden 
Werte  höher  ausfällt  als  der  zweite.  Mit  demselben  Recht 
ist  dann  aber  auch  zu  erwarten,  dass  im  allgemeinen  die 
grösseren  Bezirke  bezw.  Kreise  kleinere  Werte  von  a  liefern 
werden  als  die  kleineren  Bezirke  bezw.  Kreise.  Hierzu  ver- 
weise  ich  auf  das  Beispiel  der  Selbstmordziffer,  wo  es  sich 
gezeigt  hat,  dass  «jj^^  und  «jj^,^  mit  abnehmenden  Ereignis- 
zahlen  fast  ausnahmslos  zunehmen  (Tabelle  5). 

In  dem  Beispiel  der  Eheschliessungsziffer  verhält  es  sich 
damit  insofern  änders,  als,  selbst  wenn  man  von  New  York 
absieht,  die  grössten  Städte  der  Welt  im  allgemeinen  keine 
merklich  kleineren  Werte  von  ai  aufweisen  als  die  Städte 
mit  je  einer  halben  MiUion  Einwohner.  Jene  grössten  Städte 
stehen  eben  in  Bezug  auf  Homogeneität,  was  die  Eheschlies- 
sungen  anlangt,  den  kleineren  nicht  nach:  die  Unterschiede, 

^  lin  Interesso  der  Einfachlieit  der  Darstellung  sehe  icli  davon  ab, 
dass  sich  fiir  o.^  imaginäre  Werte  ergeben  können. 
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die  (la  /wischon  den  einzelnen  Berufsgruppen  oderauch  Stadt- 
viertehi  bestelien,  diirfteii  sicli  in  don  beiden  Kategorien  von 
(irossstädten  mit  ungefähr  derselben  Starke  geltend  maclien. 
Wenn  es  also  heisst  »Die  grössere  Masse  ist  in  der  Regel 
stabilcr  als  die  kleinere»,  so  gilt  dies  eben  nur  in  der  Vor- 
aussetzung,  dass  die  grössere  Masse  die  weniger  liomogene  ist. 
Die  These  von  dem  antagonistischen  Verbältnis  zwischcn 
Homogeneitiit  nnd  Stabilität  findet  ihre  Anwendung  aiicb  auf 
den  Fall,  wo  gleich  grosse  JMassen  von  verscbiedenem  Grad 
der  Homogeneität  mit  einander  verglicben  werden.  Dass  sich 
bier  geringere  Homogeneität  mit  grösserer  .Stabilität  paart. 
erhollt  namentlich  aus  einem  Vergleicb  zwiscben  »natiirlicben» 
und  »kiinstlichen»  Mässen.  So  weist  z.  B.  im  Fall  der  Ehe- 
scbliessungsziffer  von  den  11  dabei  beriicksichtigten  Städten 
keine  einzige  ein  a  auf,  das  kleiner  als  3  °o  wäre.  Deragegen- 
iiber  erbält  man  fiir  die  O  Städte  der  Tabellen  9  und  10,  wenn 
man  diese  Städte  ziisanimenfasst,  wodurcb  eine  CJesamtbc- 
völkerung  von  iiber  3  Millionen  Menschen  zustandekommt, 
«=1,7  %.  Es  lässt  sich  demzufolge  sägen,  dass  eine  städti- 
sohe  Bevölkerung  von  3  Millionen  oMenscben  einen  höheren 
Wert  von  u,  daher  auch  von  Q,  liefert,  wenn  sie  die  Ein- 
wohnerscbaft  einer  einzigen  Stadt  biidet,  als  wenn  sie  sich 
auf  mehrere  Städte  verteilt.  Das  Beispiel  der  Sterbeziffer 
1901  — 10  bietet  hierzu  freilich  kein  Analogon.  Die  kiinstliche 
Masse,  somit  in  diesem  Fall  der  Komplex  der  8  Staaten  der 
Tabellen  7  und  8,  mit  einer  Gesamtbevölkerung  von  34  Mil- 
lionen Menschen,  ergibt  9  =  30,1,  und  bercchnet  man  Q  fiir 
natiuliche  Mässen  von  ungefähr  derselben  CJrössc  —  das  sind 
Oesterreich  mit  27,  Italien  mit  33,  Frankreich  mit  39  und 
England  mit  34  Millionen  Einwohner  — ,  so  findet  man  als 
diircbschnittlichen  Wort  von  Q  etwa  37.  Es  lässt  sich  also 
hier  kein  wesentlicher  Unterschied  zu  Gunsten  der  kiinst- 
lichen ]Masse  konstatieren.  Aber  doch  nur  aus  dem  Grunde, 
wcil  im  gegebenen  Fall  l)ei  jenen  8  Staaten  eine  stark  aus- 
gesprochene  Homodromie  vorliegt,  die  es  bewirkt,  dass  der 
kiinstliche  Charakter  der  Masse  nicht  durchschlägt.  Nähme 
man  aber  zu  den  8  Staaten  noch  Irland,  liulgarien,  Rumii- 
nien  und  Serbien  liinzu,  so  wiirde  (,>  ;iuf  etwa  27  herabsinken, 
obsclion  die  summiertc  iMnwohtier/abl  sich  auf  ctwa  51  Mil- 
lionen crlHWit    hiittc.      Dies  findet  seine   Erkliirnng  in  der  Tat- 
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sache,  dass  in  den  genannten  4  Staaten  die  Sterbeziffer  im 
Jahrzehnt  1901  — 10  keine  abnehmende  Tendenz  zeigt  und 
dass  demgemäss  die  Homodromie  durch  das  Hinzutreten 
dieser  Staaten  eine  Abschwächung  erfährt.^ 

Wie  verbalt  sicli  nun  die  These,  dass  zwischen  Homo- 
geneität  und  Stabilität  ein  Antagonismus  bestehe,  zu  den 
berrschenden  Ansichten  dariiber?  Was  zunächst  die  Gruppe 
der  ausschliesslicb  mathematisoh  orientierten  Statistiker  an- 
langt,  auf  die  ich  in  der  Einleitung  zu  meinem  Vortrag  Be- 
zug  genommen  habe,  so  steht  die  bei  Yule  u.  a.  sich  fin- 
dende  Aussage,  dass  die  Ungleichartigkeit  der  Masse  das 
Scbwankungsmass  herabdriicke,  mit  meiner  Tbese  in  keinem 
Zusammenliang.  Jene  Aussage  beruht  ja  auf  der  Annahme, 
dass  die  Grundwahrscheinliehkeit  sich  von  einem  Zeitabschnitt 
zum  anderen  nicht  ändert,  während  ich  sie  als  veränderlich 
betrachte.  Trotzdem  wiirde  sich  allerdings  ein  Beriihrungs- 
punkt  zwischen  dem  von  Yule  und  dem  von  mir  eingenom- 
menen    Ståndpunkt    ergeben,    wenn    man    Anlass    hatte,    die 

'  Wenn  ich  mich  in  diesem  Fall  an  Q,  statt  an  a,  halte,  so  entnehme 
ich  die  Berechtigung  dazu  daraus,  dass  sich  Q  dort  als  geeignetes  Stabiii- 
tätsmass  erweist,  vvo  die  Grund-  bezw.  Ereigniszahlen  bei  den  miteinander 
zu  vergleichenden  Mässen  vvenig  von  einander  differieren.  Sonst  wird  die 
Grösse  der  Schwankungen,  welche  die  Grundwahrscheinliehkeit  erfährt, 
nicht  durch  Q,  sondern  durch  a  ausgedriickt;  öder  auch  durch  v,  sofern 
man  davon  Abstand  nimmt,  die  betreffenden  Schwankungen  zu  der  Grund- 
wahrscheinliehkeit in  Beziehung  zu  setzen.  So  sieht  denn  auch  Lexis  selbst 
(a.  a.  O.,  S.  191)  »das  rationelle  Mäss  der  Dispersion»  in  der  wesentlichen 
(physischen)  Schwankungskomponente,  als  deren  empirischer  Wert  eben  v 
erscheint.  Nur  ist  es  nicht  statthaft,  bei  Bestimmung  von  v  fiir  eine  An- 
zahl  analoger  Reihen,  wie  es  Lexis  tut  (a.  a.  O.,  S.  202 — 203),  diejenigen 
Fälle,  in  denen  sich  fiir  v  iniaginäre  Werte  ergeben,  einfach  zu  ignorieren. 
Solch'  eine  unparitätische  Verfahrungsweise  fiihrt  offenbar  zu  einer  "Ober- 
schätzung  des  Durchschnittsniasses  der  betreffenden  Schwankungen.  Eben- 
sowenig  hat  Lexis  mit  seiner  Unterscheidung  der  beiden  Fälle,  wo  die 
wesentliche  (physische)  Schwankungskomponente  kleiner  und  wo  sie  gleich 
öder  grösser  wie  die  unwesentliche  (normal-zufällige)  Schwankungskompo- 
nente ist,  das  Richtige  getroffen.  Laut  Fcirmel  (99)  hat  man  in  dem  ersten 
dieser  beiden  Fälle  (unter  Weglassung  des  Index  i)  Q^  <  2.  somit  Q  <  1,41, 
in  dem  zweiten  Q' ^2,  somit  Q, >  1,41,  und  Lexis  ist  der  Meinung  (a.  a.  O,, 
S.  202),  dass  wenn  Q  unterhalb  der  Grenze  1,41  liegt  »die  Stabilität  der 
betreffenden  Reihe  dem  Maximum  nahe  kommt,  ja  dasselbe  vielleicht  so 
nahe  erreicht,  als  dies  in  der  Wirklichkeit  iiberhaupt  zu  erwarten  ist». 
Demgegenliber  verweise  ich  auf  meine  Formeln  (71),  (72)  und  (73),  aus  denen 
hervorgeht,  dass  der  Spielraurn,  innerhalb  dessen  der  zufällige  Fehler  von 
Q  liegen  känn,  von  z  abhängt.  Diesem  Umstand  trägt  aber  das  Lexissche 
Kriterium  a  <  1,41  keine  Rechnung.  Etvvas  unkritisch  haben  sich  Czuber 
(Wahrscheinlichkeitarechnung  II,  2.  Aufl.,  S.  46)  und  Forcher  (a.  a.  O., 
S.  245)  Lexis  insofern  angeschlossen,  als  auch  sie  Gewicht  darauf  legen, 
ob  Q  hinter  dem  Wert  1,41  zuriickbleibt  öder  diesen  Wert  erreicht  bezw. 
uberschreitet. 
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Quotienten  .<?,,/.  :%a  als  konstant,  d.  1».  als  unabhängig  von 
k  zu  betrachten.  In  Wirkliehkeit  sind  aber  diese  Quotienten, 
somit  die  Gewichte,  welche  den  Partialniassen  zukommen,  in 
allén  meinon  Beispielen  nicht  nur  nicht  konstant,  sondern 
sie  weisen  auch  ihrerseits  eine  iibernormale  Disporsion  aiif, 
wodurch  die  Werte  ffp  und  Q^  in  die  Höhe  getrieben  werden. 
Dementsprechend  wiirden  die  von  mir  festgestellten  Werte 
von  «o  ""fl  ^0  bei  5,jt :  5o,a-  =  const.  noch  niedriger  ausgefallen 
sein.     So    erhält    man    iinter  Ziigrundelegung  konstanter  Ge- 

wichte     '   an  Stelle  der  variablen  Gewichte  "''     z.  B    in  dom 

So  So.  k 

Fall  der  Eheschliessnngsziffer  in  5  Weltstädten  «„  =  0,0322 
statt  0,(i:?3.T  und  ^  =  13,07  statt  13,53.  Das  fiir  meine  Bei- 
spiele  charakteristische  wirkliche  Verhalten  der  betreffenden 
Gewichte  ist  also  denijenigen  Verhalten  der  (Gewichte,  auf 
welches  Yule  seine  Behauptung,  dass  die  Ungleichartigkeit 
der  Masse  die  Stabilität  erhöhe,  zu  stiitzen  vcrsuoht.  gerade 
entgegengesetzt.  Es  ist  daher  klar,  dass  diese  Behauptung 
mit  den  von  mir  zutage  geförderten  statistischen  Tatsachen 
und  der  Deutung,  die  ich  ihnen  gebe,  absolut  nichts  zu  tun 
hat.  Im  iibrigen  bekundet  jene  wissenschaftliche  Richtung, 
der  Yule  angehört,  fiir  Probleme  prinzipiellen  Charakters, 
wie  das  hior  zur  Diskussion  stehende,  wenig  Iiiteresse. 

Ganz  änders  ist  es  in  dieser  Beziehung  um  Harald 
Westergaard  bestelit,  der  in  diesem  Zusammenhang  schon 
aus  dem  Grunde  genannt  zu  werden  verdient,  weil  er  den 
—  leider  sehr  seltenen  —  Vorzug  geniesst,  in  den  beiden  — 
man  möchte  fast  sägen  —  feindlichen  Lagern  der  »mathema- 
tischen  Statistiks  und  der  »Statistik  ohiie  Zusatz»  eine  ge- 
sicherte  und  geachtete  Position  einzunehmen.  Wkstergaard 
ist  sich  der  Tragweite  der  uns  beschäftigenden  Frage  voll 
bewusst.  Um  aber  zu  zeigen,  in  welchem  Sinne  er  sie  bcant- 
wortet,  tut  man  am  besten,  ihn  selbst  sprechen  zu  lassen. 

»Wie  bekannt»,  sagt  er',  »tritt  in  den  meisten  sozialen 
Erscheinungen  eine  gewisse  Regelmässigkeit  zutage.  Viele 
Zahlen  kehren  von  Jahr  zu  Jahr  mit  grösserer  öder  gerin- 
gerer  (Jenauigkeit  wieder.  Es  hat  sich  gezeigt,  dass  diese 
Regelmässigkeit    gewöhnlich    ani    meisten    hervortritt,    wcnn 

'  H.  WESTKiirjAARi).  Dif  Lolire  von  ilor  ^Inrtalifät  imci  Morbililu». 
2.  Aufl.     Jcnu   l'.K)l.  S.  2. 
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man  die  Beobachtungen  nach  bestimmten  Richtungen  bear- 
beitet,  wenn  man  z.  B.  nur  diejenigen,  welche  sich  auf  das- 
selbe  Alter  beziehen,  herausgreift,  wenn  man  Stadt  von  Land, 
Männer  von  Frauen  trennt  ii.  s.  w.  Man  hat  nun  in  dieser 
Bezielmng  ein  mit  einem  unklaren  Ausdrucke  sogenanntes 
Gesetz  der  grossen  Zahlen  aufgestellt,  nach  weJchem  ein  auf 
jene  Weise  behandeltes  Beobachtungsmaterial  um  so  sicherere 
Vorausberechnungen  zulassen  soll,  je  umfangreicher  es  ist. 
Gewissermassen  ist  aber  oft  gerade  das  entgegengesetzte  der 
Fall,  so  dass  man  auch  von  einem  Gesetze  der  kleinen  Zahlen 
reden  könnte.  Denn  die  Regelmässigkeit  der  Zahlen  wird  in 
der  Regel  nur  dann  mit  dem  Umfange  des  Materials  zuneh- 
men,  wenn  die  Erweiterung  des  Beobachtungsfeldes  nicht  auf 
Kosten  der  Homogeneität  geschieht.  Eine  kritiklose  Anhäu- 
fung  der  Beobachtungen  wird  oft  fiir  die  Regelmässigkeit 
nachteilig  und  ein  kleines  gleichartiges  Material  daher  oft 
einem  umfangreichen  vorzuziehen  sein.  Es  wird  dalier  oft 
ein  kleines  Land  der  Mortalitäts-  und  Morbilitätsstatistik 
bessere  Dienste  leisten  als  ein  grösseres  Reich,  das  in  sich 
eine  bunte  Menge  verschiedenartiger  Gebietsteile  einschliesst.» 

Dieser  Stelle  möge  noch  die  folgende  angereiht  werden. 
»Es  zeigt  sich»,  lesen  wir  bei  WestergaardS  »auf  einzelnen 
Gebieten,  namentlich,  wie  seiner  Zeit  Lexis  nachgewiesen 
hat,  fiir  das  Geschlechtsverhältnis  der  Geborenen,  dass  die 
Ubereinstimmung  zwischen  der  Wahrscheinlichkeitslehre  und 
den  Beobachtungen  eine  iiberraschend  grosse  sein  känn.  Auf 
anderen  Gebieten  ist  aber  eine  solche  tTbereinstimmung  in 
der  Regel  nicht  unmittelbar  ersichtlich.  So  weicht  die  Ge- 
burtshäufigkeit  von  einem  Jahr  zum  anderen  gewöhnlich  weit 
mehr  vom  Durchschnitt  ab,  als  man  nach  der  Wahrschein- 
lichkeitslehre erwarten  sollte,  und  noch  grösser  sind  häufig 
die  Abweichungen  der  Sterblichkeitsstatistik.  Aber  sobald 
man  die  Beobachtungen  einer  angemessenen  Teilung  unter- 
zieht,  wird  man  fast  immer  eine  Annäherimg  an  die  erwar- 
tungsmässige  Verteilung  der  Abweichungen  beobachten  kön- 
nen,  und  diese  wird  um  so  vollkommener,  je  mehr  man  in 
die  Tiefe  dringt.» 

Die  in  diesen  beiden  Zitaten  unzweideutig  formulierte 
Auffassung  Westergaard's,  dass  die  Stabilität  mit  der  Homo- 

'  Ebendaselbst,  S.  196. 
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geneität  Hand  in  Hand  gebe,  wiirde  unbedingt  zutreffen, 
wenti  man  berechtigt  wäre:  1)  fiir  dic  (boniogeneron)  Partial- 
mässen  das  Schema  einer  unveränderliclieii  Grundwahrschein- 
lichkeit  als  massgebend  zii  postulieren  und  2)  in  Bezug  auf 
die  Oewichte  öder  »Anteilziffern»,  mit  denen  die  Partial- 
mässen  in  die  (weniger  homogene)  Totalmasse  eingehcn,  an- 
zunehmen,  dass  diese  Anteilziffern  stärker  schwanken,  als  in 
dem  Fall,  wo  auch  sie  empiriscbe  Werte  unvrrändorlicher 
Wahrscheinlichkeiten  wären.  Westergaard  könnte  uiiter 
Umständen  auch  dann  noch  recht  behalten,  wenn  die  fiir 
die  Partialmassen  massgebenden  (Iriindwahrscheinlichkeiten 
nur  ganz  schwach,  die  Anteilziffern  hingogen  sehr  stark  va- 
riieren  wiirden.  Die  statistische  Wirklichkeit  bietet  aber  hier- 
fiir  nur  wenige  Beispiele,  und  wenn  Westergaard  glaubt, 
seine  Auffassung  werde  durch  die  Erfahrung  bestätigt,  so 
liegt  es  einfach  däran,  dass  er  bei  seinen  Vergleichen  zwischen 
den  Ergebnissen  der  Statistik  und  den  Vorausberechnungen 
der  Wahrscheinlichkeitstheorie  Methoden  anwendet,  welche 
(ähnlich  wie  das  Operieren  mit  Q)  die  Eigentiimlichkeit  haben, 
die  wesentliche  Schwankungskomponente  um  so  weniger  her- 
vortreten  zu  lassen,  je  kleiner  die  betreffenden  (Jrundzahlen 
bezw.  Ereigniszahlen  sind.  So  entsteht  der  Schein  der  grösse- 
ren  Stabilität  der  Partialmassen. 

Es  liegt  mir  indessen  gänzlich  fern,  gegen  die  durch  eine 
weitgehende  Zergliederung  des  Materials  charakterisierte  For- 
schungsweise  Westergaard's,  die  er  so  meisterhaft  handhabt, 
Stellung  nehraen  zu  woUen  und  dieser  Forschungsweise  etwa 
das  Operieren  mit  solch'  monströsen  statistischen  Gebilden, 
wie  meine  Komplexe  von  mehreren  Grossstädten,  als  die 
fruchtbarere  Methode  entgegenzusetzen.  Ganz  im  Gegenteil ! 
Wird  da  fiir  einen  derartigen  Komplex  z.  B.  «=],:  %  fest- 
gestellt,  so  meine  ich,  dass  dieses  Ergebnis  an  und  fiir  sich 
wertlos  ist,  während  umgekehrt  die  Tatsaehe,  dass  sich  fiir 
die  Grossstädte,  einzeln  genommen,  a--  A  bis  G  %  ergibt,  wohl 
einiges  Interesse  bietet  —  als  Indikator  des  Einflusses,  den 
die  WellenbewcLMingen  des  Wirtschaftslebens  auf  die  Heirats- 
ncigungcii    uiid    Heiratsmöglichkeiten   ausiiben.'     Ja,  ich  bin 


'  Icli  sMgo:  clio  Wollenbewogungen,  donn  nur  Ijoi  •  undulatorischon» 
Ueiheii,  wie  sie  Lexis  nennt,  ist  dns  a  von  Hodcutdng.  l)t>i  ovoliitorisclion» 
hingftgen,    wofiir    dor    Gung    dor    Stcrboziffer    1901-10   ein  Beispicl  bietet, 
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auch  der  Meinung,  dass  es  sich  erst  recht  lohnen  wiirde,  a 
fiir  einzelne  Stadtviertel  öder  Berufsschichten  zu  bestimmen. 
Ich  befinde  mich  also,  was  die  Bewertung  der  Ergebnisse 
feingegliederter  statistischer  Untersuchungen  anlangt,  mit 
Westergaard  durchaus  im  Einklang.  Ich  giaube  nur,  wie 
ich  das  iibrigens  bereits  vor  23  Jahren  ihm  gegeniiber  gel- 
tend  gemacht  habe^  dass  seine  in  die  Tiefe  dringende  Ver- 
fahrurigsweise  durch  Riicksichten  auf  eine  grössere  Stabilität 
der  Zahlenwerte,  die  hierbei  (angebbch)  herauskoramen,  nicht 
motiviert  zu  werden  braucht. 

Al.  Kaufmann  huldigt  ebenfalls  der  Ansicht,  dass  sich 
grössere  Homogeneität  mit  grösserer  Stabilität,  kleinere  Ho- 
mogeneität  mit  kleinerer  Stabih*tät  verbindet,  und  er  bringt 
diese  Ansicht  mit  der  von  Lexis  und  anderen  zutage  geför- 
derten  Tatsache,  dass  Q  durch  Einschränkung  des  Beobach- 
tungsfeldes  reduziert  wird,  in  Zusammenhang.  Man  miisse 
beachten,  meint  Kaufmann-,  dass  »die  statistisch  ermittelten 
wirklichen  Abweichungen  vom  Durchschnitt  nicht  nur  von 
zufälligen  Umständen,  sondern  auch  von  verschiedenen ,  ein- 
zelne Gruppen  von  Fallen  einseitig  beeinflussenden  Ursachen 
örtlichen  und  zeitlichen  Charakters  hervorgerufen»  wiirden. 
»Es  ist  nun  aber  von  selbst  verständlich»,  heisst  es  dann 
weiter  bei  Kaufmann,  »dass  in  einem  grösseren  Gebiete  der- 
artige  Nebenursachen  stärker  vertreten  sein  werden  als  in 
einem  kleineren,  dass  sie  unter  einer  grossen  Bevölkerungs- 
masse  eine  grössere  Verschiedenheit  aufweisen  werden  als 
unter  einer  kleinen.  Der  Inbegriff  der  Bedingungen,  die  die 
Geburten,  Eheschliessungen,  Verbrechen,  Selbstmorde  u.  s.  w. 
im  gesamten  Deutschland  beeinflussen,  wird  natiirlicherweise 
verschiedenartiger  und  komplizirter  sein  als  in  irgend  einem 
der  deutschen  Einzelstaaten,  fiir  das  gesamte  Preussen  kompli- 
zirter als  fiir  jede  einzelne  Provinz  des  preussischen  Staates, 
in  Berlin  wird  der  entsprechende  Ursachenkomplex  ein  viel 
bunteres    Durcheinander    aufweisen    als    in    Wiesbaden    öder 


nicht.  Man  bedenke  nur,  dass  hier  (/■  bei  einem  gegebenen  »Gesetz»  der 
Entwicklung  grösser  öder  kleiner  ausfällt,  je  nachdeni  man  eine  längere 
öder  kiirzere  Periode  zum  Gegenstand  der  Betrachtung  macht. 

^  Kritische  Betrachtungen  zur  theoretisciien  Statistik,  Jalirbucher  f. 
Nat.-Oek.  u.  Stat.     N.  F.     Bd.  VIII  (1894),  S.  G67— G75, 

*  Al.  Kaufmann,  Theorie  und  Methoden  der  Statistik,  Tiibingen  1913, 
S.  92. 
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Freiburp,  in  diesen  Städten  ein  bunteies,  als  in  Trakehnen 
öder  Rotljenburg.  .  .  .  Es  ist  deshalb  nur  etwas  ganz  natiir- 
liches,  dass  auch  die  Abweichungen  von  dem  in  der  Durch- 
schnittsgrösse  verkörperten  Xorinalty])us  fiir  dasganze  Preus- 
sen grösser  sein  werdcn  aN  fiir  Braiinschweig,  fiir  Berlin 
grösser  als  fiir  Freiburg  .  .  .  und  dies  ist  es  gerade,  was  in  dem 
grösseren  Unterschied  des  nach  »physischer  (sic)  Metbode» 
berecbneten  Masses  der  Abweicbungen  von  dem  nacli  »kom- 
binatoriscber»  Berecbnung  /.u  erwartenden  seinen  Ausdrnck 
findet.»  »Mit  der  Verengerung  des  Beobacbtungsfeldes»,  be- 
märkt Kaufmann  an  einer  anderen  Stella',  »also  mit  dem 
Obergang  vom  Lande  zur  Provinz,  von  einem  sonstigen  grösse- 
ren  zu  einem  kleineren  Gebiete  .  .  .  wird  .  .  .  der  Inbegriff 
der  die  betreffende  Erscbeinung  beeinflussenden  Bedingungen 
immer  bomogener,  es  verengert  sich  also  der  Spielraum  fiir 
Variationen  der  (Trundwalirscheinlicbkeit,  und  es  werden  bier- 
mit  diejenigen  Scbwankungen  der  empirisclun  statistischen 
Zablen  scbwäcber,  in  denen  solche  Variationen  ihren  Aus- 
druok  finden. 

Kaufmann  gibt  sicb,  wie  man  siebt,  mit  der  Lexisscben 
Erklärung  des  Kleinervverdens  von  Q  mit  dem  Kleinerwerden 
der  Gruppen,  auf  welcbe  sicb  Q  beziebt,  nicbt  zufrieden.  Er 
balt  vielmebr  eine  Ergänzung  dieser  Ii^rklärung  fiir  geboten 
—  eine  Ergänzung,  die  man,  unter  Hinweis  auf  Formel  (51). 
in  die  Worte  fassen  känn,  dass  Q  beim  Ubergang  von  grösse- 
ren  zu  kleineren  Gruppen  nicbt  nur  desbalb  abnebme,  weil 
sicb  s  verringere,  sondern  zugleich  aus  dem  Grunde,  weil  sich 
auch  10  (wegen  zunebmender  Homogeneität)  verringere.  Da- 
bei  bat  es  Kaufmann  seltsamer  Weise  unterlassen,  erst  zu 
untersucben,  ob  die  Abnabme  von  Q  genau  in  dem  gleichen, 
in  einem  schivächereji  öder  in  einem  stärkeren  Verhältnis  er- 
folgt,  wie  es  der  Voraussetzune  eines  konstanten  ic  entspre- 
cben  wiirde.  Nur  wenn  der  letzte  dieser  drei  möglichen  Fälle 
vorläge,  wiirde  Kaufmann's  ergänzende  Erklärung  iiberbaupt 
in  Frage  kommen.  Wir  wissen  aber.  dass  dieser  dritte  Fall, 
somit  der  Fall,  wo  die  wesentlicbe  Scbwankungskomponente 
mit  abnehmendem  Umfang  der  Gruppen  kleiner  wird,  nicbt 
die  Regel,  sondern  die  Ausnobme  biidet.  Ja,  norb  mebr: 
sofcrn  es  sich  um  Vergleicbe  zwischen  einer  Totalgruppe  und 

'   Hbendasolbst,  S.  !tT. 
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dem  Durchschnitt  der  Partialgruppen,  aus  denen  sie  sich  zu- 
sammensetzt,  handelt  —  und  Kaufmann  stellt  sogar  in  erster 
Linie  Vergleiche  zwischen  ganzen  Ländern  und  ihren  Teilen 
an  —  ist  der  in  Frage  stehende  Fall  schon  aus  mathema- 
tischen  Grunden  glattweg  ausgeschlossen,  weil  nämlich  der 
Syndromiekoeffizient  nicht  iiber  1  hinausgehen  känn.  Es 
zeigt  sich  also,  dass  KAurMANN's  Ausfiihrungen  iiber  die 
angeblich  grössere  Stabilität  der  kleineren  Gruppen  von  den 
Tatsachen  widerlegt  und  von  der  Theorie  als  gänzlich  un- 
haltbar  erwiesen  werden.  Damit  wird  aber  auch  seine  Auf- 
fassung  von  den  Beziehungen  zwischen  Homogeneität  und 
Stabilität  hinfällig. 

Man  wird  kaura  fehlgehen,  wenn  man  annimmt,  dass  die 
iiberwiegende  Mehrzahl  auch  derjenigen  Theoretiker  der  Sta- 
tistik, welche  gänzlich  unbeeinflusst  von  den  Lehren  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  sind,  in  Bezug  auf  die  Frage, 
wie  die  grössere  öder  kleinere  Homogeneität  einer  statisti- 
schen  Masse  auf  den  Grad  der  Stabilität  der  fiir  diese  Masse 
geltenden  Zahlenwerte  einwirkt,  denselben  Ståndpunkt  wie 
Westergaard  und  Al.  Kaufmann  vertreten.  Wie  steht  es 
aber  um  die  Praktiker?  Ich  meine  damit  nicht  sowohl  die 
Produzenten  der  Statistik,  die  statistischen  Techniker,  als 
vielmehr  die  Konsumenten  der  Statistik,  welche  von  Berufs- 
wegen  statistische  Ergebnisse  zur  Grundlage  und  Richtschnur 
ihrer  Tätigkeit  machen,  und  da  habe  ich  nicht  zuletzt  die 
Spezialisten  des  Versicherungsfachs  im  Auge.  Es  brauchen 
keine  gelehrten  Vertreter  des  Faches  zu  sein.  Ich  denke  eher 
an  diejenigen  Männer  der  Praxis,  die  ausschliesslich  aus  der 
Empirie  ihre  Weisheit  schöpfen.  Diese  haben  längst  erkannt, 
dass  es  im  Interesse  eines  ruhigen  Ganges  des  Versicherungs- 
geschäftes  liege,  mithin  zu  einer  grösseren  Stabilität  der  Zahlen- 
werte, in  denen  sich  dieser  Geschäftsgang  wiederspiegelt,  bei- 
trage,  wenn  die  Versicherungsfälle  sich  nach  örtlichen  und 
anderen  Gesichtspunkten  iiber  einen  möglichst  weiten  Spiel- 
raum  verteilen,  statt  sich  auf  wenige  Örte  und  wenige  Arten 
von  Risiken  zu  konzentrieren.  So  paradox  demnach  auf  den 
ersten  Blick  die  Behauptung  erscheinen  mag,  dass  zwischen 
Homogeneität  und  Stabilität  ein  gegensätzliches  Verhältnis 
besteht,  findet  man  bei  genauerer  tJberlegung,  dass  sich  hierin 
die  Theorie  mit  dem  begegnet,  was  gleichsam  instinktiv  von 
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(ler  Praxis  erkannt  und  l)oborzigt  worden  ist.  Hiermit  ge- 
schielit  aber  der  Tlieorie  der  Statistik,  wie  mir  scheint.  eben- 
sowenig  Abbriicli,  wie  etwa  die  möderne  Hygiene  dadureb 
diskreditiert  wird,  dass  sie  zu  einer  Sanktionierung  von  Ge- 
snndbeitsregebi  gelangt,  welcbe  bereits  die  alten  Aegypter 
öder  die  alten  Römer,  unabhängig  von  jeder  Bakteriologie 
und  Mikroskopie,  in  Ehren  bielten.  Bestebt  docb  die  Auf- 
gabe  der  Tbeorie  nirlit  sowobl  darin,  die  Piaxis  auf  den  Kopf 
zu  stellen,  als  vielmehr  —  von  dem  eigentlicben  (iebiet  der 
Technik  bis  zu  einem  gewissen  Grada  abgesehen  —  haupt- 
säcblicb  darin,  ibr,  der  Praxis,  zu  einer  grösseren  Bewusst- 
beit  und  Folgericbtigkeit  zu  verbelfen. 

Gestatten  Sie  mir  zum  Schluss  nocb  oin  paar  Worte  iiber 
das  Verbältnis  des  bier  gebotenen  zu  dem  LEXis'scben  Stånd- 
punkt. Lexis  bat  ja  keine  Veranlassung  genommen,  sicb 
explicite  iiber  die  Frage,  der  mein  Vortrag  gewidmet  gewesen 
ist,  zu  äussern.  aber  seine  Erwartungen  in  Bezug  auf  die  Ver- 
ringerung  der  ^-Werte  mit  dem  Ubergang  von  der  Total- 
massa zu  den  Partialmassen  zeigon,  dass  ibm  gerade  das 
punctum  saliens  meiner  beutigen  Darlegungen  entgangen  ist. 
Ini  wesentlicben  babe  icb  jedocb  an  seinem  Scbema  einer 
serienweise  variierenden  (irundwabrscbeinlicbkeit  festgebalten 
und  dieses  Schema  nur  gewissermassen  zu  verfeinern  versucbt, 
wobei  icb  von  einer  Konfrontierung  jener  LEXis'scben  Erwar- 
tungen mit  der  Wirklicbkeit  ausging.  (Jenau  so  ist  Lexis 
selbst  mit  dem  alten  klassiscben  öder  Poissonscben  Scbema 
verfabren.  Aucb  bei  ibm:  der  Appell  an  die  Erfabrung,  die 
Feststellung  einer  typiscben  Unstimmigkeit,  die  Modifizierung 
des  iiberlieferten  Scbemas  als  letzter  Scbritt.  Der  ganze  Vor- 
gang  entspricbt  wobl,  bier  wie  dort,  der  Art.  wie  die  wissen- 
scbaftlicbe  Erkenntnis  nornialer  Weise  fortscbreitet.  Es  ban- 
delt  sich  also  bei  meinen  Darlegungen  um  nicbts  anderes,  als 
um  eine  Fortfiibruiig  dessen,  was  Lexis  auf  dem  Gebiet  der 
tbeoretiscben  Statistik  geleistet  bat.  Die  Bedeutung  dieser 
Leistungen  wird  aber  am  wenigsten  dadureb  geschmälert, 
dass  gezeigt  wird,   wie  auf  ibnen   weiter  gel)aut  werden  känn. 
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Xachtrag. 

Der  Ausdruck  y  erscbeint,  der  Formel  (138)  znfolge,  als 
gewogenes  aritbmetisches  Mittel  der  Grössen  yij,  die,  wie 
aus  (137)  zu  ersehen  ist,  nach  dem  iiblichen  Schema  der  Kor- 
relationstbeorie  gebildet  sind.  Gegen  dieses  Scbema  lässt  sicb 
namentlicb  einwenden,  dass  es  keine  Riicksicbt  auf  den  Um- 
stand  nimmt,  ob  fur  die  beiden  Grössen,  deren  Variationen 
miteinander  verglichen  werden,  die  Abweicbungen  vom  Durcb- 
schnitt  sicb  im  Verbältnis  zu  diesem  auf  einigermassen  glei- 
cbem  öder  auf  verscbiedenem  Niveau  bevvegen.  Der  nume- 
riscbe  Wert  des  Korrelationskoeffizienten  wird  davon  in  keinér 
Weise  beriibrt.  Es  könnte  dem  in  folgender  Weise  abgehol- 
fen  werden. 

Es  seien  z  verscbiedene  Einzelwerte  der  einen  Grösse  A 
mit  Au  und  der  anderen  Grösse  B  mit  Bk,  die  Durcbscbnitts- 
werte  von  A  und  B  mit  A^^  bezw.  B^^  und  die  Abweicbungen 
Ah  —  A^  und  Bk  —  B^  mit  au  und  hu  bezeicbnet.   Setzt  man  nocb 


-yj^0il=6\,  -^^'^1-=^%: 


z 
1 


so  ergibt  sicb  der  Korrelationskoeffizicnt  (r)  in  der  iiblicben 
Weise  aus 

z 

^k  au  hk 
öder  auch,  wenn  man  die  Bezeicbnungen 


einfiibrt,  aus 


;i96) 


^kUkbk 


zA(,B(^  ,"i,"2 


Man  biide  nun  eine  Grösse  r,  die,  wie  r,  der  Bedingung 
geniigt,  dass  sie,  absolut  genommen,  den  Wert  1  niemals 
iibertrifft  und  ausserdem,  im  Unterscbied  von  r,  den  Wert  1 
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bezw.    — 1  nur  dann  crreicht,  wenn  ."i=«s.     Den  gestellten 
Forderungen  entspricht  z.  B.  der  einfache  Ansatz: 


(197) 
welchcr  zu 

(198) 
öder 


"I  +«5 


2  y>cakh 


r  = 


2AJJ,yka,hu 
z{Bldi+Aidi) 


(199) 

fiibrt. 

Ein  fingiertes  Beispiel  möge  den  Unterschied  zwischen  r 
und  r  illustrieren.  Es  handelt  sich  in  diesem  Beispiel  um 
die  Korrelation  zwischen  ein  und  derselben  Reihe  der  Werte 
von  A,  nämlich 

A,  A,  A, 

8  5  2 

und  fiinf  verschiedenen  Reihen  der  Werte  von  B ,  die  in  Ta- 
belle  14  zusammengcstellt  sind.    Es  ist2=3,  /!„  =  5,  (if  =  0. 

Tabelle  14. 


Keihe  Xr. 

^A 

B^ 

Jh 

Bo 

zdl 

1 

r 

r 

1 

o 

:\ 

4 

<}, 

7 

S 

9 

1 

■1\ 

IS 

12 

Ib 

~rl 

3ti 

U,.s4U 

2 

•24 

14 

4 

14 

200 

(50 

0,985 

3 

•24 

15 

G 

15 

ltJ2 

54 

1 

4 

•24 

•20 

16 

20 

32 

24 

0.6 

r, 

24 

23 

22 

23 

2 

G 

0,144 

Nach  Analogio  von  r,  wie  es  durch  Formel  (198)  dar- 
gestellt  ist,  erhält  man  an  Stelle  von  ;',,^,  das  durch  (137) 
gegeben  war,  einen  neuen  mit  yij  zu  bezeichnenden  Koeffi- 
zienten,  der  die  Form 
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1 

2  ^''Gi,kej,k 


(200)  ny- 


zViVji(^i  +  Ä-) 


annimmt.  Man  biide  nunmehr  aus  den  Werten  yij  ein  ge- 
wogenes  arithraetisclies  Mittel  y,  und  zwar  in  der  Weise, 
dass  man  als  Gewichte  die  Ausdruoke 

SiSjPipjiifi  +  jij) 
öder  die  ihnen  identischen  Ausdrucke 

verwendet.     Demnach  erhält  man 

n       n        z 


2  ^  2^'  2''  ^'  ^i  ^«'  ^'  ^J'  ^ 


(201)  y=    IT' 


z  2»  2-''  ^'^«  *'*■'■  (''^»  +  Ä'  ^ 


1      i+\ 


und  diese  Formel  in  Verbindung  mit  Formel  (130)  ergibt  ver- 
möge  der  Substitution  SiWi  =  Wj/:?j 


1  1      i+l 

woraus  wegen  der  Beziebung 

n       II  71  n 

^i  ^j  mi  mj  (/:?!  +  flj)  =  m^  ^i  im  (i!  —  ^im!(^i 
i    i+i  1  1 

ti 
'mlijl  —  ^iml  [il 

(202)  j/  = 


?Wo  2*  ^^-'  ^*  ~  2*  ^»  /^» 
1  1 

folgt. 

Stellt  man  letztere  Formel  der  Formel  (163),  die  sicli  ja 
mit  der  Formel  (143)  deckt,  gegeniiber,  so  findet  man  leicht, 
dass  7  <  7  ,  den  Fall  ausgenommen,  wo  /Ji=const.  fiir 
^=  1  bis  n.     Man  denke  sicb  zum  Zvveck  des  Beweises,  dass 
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.die  Werte  {ii  fiir  2  =  1  bis  »  nach  ihrer  Grösse  geordnet  sind, 
so  dass  fii+i>f^i,  lind  setze 

n 

^imi(ii 


JVli 


Dabei  sollen  ^j, ,  li.  ■  ..  fiu-i  kleiner  und  ,y/,,  ,tf/,+i  .  .  .  .^„  grösser 
öder,  genaiier  formnliert,  nicht  kleiner  als  {i  sein.  Man  hat 
demnach 


V; 


mi  {(ii  —  ji)  +  ^i  im  (;ii  —  ;j)^0. 


und  es  lassen  sich  zugleich  die  beiden  Ungleichungen 

Ä— 1  /t— 1 

2*  ^il^i  (i' i  —  i'}  >  i'h  2'  ^'^'  C>'-  —  l^)  > 
1  1 

n  n 

^mirii{{ii-ri)  >  ■^■iu^illHii-ii—i-i) 
h  h 

auf stellen,  deren  Addierung  zu 

n  n 

2'  fili  i^i  —  l^i^i  W  i  -ii  >  O , 
1  1 

mithin  /u 

(203)  m.^imari  >  (^'W,/^/)" 

1  1 

fiihrt.  Damit  ist  aber,  wie  aus  einem  Vergleich  zwischen 
(103)  und  (202)  erhellt,  bewiesen,  dass  in  der  Tat  /  <  y  . 
Dieses  Ergebnis  entspricht  durchaus  der  Tatsache,  dass  r 
bezw.  yij  einen  »strengeren»  Massstab  der  Korrelation  bezw. 
der  Syndromie  darstellt  als  r  bezw.  yjj.  Jedocli  darf  aus 
yi,j<  yij  nicht  ohne  weiteres  auf  y  <  y  geschlossen  wer- 
den^  weil  nämlich  die  Gewichte  in  dem  Fall  von  y  und  in 
dem  Fall  von  y  nicht  dieselben  sind. 

'  Dor  Fall,  wo  fiir  silmtliche  Kombinationen  i,  j  dio  beiden  Werte 
)\  1  und  f,-  •  einander  gleich  sind,  setzt  vorans,  dass  /?j  =  const.  fiir  t  =  1 
bis  n,  lind  solieidet  dalier  liier  von  dor  l^etrarhtnng  ans. 
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Setzt  man  in  (202)  fiir  mi  und  ^i  deren  erapirische  Werte 
Xi  und  ul  ein,  so  kommt  man  auf 


(204) 


1 


1 


V.  "        V-     "     " 


und  unter  der  Annahme,  dass  keiner  der  Werte  al  negativ 
bezw.  keiner  der  Werte  «,  imaginär  ist,  liesse  sich  in  der 
nämlichen  Weise,  wie  (203)  abgeleitet  worden  ist, 


;  205 )  Xo  2»  ^i  «l  >   2'  *'*  "^ 


ableiten.  So  muss  denn  aucli  ein  nach  Formel  (204)  berech- 
neter  Wert  von  y,  sofern  nicht  sämtliche  Werte  cq  fiir  i  =  1 
bis  n  einander  gleich  sind,  seinem  absoJuten  Betrag  nach  stets 
kleiner  ausfallen  als  ein  nach  Formel  (169)  öder  der  mit  ihr 
identischen  Formel  (168)  berechneter  Wert  von  ;'. 

Mit  Riicksicht  auf  (107)  und  (108)  geht  (204)  unter  Ver- 

nachlässigung  der  Faktoren -*  in 

1— 2/« 

n 

(206)  y^~ 


3'u    2*  Qi—  n  +  l\  —  2»  ^i  Q 


1 


iiber.  Es  ergibt  sich  somit  eine  vollständige  Ubereinstim- 
mung  zwischen  /  und  /,  wenn  man  letztere  Grösse  nach 
Formel    (179)    berechnet,  die  ja  ebenfalls  auf  einer  Vernach- 

l  y. 

lässigung   der   Faktoren  ^ beruht,  im  iibrigen  aber  ganz 

änders  als  Formel  (205)  begriindet  worden  ist. 

In  dem  Fall,  wo  die  Zahlen  Xi  bei  i>0  nicht  sehr  ver- 
schieden  voneinander  sind,  erhält  man  aus  (204)  als  Nähe- 
rungsformel 
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(207)  ;'  =  -^ 

(n—  \)  y.i «] 

1 

Wegen  (lOä)  und  (106)  lässt  sich  aber  (204)  auch  in  der 
Form 

n 


--'o  ^0  —  2'  ■'"'■  ^*'' 


(208)  ;'=  ,,         /      „ 

■VI .  5,-  Vi  v*  •    "      > 

•5n!/oZ»  —T-^SiVi 

1  •^'  1 

darstellen.  und  ersetzt  man  hierin  die  Grössen  r,-  durch  o,, 
so  findet  man  als  (Jegenstiick  zu  Formel  (182) 

n 

(209)  /'= „      V-,r 

1      •^'  1 

Das  Gemeinsame  zwischen  ;'  und  y  besteht  darin,  dass  beide 
obne  Riicksichtnahme  auf  die  Wirkungen  des  Zufalls  aus  der 
statistischen  Erfahrung  bestimmt  werden.  Bei  t«,-  =  const.  und 
2/,  =  const.  fiir  i  =  l  bis  n  verwandelt  sich  (209)  in 

n 

n^ol—^ia] 

(210)  ;/  = \^        , 

(n—  \)^iiJi 
1 

und  man  findet  7    -  ;''.i/,  wenn  man  auch  in  (193)  .<?,  =  const. 

fiir    i  ---^  1    bis   n   setzt.      Dem/ufolge    verhält  es  sich  mit  der 

Mortaraschen  Methode  so,  dass,  während  sie  unter  Zugrunde- 

legung  des  iiblichen  Korrelationskoeffizienten  r  als  dem  Fall 

Si(7j=const.    (fiir    t=l    bis    n)   angepasst  erscheint,  man  sie 

als  gebunden  an  die  beiden  Voraussetzungen  5,  =  const.  und 

f/,- =  const.  (fiir  /   -  1  bis  »)  betrachten  kann\  wenn  man  von 

dem  modifizierten  Korrelationskoeffizienten  r  ausgeht. 

'   Die   oPBte  dioser  beiden  Vornussetzmigen   maclit  iibrigens  Mortara 
scibst.     Vgl.  iiieino  Fnssnote  1   auf  S.  iJQ. 
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Die  Ergebnisse  der  numerischen  Auswertung  der  beideu 
Formeln  (204)  und  (207)  sind  fur  die  drei  behandelten  Bei- 
spiele  in  Tabelle  15  wiedergegeben. 

Tahelle  15. 
Werte  des  Synd  rom  iekoeffizienten  y. 


Formel 
Nr. 

Selbstmord- 
ziffer 

Sterbe- 
z.iffer 

Eheschliessungsziffer 

6  Städte 

5  Städte 

4  Städte 

1 

2              1 

3 

4           1           5 

6 

204 
207 

0,366 
0,571 

0,802 
0,790 

-0,052 
-0,035 

0,020 
0,129 

-0,172 
-0,129      ' 

Dia  nach  Formel  (204)  bestimmten  Werte  von  /  fallen  mit  den 
auf  S.  56  und  64  mitgeteilten  Werten  von  ;',  denen  Formel  (179) 
zugrunde  liegt,  entweder  ganz  odernahezu  zusammeci,  ersteres 

1  Vi 

im   Fall    der   vSelbstmordziffer,   weil  hier  die  Faktoren * 

1— 2/o 
dadurcli  eliminiert  sind,  dass  die  Werte  in  nicht,  wie  sonst, 
nach  Formel  (113),  sondern  nach  Formel  (114)  berechnet  wor- 
den  sind,  letzteres  in  den  iibrigen  vier  Fallen.  Was  ferner 
die  auf  Formel  (207)  beruhenden  Werte  von  y  anlangt,  so 
weichen  sie,  wie  zu  erwarten  war,  von  denjenigen,  zu  denen 
Formel  (204)  fiihrt,  namentlich  dort  erheblich  ab,  wo  die 
Zahlen  Xi  stark  voneinander  verschieden  sind.  Wenn  sich 
aber  da  auch  zvvischen  den  nach  Formel  (207)  berechneten 
Werten  von  y  und  den  entsprechenden  auf  Formel  (181)  sich 
griindenden  Werten  von  y  zum  Teil  beträchtliche  Unstimmig- 
keiten  zeigen,  so  liegt  es  däran,  dass  die  rechnungsmässige 
Gleichsetzung  der  Zahlen  oci  sehr  wohl  eine  verschiedene  Wir- 
kung  auf  das  Resultat  ausiiben  känn,  je  nachdem  diese  Zahlen 
bei  den  Grössen  Ql  in  erster  öder  bei  den  Grössen  a]  in 
zweiter  Potenz  als  Multiplikatoren  auftreten.  Schliesslich 
möge  darauf  hingewiesen  werden,  was  immerhin  nicht  ganz 
ohne  Tnteresse  ist,  dass  sich  in  keinem  der  betrachteten  Fälle 
durch  Anwendung  einer  weniger  genauen  Formel  das  Vor- 
zeichen  des  Syndromiekoeffizienten  geändert  hat. 


Skandinavisk  Åktuarietidskrift.    1918. 


On  certain  inequalities  between  mean  values,  and 
their  application  to  actuarial  problems. 

By  J.  F.  Steffenseii. 

Let  US  assume  that  two  integrable^  functions  f  (t)  and 
(p{t)  are  defined  in  an  interval  a<t<b,  that  f  [t)  never  in- 
creases,  a*nd  that  O  <  fp{t)  <  1 . 

Then  we  can  prove  that'' 

b  b  a  +  /. 

j  l{t)clt<    [f{t)fp{t)df<    ij{t)dt,^  (1) 


b->. 


where 


A=jfp{t)dt.  (2) 

u 

Before  proceeding  to  the  rigorous  proof  we  may  observe 
that  the  inequalities  (1)  are  almost  obvious.  For  instance, 
dividing  them  by  /,  the  expression 

b 

fj{t)(p{t)dt 

II 
b 


ffit) 


dt 


'  Tlmt  is:  posseaaing  an  integral  from  a  to  b.  \Vo  do  not  require, 
tlint   this  integral  can  bo  expressed  by  proviousi}-  known  functions. 

•  If  'f  (O  =■  1  or  'i(<)  =  0  or  /(O  =  con.st.  for  all  t.  tlie  two  limits  in  (1) 
coincide. 
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may  be  regarded  as  a  weighted  mean  of  /  {t),  the  weights  being 
<p{t)dt,  and  the  total  of  weights  /.     But  in  the  mean 

a+). 

dt 


\  /'/("' 


the  same  total  of  weights  bas  been  concentrated  round  the 
distance  from  a  to  a  +  'k<h,  that  is:  round  the  larger  values 
of  f{t),  and  each  of  these  values  is  weighted  with  the  maxi- 
mum weiglit. 

The  arithmetical  proof  is  easy.  Remembering  the  assum- 
ed  properties  of  j{t)  and  (p{t),  the  second  inequality  (1)  may 
be  derived  as  follows. 


j(t)dt—     fit)(p{t)dt 


=  j  [l-(p{t)]f{t)dt-  ff{t)fp{t)dt 

a  a  +  /. 

a+l  b 

>f{a  +  X)  i  [l~<p{t)]dt—  ii[t)(p{t)dt 

a  a+). 

a+;.  b 

=  i{a  +  l)\l—  I fp{t)d?\--  I f{t)(p{t)dt 

a  (t  +  l 

=  /(a  +  A)  i(p{t)dt—  jf{t)(p{t)dt 

b 

^  icp{t)[f{a  +  Ä)-f{t)]dt 


>0. 


Similarly,  for  the  first  inequality  (1): 
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b  b 

Cf(t)(p{t)dt-  jfu)dt 

a  b-l 


^  jfit)<f{t)dt-  j[l-fp{t)]f{t)rlt 

n  b— i. 

b-).  b 

>    if{t)rf{t)dt~f{b     -/.)  j[l-ff{t)]dt 

a  b—'/. 

=    jf{t),pit)dt~fib-/.)     ).-    j<fit)dt^ 
fl  b—'/, 

b-).  b—>. 

=  jf(t)ff{t)dt-f{b-/.)  i<r{t)dt 

ty  %J 


b-i. 


jcf{t)Uit)-nb-?.)]dt 


>0. 


From  (1)  \ve  may  derive  corresponding  inequalities  for 
sums.  If  x  =  c(  —  (II,  y  =  1^  +  O2,  where  a  and  ,1'  are  integers, 
O  <  ^^m  <  1  and  y  >  X —  1,  we  propose  the  convenient  notation 


^u{7i)=0iu(a—l)+  2^u{n}  +0,u{,i  +  1),  (3) 


it  being  understood  that  ^^^  ('0  =  ^• 

fl 
As  the  sum  depends  only  on  integral  values  of  the  argu- 
ment n,    we    may,  for  the  purpose  of  demonstrating  the  in- 
equalities, put 

u{n  -\-0)  =  -n{n)  {Q<0<\). 
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With  this  convention,  (3)  may  be  written 

2/  +  1 


y  f 

^u{n)=     u{t)dt  (y>x—l).    (3  a) 


We  have,  for  instance, 

y 

X 

and 

y  t  y 

^u{7i)  =  "^u  (n)  +  "^u  (n)       {x —  I  <t<_y). 


t+i 


From    (1)    we  may,  by  (3  a),  immediately  conclude,^  for 
y>  x—l, 


.r+s—l 


where 


2fM<^fin)<p{7i)<2f{r^)  (4) 

y—s+l  X  X 


s=^cp{n),  (5) 


provided  that  f  {n)  never  increases,  and  that  O  <ff{n)  <^1 . 

It  is  evident  that  we  may,  in  (1)  and  (4),  allow  the  range 
of  integration  or  summation  to  increase  indefinitely,  provided 
the  expressions  do  not  become  meaningless. 

The  inequalities  (1)  and  (4)  are  useful  in  mathematical 
analysis,  their  affinity  to  such  theorems  as  AbeFs  Lemma- 
and    the    Theorem  of  Mean  Vahie  being  obvious.^     Here  we 

^  If  cc  (n)  =  1  or  'i  (n)  =  0  or  f  (n)  =  const.  for  all  n,  the  tvvo  limits  in 
(4)  coincide- 

*  Bromwich  :  An  Introduction  to  the  Theory  of  Infinite  Series,  Lon- 
don 1908,  p.  54  and  p.  426. 

^  If,  instead  of  0<'i(<):^l,  we  have  qnite  generally  I  <  'lt{t  <  L, 
where  I  and  L  may  be  positive  or  negative,  and  I  f^  L,  we  may  take 
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are,  however,  only  concerned  with  their  application  to  actu- 
arial  problems.  The  possibilit}'  of  this  application  is  due  to 
the  fact,  that  the  higher  limit  in  (1)  and  (4)  is,  in  certain 
cases,  so  close  to  the  value  of  the  integral  or  sum  consider- 
ed,  that  it  may  pass  as  a  first  rongh  approximation  which 
becomes  a  very  fair  one  on  applying  a  simple  correction. 
Putting,  for  instance,  in  (1), 

/ (/)  =  v', <r (O  =  V''  ^==0'  ^  =  ^^ '  ^-  =  ^■^' 


we  find  ' 


f-'v''"<f' 


pjU)dt  —  l{b  —  a) 


L  —  l 


or 
whence 

and 

b—?.  h  b  a+/.  I' 

I  p  {t)  dt  +  L    r  <-    /7  «)  •;-  {t)  dt  <  L^ff  {t)  dt  +  Ijpf  it)  dt. 

a  b-}.  u  a  n+/. 

In  the  case  of  (4),  we  find  similaiij' 

.'/ 

y-i(n)-Z(y-T+  1 


and 

^  ^    .      .\y 


y—s  y  u  x+x—\  w 


X.  Z/— .1+1  -r  *  •^  +  » 

'  On  looking  throiiph  the  proof  again,  it   is  soen  that   the  sign  "^  may 
in  this  case  be  rephicod  h\    -^  . 
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1  —  v"^ 
a.T< — T — ;  (ö) 

that  is  the  well  known  result  that  a  life-annuity  is  smaller 
than  an  annuity-certain  payable  for  the  expectation  of 
Ii  fe. 

Similarly,  we  find  from  (4),  putting  x=  I,  ij=  oo  ,  f{n)  = 


ö.r<2''"-  C^) 


If  ex  =  k  +  0,    vvhere    Jc  is  an  integer,  and  0<^y<l,  (7)  may 
be  written 

aa:<^c^  +  Ov^+K  (7  a) 

t 

It  was,  in  fact,  this  particular  inequality,  familiar  to  actu- 
aries/  which  snggested  to  me  the  general  formulas  (1)  and  (4). 
The  populär  but  erroneous  notion  that  a  life-annuity 
may  be  calculated  as  an  annuity-certain  payable  for  a 
duration  equal  to  the  expectation  of  life,  yet  contains  an  ele- 
ment of  truth'^  which  may  be  turned  into  good  account.  The 
duration  m  of  an  annuity-certain,  equal  in  value  to  a  life- 
annuity,  may  be  calculated  from  the  equation 


whence 


1— v"* 

a^= -. — '  (8) 


log(l  +1)  ^   ' 


If  we  expand  7n  in  powers  of  i,  neglecting  in  the  result  po- 
wers  above  the  first,  we  find  the  approximate  formula 


^  Text-Book,  lo  Ed.  p.  112. 

*  The    reason  for  this  is,  that  we  shall  have  a^.  =  a- — ■    provided  that 

either  5  =  0,  or  else  u.^  =  O  for  all  x. 
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vi  =  es — itx,  (10) 


where 


1   "^  1 


ii; 


which  niay  more  conveniently  be  written 

the  summation  being  commenced  from  the  bottom. 

It  may  be  worth  noticing,  that  the  function  /^  thus  in- 
troduced  has  an  independent  meaning  in  actuarial  science. 
In  fact,  it  may  be  easily  proved  that  2éx  is  the  mean  sqnare 
deviation  in  the  estimated  curtate  duration  of  an  individual  lije. 
Supposing  tlie  life,  aged  x  at  entry,  fails  after  /  3'ears  (leaving 
out  any  fraction  of  a  year),  then  the  deviation  from  the  esti- 
mated duration  is  {t  —  ex).  Squaring  this,  multiplying  by  the 
probability,  that  the  life  will  fail  between  ages  x  +  t  and 
x  +  <  +  1,  and  summing  for  all  values  of  /,  we  find  the  re- 
quired  mean  square  deviation,  or 

o  '^ 

=  y,{t-ey-';'-y{t-\-exy-^f' 

o  ^'         1  '" 

=  el  +  %[{t-  exY -{t-\-  e..y-]  ^^J 

=  el+y{2t-2ex~l)^-'.^' 


=-el+2%t^';'-2el-ex 
I        '" 

=  2t:c. 

It  is  seen  from  (10),  that  Cx  is  really  a  first  approxima- 
tion   to    the    true    duration    nt .     Wc    proceed    to  show  by  a 
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nuraerical  investigation,  that  the  further  approximation  ob- 
tained  by  deducting  iex  from  e^  produces  very  fair  approxi- 
mative  values  oi  ax. 

We  reproduce  below  specimen  values  according  to  the 
H^  experience  (Text-Book  graduation)  of  the  functions  €x, 
ex  and  ax',  further,  the  corresponding  values  of  a,;,  calculated 
by  (8)  and  (10),  and  a  table  of  the  differences  between  the 
true  and  approximative  values.  Finally  we  add  a  table  of 
»Practical  Standards  of  Comparison»  with  which  the  diffe- 
rences may  be  compared. 

The    Practical   Standards  of  Comparison  were  calculated 

as  -(öTx  —  cix+\],    representing    the    variation    in  the  annuity- 


^M 

Text-Book  graduation 

X 

«X 

20 

41,601 

154,10 

30 

34,226 

112,86 

40 

26,889 

79,72 

50 

19,771 

53,52 

60 

13,308 

31,71 

70 

7,992 

15,96 

80 

4,163 

6,30 

<^X 

by  Text-Book 

• 

X 

o  0/ 

o  /o 

4% 

5% 

fl  o/ 
'>   /'o 

20 

22,06 

18,60 

16,06 

14,04 

30 

19,90 

17,16 

14,99 

13,26 

40 

17,18 

15,14 

13,47 

12,09 

50 

13,88 

12,52 

11,37 

10,39 

60 

10,22 

9,45 

8,77 

8,17 

70 

6,66 

6,29 

5,96 

5,66 

80 

3,70 

3,57 

3,44 

3,33 

90 


a,  L 

y    >>;  and 

vlU) 

X 

3% 

1  o 
4  /O 

5% 

c% 

•JO 

•2_M0 

18.77 

lt5,17 

14,14 

30 

l!»,94 

17.20 

15.04 

13,30 

40 

17.17 

15.13 

13,46 

12.07 

50 

13,85 

12,48 

11,31 

10.31 

60 

10.20 

9,41 

8,71 

8,09 

70 

6,64 

(1,26 

5.92 

5,60 

80 

3,69 

3,55 

3,42      1 

3,29 

Differences  between  true  and  approx. 

values 

z         '      3  ?'o 

4% 

K  O/              1 

5  /O 

R  O/           1 
0  /o 

20               -    10 

-    11 

-  -11 

-    10 

30               -    04 

-    04 

-    05 

-    04 

40              +    01 

+  -01 

+    01 

+    02 

50                   03 

04 

06 

08 

60                   02 

04 

06 

08 

70                  '02 

03 

04 

•00 

80                   01 

02 

•02      1 

•04      , 

Practical  Standards  of  Comparison 


3»:, 

fi  °:. 

20 

10 

•07 

05 

•04      ' 

:j() 

12 

09 

Of. 

•0.  ; 

40 

■1,') 

•12 

09 

•07     , 

50 

18 

15 

•12 

10 

00 

19 

•If. 

14 

•12 

70 

17 

1.-. 

14 

12 

80 

12 

•12 

•11 

•10 
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value  when  the  age  varies  one  half  year.  This  is  a  devia- 
tion  familiar  to  tlie  actuary  who  is  accustomed  to  calculate 
the  age  as  »age  nearest  birthday»,  a  method  which  is  legiti- 
mate  when  no  systematic  deviation  from  the  mean  is  to  be 
feared. 

Our  table  of  differences  between  original  and  approxi- 
mate  values  shows  that  these  differences,  when  the  youngest 
ages  and  highest  råtes  of  interest  are  left  out,  are  small,  not 
only  in  comparison  with  the  standards,  but  also  absolutely 
speaking,  so  that  the  slight  systematic  deviation  traceable, 
is  uniraportant  from  a  practical  point  of  view. 

The  best  standard  for  measuring  these  deviations  is, 
however,  the  standard  deviation  (or  »mean  error»)  in  the  va- 
lue of  ax  as  deduced  from  a  given  experience.  ^  The  problem 
of  calculating  this  standard  deviation  has  not  until  compara- 
tively  recently^  attracted  the  attention  of  actuaries,  but  as 
it  is  of  importance  also  on  other  occasions,  e.  g.  when  the 
iveights  of  the  ungraduated  ax  are  required  in  a  direct  gra- 
duation  of  this  function,  we  shall  occupy  ourselves  with  the 
matter  here.  It  may  be  remarked  beforehand,  that  the  re- 
sult  at  which  we  shall  arrive  is  practically  the  same  as  the 
first  formula  on  p.  102  of  G.  F.  Hardy's  book;  but  the  fol- 
lowing  deduction  is  not  only  easier  but  also  safer  from  the 
theoretical  point  of  view,  making  less  use  of  approximations. 

The  mean  square  deviation  (or  the  square  of  the  mean 
error)  is  the  square  of  the  standard  deviation  and  is  denoted 
by  a,.  Let  there  be  given  n  different  and  independent  ob- 
servations 

a, ,  (7,  ,  .  .  .  On 

and  an  analytical  function  of  these 

/  (ö-, ,  a.^,  .  .  .  On). 


'  This  standard  deviation  has,  of  course,  nothing  to  do  with  the  standard 
deviation,  examined  by  Bremiker  and  others,  in  the  estimated  value  of 
an  annuitj'  on  a  single  life.  The  iatter  concerns  the  application,  the  former 
the  origin  of  the  table. 

*  G.  F.  Hardy:  The  Theory  of  the  Construction  of  Tables  of  Morta- 
lity,  etc.  p.  09. 
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Pilt  ifr -^  t/r  +  \r,yr  belog  thc  »tfuc»  value  of  (/, ,  and  *,. 
the  error  of  observation.  Provided  these  errors  are  sufficiently 
small,  /  may  be  developed  in  powers  of  them,  neglecting 
powers  above  the  first.  The  coefficients  of  the  errors  of  ob- 
servation are,  then, 

il,  'V       <v . 

The  raean  square  deviation  in  /  is,  therefore, ' 


/M/)=:^ 


'y> 


IlAOr)- 


(12) 


In  order  to  apply  this  well-known  general  theorem  to 
the  life-annuity,  this  must  be  expressed  as  a  function  of  the 
practicall}'  independent  q^,  that  is 


Xow 


/x 


1 

X 

=  yr'(i-g,)(i 


'>gx+, 


qx+\) 


1 

1  —  qr+, 


(1  —  qx+i-\). 


r-t-l 

px+r       Is 

Nx^r     ^ 
pj.+r  Dj- 


(Jr+i 


whence,  by  (12), 


^,  JJx+r  Dx 


13) 


l^iit,  dcnoting  as  usunl  the  Exposed  to  Risk  by  Ej-, 

'  Thikle:  Thoory  of  Ohsorvntions  p   39;  CzuBEU:  Wahrscheinlichkeits- 
rechnunt  I  ''drittc  Aufltigc;  p.  338. 
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iqx)  = 


Vxqx. 
Ex 


therefore 


/'2  (cr^O  =  n^ 


_  _L  V  Qt^t 


Dl^VtEt 


(14) 


:i5) 


This  formula  gives  the  mean  square  deviation  in  tlie 
ungraduated  value  of  a  life-annuity,  and  the  standard  devia- 
tion Vu^  [ax)  is,  therefore,  the  correctest  measure  for  the  per- 
missible  deviation  from  the  observations. 

It  should  be  remembered,  that  of  the  functions  employed 
in  (15),  Dx,  Px,  <lx  and  N^  are  assumed  to  be  true  (or  at  least 
graduated)  values,  while  Ex  depends  on  the  observations 
alone. 

The  calculation  of  V^i^  according  to  (15)  is  not  a  very 
laborious  task.  A  slide-ruler  may  be  used  for  the  purpose, 
the  approximation  obtained  by  this  instrument  being  quite 
sufficent. 

We  give  below  specimens  of  the  standard  deviations  in 
Qx  according  to  various  tables. 


Standard  deviations  in  a^ 

X 

jjM 

o^^i  % 

Q.'!/ (5)  30. 

^.1/(5)  o^o. 

3% 

4% 

5% 

6% 

20 

■059 

•048 

•040 

•034 

•023 

065 

•268 

30 

37 

29 

23 

19 

15 

19 

•063 

40 

38 

30 

25 

20 

15 

16 

58 

50 

44 

36 

31 

26 

16 

16 

69 

60 

52 

45 

40 

35 

18 

18 

82 

70 

67 

61 

55 

51 

20 

20 

99 

80 

105 

99 

93 

88 

28 

27 

•146 

They   were   all  calculated  by  (15),  except  the  figures  for 
0^<'-')   which  are  G.  F.  Hardy's  original  approximations.     It 
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is  seen  that  tliis  test  is  somewhat  more  severe  than  oiir 
»Practicnl  Standards  of  Comparisoii»;  vet  it  does  not  altei' 
the  conclusion  at  which  \\e  liad  previously  arrived,  that  the 
values  of  a^  as  calciilated  bj^  (8)  and  (10)  are  sufficiently 
accurate  for  most  practical  purposes.  The  standard  devia- 
tions  according  to  Z)'^^<''>  are  particularly  illustrative  of  the 
liberties  which  nia}'  be  taken  with  figures  derivcd  from  a 
comparatively  small  experience.* 

It  appears  from  (15)  and  has  already  been  pointed  out 
by  G.  F.  Hardy  that  if  the  Exposed  for  all  ages  are  multi- 
plied  b}'  the  same  constant  factor  le,  then  the  standard  de- 
viation  in  a^  is  divided  by  ]k.  The  total  Exposed  according 
to  O-^  is  7659454  and  according  to  H-^^  1199093,  If  the  rela- 
tive  distribution  is  proportional  at  all  ages,  the  standard 
deviation  according  to  0^  should,  therefore,  be  about  four 
tenths  of  the  standard  deviation  according  to  H^,  which  is 
seen  to  agree  very  fairl}'  except  at  the  highest  ages. 

The  mode  of  calculation  represented  by  (8)  and  (10)  is 
no  mere  curiosity.  Its  chief  advantage  is  that  it  enables  us 
to  rapidly  calculate  isolated  values  of  life-annuities  at  any 
råte  of  interest,  provided  ex  and  e^  are  known.  It  is,  there- 
fore, desirable  that  statistical  tables,  which  usually  contain 
only  the  functions  gx,  Ix  and  e^ ,  should  also  allow  a  coluran 
for  E,r  to  three  or  four  significant  figures. 

The  fallacy  implied  in  the  assumption  that  a  life-annuity 
is  equal  to  an  annuity-certain  payable  for  the  expectation 
of  life  consists  in  assuming 

c» 

75  O 

j{t),p{t)dt=  jfiDdt, 

b 
and  we  might  just  as  well  have  assumed 

ffWdt 

Oj  'o 

|/(/)./(0(//-  j<fil}d(, 
\>  'o 

'  Tho  total  of  Exposed  to  Risk  according  to   7>-^^*-''  is  282118. 
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or  that  a  life-annuity  equals  the  expectation  of  life  for  a 
duration  equal  to  a  perpetuity.  But  formula  (1)  shows,  put- 
ting  now 

f{i)  -  Y',  <fit)  =--  ^;^  a  =  O,  &  =  00  ,  /  =  ^,, 


that 


a^=  jv'^j±Ut<  JY'dt.  (16) 


Here,  too,  the  higher  limit  of  the  integral  might,  as  a 
first  rough  approximation,  serve  as  starting-point  for  a  more 
exact  calculation;^  but  the  analysis  is  mbre  compHcated  than 
in  the  case  of  (6)  and  (7),  and  besides,  as  a  few  trials  show, 
the  higher  limit  is  not  so  close  to  the  true  value  as  in  (6) 
and  (7),  so  it  will  hardly  pay  to  continue  this  investigation. 

More  compHcated  benefits,  such  as  annuities  and  assu- 
rances  depending  on  two  or  more  lives,  may  be  dealt  with 
on  principles  similar  to  those  we  have  applied  to  (6)  and 
(7);  instead  of  the  auxiliary  function  e,^  we  should,  then,  have 
to  calculate  other  functions,  depending  on  mortality  alone, 
and  not  on  the  råte  of  interest. 

If  monetary  tables  at  a  particular  råte  of  interest  *  have 
already  been  prepared,  these  may  with  advantage  be  taken 
as  starting-point  for  the  calculation  of  annuity-values  at  a 
different  råte  of  interest,  say  i'.     Putting  i'  =  i  4-  h  and 

1  ^ 

=  2(1  +fiv)-^v^Y\ 


h 


i  1x4- 1 
'  We  have,  in  fact,  ('j.=  I     , —  dt,  provided  that  either  o  =0,  or  else 

J     ^ 


I).  -  =  O  for  all  X. 
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we  find  bv  (4),  if  /<  >0, 

"t 

a'^<^(l  +hv)-'.  (17) 

1 

It  is,  therefore,  natural  to  put,  in  .inalogy  with  (8), 

wliere  it  may  be  expected  tliat  Gj-  will  be  a  first  rough  ap- 
proximation to  11.  We  find,  in  faot,  developing  n  in  powers 
of  //  and  neglecting  in  the  result  powers  above  the  first, 

71  =  ttx  —  hccj-,  (19) 

where 

11/  1\2 


or 


vSr         11/  1\*  ,nm 

While,  in  (17),  we  must  suppose  h>0,  (18)  is  evidently 
valid  for  positive  and  negative  h.  K  h  is  positive,  the  right- 
hand  side  of  (18)  is  a^  at  the  råte  of  interest  h.  Ii  h  is 
negative  and  =-  —  k,  the  right-hand  side  of  (18)  is  easily  seen 

to    be    5;rH| — 1    at    the    råte    of    interest  ,,   which  may 

1  Af 

nearly  always  be  replaced  by  k,  as  done  in  the  examplcs  below. 

For  i  =  0,  (18)  and  (19)  evidently  reduce  to  (8)  and  (10). 

We  give  below  specimen  values  of  a^  and  ctr,  Text-Book 
graduation,  at  31%:  furtlier  the  corresponding  values  of  o^. 
at  3%  and  4%  as  calculated  by  (18)  and  (19),  and  the  diffe- 
renees  J  between  the  true  and  approximatc  values;  finally 
the  corresponding  figures  wiien  a'j-  is  calculated  by  the  ob- 
vious  formuJa 

o'x  =  Ox — h   y^'.  (21) 

obtained  by  expanding  a,r  in  powers  of  h,  !ieglocting  powers 
above  the  first. 
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H^  3  i  %  Text-Book 

X 

20 

20,245 

123,8 

30 

18,441 

93,9 

40 

lfi,103 

65,7 

50 

13,172 

42,1 

1        60 

9,823 

24,28 

70 

6,470 

12,15 

80 

3,634 

4,97 

H      Text-Book  graduation 

X 

«'x  by  (I8j 

ax  by  (21)                       ' 

3% 

A       , 

4  %           A 

3% 

A 

4% 

A 

20 

22,04 

02 

18,65 

•01 

21,94 

•12 

18,55 

•11 

30 

19,88 

02 

17,15 

•01 

19,81 

•09 

17,08 

•08    j 

40 

17,17 

•01 

15,13 

■01 

17,12 

•06 

15,09 

•05 

50 

13,87 

•01 

12,52 

•00 

13,85 

03 

12,49 

•03 

60 

10,22 

•00 

9,45 

00 

10,21 

•01 

9,44 

•01 

70 

6,66 

•00 

6,29 

•00 

6,65 

•01 

6,29 

00 

83 

3,70 

•00 

3,57 

•00 

3,70 

•00 

3,57 

•00 

It  should  be  noted  that  the  numerical  results  for  frac- 
tional  durations  were  obtained  by  jirsi-difjerence  interpolation 
in  an  interest-table  (Spitzer),  wbich  is  sufficient  when  tbe 
life-annuity  is  only  reqiiired  to  two  decimals. 

The  results  by  formula  (18)  seem  so  satisfactory  that 
we  do  not  hesitate  to  recommend  making  a  table  of  ctx  a 
regular  feature  of  every  publication  of  monetary  tables, 
especially  when  these  are  only  calculated  at  a  single  råte  of 
interest.  The  cases  where  life-annuity-values  are  required 
at  a  råte  of  interest  not  provided  for  may  not  be  very  fre- 
quent;  still,  they  are  sometimes  wanted  in  transactions  with 
life-annnities,  for  comparison  with  other  tables,  or  for  exa- 
mining  the  effect  of  a  change  in  the  mortality,  and  the  want 
may  even  increase  with  the  facility  for  satisfying  it. 
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On  the  correlation  of  acting  probabilities. 

By  S.  D.  Wicksell. 

In  a  paper  printed  in  this  journal  n:r  4 — 5  1916,  I  have 
treated  the  problem  of  correlation  in  bomograde  statistics. 
This  led  in  the  case  of  constant  acting  probabilities  to  the 
discussion  of  an  extension  of  the  theorem  of  Berjsoulli  to 
embrace  the  occurrences  of  two  attributes. 

If  in  a  population  of  5  individuals,  which  is  observed 
with  regard  to  the  number  of  occurrences  of  two  attributes 
A  and  B,  we  find  that  7ii  individuals  have  both  the  attri- 
bute  A  and  the  attribute  B,  n,  individuals  have  A  but  not 
B,  W3  have  B  but  not  A  and  7i^  have  neither  A  nor  B,  the 
data  may  be  arranged  in  a  so-called  fourfold  table.  Usually 
this  has  the  following  form: 


B 

Not  B  i 

A 

n, 

W2 

h 

Not^ 

na 

n. 

8  —  h 

k 

s-k 

s 

Here  /i,  +  n,  =  h\    n^  +  W3  =  k;    «,  +  «,  +  71,  +  m<  = 


The  problem  then  arises  to  find  a  measure  of  the  degree 
of  association  betwecn  the  attributes  A  and  Ji .  In  our  artide 
referred  to  we  followed  up  the  line  of  thought  indicated  by 
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Charlier  tliat  sucli  a  measure  is  given  by  the  coefficient  of 
correlation  of  the  random  variation  of  h  and  k,  arising  when 
observations  of  s  individuals  are  supposed  to  be  repeated  a 
large  number  of  times  under  identically  the  same  conditions. 
This  led  to  the  extension  of  the  theorem  of  Bernoulli  to 
the  case  of  two  attributes.  When  the  question  is  to  mea- 
sure the  association  between  A  and  B  this  line  of  thought 
is  really  perfectly  adequate.  As  we  are  only  interested  in  the 
conditions  underlying  the  actually  observed  fourfold  table, 
it  is  appropriate  to  ask  for  the  coefficient  of  corrcJation  of 
the  number  of  occurrences  of  A  and  B,  when  the  observa- 
tions are  thought  to  be  repeated  under  the  same  conditions, 
that  is,  when  the  acting  probabilities  remain  constant. 

In  this  connection,  however,  there  arises  another  pro- 
blem of  very  great  importance  for  statistical  theory.  It  is 
this:  what  will  be  the  coefficient  of  correlation  of  the  number 
h  of  ^:s  and  the  number  k  of  B.s,  when  we  actually  have 
observed  a  large  number  of  fourfold  tables  for  which  the 
conditions,  that  is  the  acting  probabilities,  are  varying,  and 
how  are  we  to  find  the  coefficient  of  correlation  of  the  acting 
probabilities  themselves?  This  problem  leads  to  an  extension 
of  the  theorem  of  Lexis  by  which  it  is  made  to  embrace 
the  case  of  two  attributes,  and  was  also  briefly  dealt  with 
in  the  cited  artide. 

It  is  obvious,  on  account  of  the  law  of  great  numbers, 
that  the  greater  the  number  s  of  individuals  in  each  four- 
fold table  the  more  strictly  proportional  the  numbers  h  and 
k  will  be  to  the  acting  probabilities  of  the  respective  popu- 
lations.  It  is  also  obvious  that  when  the  conditions  really 
vary,  the  coefficient  of  correlation  of  h  and  k  will  be  the 
more  nearly  equal  to  the  coefficient  of  correlation  of  the  acting 
probabilities  the  greater  s  is.  This,  which  may  be  termed 
the  law  of  multiple  great  numbers,  we  shall  rigorously  prove 
in  the  following,  discussing  also  some  interesting  consequences. 

Another  problem  also  we  shall  discuss,  which  seems  to 
be  of  great  importance  for  the  statistical  method  known 
as  the  method  of  »comparison  of  series»  ^  (in  German 
»Die   Methode   der   parallelen    Reihen»)-.     It  is  this:    If  two 

^  BowLEY:  Elements  of  statistics  p.  168  ff. 

'  A.  Kauffman:  Theorie  und  Methoden  der  Statistik. 
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populations  of  which  one  contains  s  individuals  and  the  other 
s^  individuals  are  to  be  compared  with  regard  to  the  occur- 
rences  of  a  certain  event  or  cliaracter,  or  with  regard  to 
the  occurrences  of  two  different  events  or  characters,  and 
if  to  this  end  we  count  off  the  number  h  of  occurrences  in 
the  first  population  and  the  number  k  of  occurrences  in  the 
second  population  and  repeat  this  at  different  times  or  in 
different  localities  etc,  how  is  the  coefficient  of  correlation  of 
the  acting  probabilities  for  the  two  events  to  be  found  from 
the  coefficient  of  correlation  of  the  numbers  of  occurrences? 
On  account  of  the  law  of  great  numbers  it  is  obvious  that 
if  s  and  s,  be  infinitely  great  the  two  coefficients  will  be 
equal.  But  on  account  of  random  variation  in  the  occur- 
rences it  may  be  presumed  that  Avhen  s  and  6t,  are  not  im- 
mensely  great  the  correlation  of  occurrences  will  be  weaker 
than  the  correlation  of  the  "acting  probabilities. 

Before  proceeding  to  a  discussion  of  the  problems  here 
sketched  we  shall  briefly  recapitulate  some  of  the  results  of 
the  preceding  artide. 

Prohlem  I.  A  population  of  s  individuals  is  observed 
with  regard  to  the  occurrences  of  two  attributes  A  and  B. 
If  the  probability  for  an  individual  to  possess 

the  attribute    A  \s  p         (1  —  p  =  q), 

»  »  B  is  p^        {^—Pi  =g,), 

both  the  attributes  .1  and  B  is  .i\, 

to  find  the  correlation  function  and  its  characteristics  for 
the  number  of  occurrences  7i  of  A  and  k  oi  B  when  a  great 
number  of  such  populations  are  observed. 

Case  I.  The  theorem  of  BernouUi  extended  to  two  attri- 
butes. The  acting  probabilities  p,  Pi  and  ,r,  are  constant  for 
all  individuals  in  all  the  populations. 

Theorem  1.     If  wc  put 

yfj  =  p—.i\ ;    -T,  =  /),  —  ./ , ;    7r^  ==  1  —  rr,  —  -u  —  /r.,, 
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the    sought    correlation    function    will    be    the   coefficient   of 
Q^^y^  in  the  expansion  of  the  multinomial 

(1)  (rr,  .  xy  +  yr,  .x-^  it^.y  -^  ;tJ-\ 

Theorem  2.  If  sjpq  and  SiP^g^  are  not  small  the  correla- 
tion function  B  {h,  k)  will  be  of  the  type  A  of  Charlier.  If 
we  put 

^  7t,—pp, 


Vpqp.q, 

^      h  —  sp            k  —  spi 
b  =  — z —  ;    ';  =  — :: ' 


and 


(2)  '^(i-..,)  =  r^7r=.^'''^'""""""- 

we  have 

(4)       B{h,  k)  =Bisp  +  io,  sp,  +  t,a,)  = 

=  ~ \<Po (-^  ';)  +  2  l^iJ'Pij ^^'  ''">  • 

The   coefficients  /:?y  for  i  +  j  =  3  and  4  are  given  in  the 
previous  artide.     The  orders  of  magnitude  are  the  following: 

for  i  +  j  —  3  the  coefficients  are  of  the  order  of 

magnitude  of      - 
Vs 

for  i  +  i  ~  4  and  6  the  coefficients  are  of  the  order  of 

magnitude  of 
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for  i  +  y  =  5,  7  and  9  the  coefficients  are  of  the 

order  of  raagnitude  of 

for  /  +j=8,   10  and   12  the  coefficients  are  of  the 

order  of  magnitude  of 
etc. 


1 


1 

5- 


Corollary  a.     If  5  is  very  great  the  correlation  of  h  and 
/.•  will  be  normal  and 


CoroUary  b.     The  regression  is  always  linear. 

Theorem  3.  spq  and  sp^Qi  amount  only  to  sorae  few 
units  (are  for  instance  smaller  than  10)  and  ä  is  not  very  small. 
The  correlation  is  then  of  type  B.  The  correlation  function 
B  Ui,  k)  may  be  developed  in  a  series  which  begins  with  a 
certain  transcendental  (given  in  formula  (59)  of  the  cited 
paper)  and  of  which  the  following  terms  contain  the  suc- 
cessive    differences    for    unit   interval  of  this  transcendental. 

Corollary  a.  sp-  and  sp\  are  very  small.  Then  we  have, 
putting 

71.  pp. 

(5)         B  [K  /,)=e-(>.+^..)^j^-^'|^]  +  ^^^r    (Ä-/.)(^--/.jj. 

This  is  what  becomes  of  Poisson's  limit  to  the  point 
binomial  when  two  attributes  are  regarded.  We  shall  call 
it  the  limit  to  the  multinomial  for  rare  events. 

Corollary  b.     Here    also    the    regression  is  strictly  liiiear. 

Theorem  4.  VVhen  case  I  is  under  considcration  the  mo- 
ments of  the  second  order  of  h  and  k-  al)Out  the  means  are 
given   by 
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(6)  r,,=s{7t,—pvx)^ 

and  the  coefficient  of  correlation  by 


[6*) 


V 


rqpiQi 


Case  II.  The  theorem  of  Lexis  extended  io  two  aitrihutes. 
The  acting  probabilities  y,  Pi  and  tTi  vary  from  population 
to  population,  the  characteristics  for  their  variation  being 
the  following: 

the  mean  of  p  =  j^ 
the  mean  of  pj  =  f^ 
the  mean  of  ity  =  7r^ 

the  dispersion  oi  p  =  Gp 

the  dispersion  of  p^  =  Op^ 

the  coefficient  of  correlation  of  p  and  Pi=rpp^. 

Theorem  5.  The  moments  about  the  mean  of  the  second 
order  are 

G^^  =  '}'2o  =  spq  +  s{s—l)Gp 

(7)  GG^r=V^^  =  s{TC^—pp^)  +  s{s—\)  GpGp^Vpp, 

«1  =  ''o2  =  sp,q^  +  s{s—\)Gp\ 

The  variation  in  jt^  has  no  effect  on  the  moments  of  the 
second  order. 

Consequently  we  have  for  the  coefficient  of  correlation 
of  h  and  k 

^^  SJTT^  —  pPl)  +  s(s—l)GpGp,rpp, 


Vspq  +  s{s  —  l)(jp  .  Vsp^qi  +  s(s—  l)Gpi 

Theorem  6.  If  in  the  notation  of  theorem  1  we  have 
for  the  probabilities  of  the  four  possible  combinations  of 
attributes  in  an  individual,  of 
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the  first  population:     ;t<,'^  :i{p,  7r^l\  .H*', 
»     second        >>  7r<f>,  n^^\  7i^^\  n^l\ 

.>     third  »  ri'3),  7r<f,   rrf,  rr*^, 


the  xV:th  population:  ^c^^),  7if\  /r',^),  tt*,^), 
and  \ve  put 

5<»>(Ä,  il-)  =  coefficient  of  x^i/  in  (rr'/')^;?/  +  .T',*)a:  +  rr*/")?/  +  jt,)', 
the  correlation  function  of  h  and  ^'  will  be  given  by 

(9)  L{h,l')  = 

=  -^ [5<>)(Ä,  it)  +  5(2)(Ä,  k)  +  B^^\h,  A-)  +  •  •  •  +  5(^'(Ä,  k)-] . 

It  can  also  be  developed  in  series  of  the  types  A  and  B. 
So  far  the  recapitulation  from   the  previous  artide.    We 
shall  now  proceed  to  the  further  discussion. 

Theorem  7.     Dividing  (8)  by  s{s — 1)  we  ha  ve 

(10)  r=    * 


K^^-vYri-^.' 


Hence  we  see  that  for  5  very  great  we  have 

(11)  r  =  rpj„. 

This    forms    the    demonstration   of  what  we  have  called 
the  law  of  multiple  great  numbers. 

A  necessary  condition  for  (11),  hoivever  great  s  matj  be,  is  that 

<r,,  and  »/p,  shall  be  of  a  greater  order  of  magnitiide  than 
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If  Op  and  Gp^  are  of  a  smaller  order,  then  even  in  the  case 
when  p  and  j)^  are  uncorrelated,  so  that  rpp^  =  0,  any  value 
of  the  correlation  coefjicient  r  is  possible. 

Theorem  8.  Correlation  oj  occurrences  of  non-associated 
attrihutes.  In  a  population  two  attributs  A  and  B  are  gene- 
rally  said  to  be  non-associated  if  the  transfer  (term  due  to 
Pearson)  Tti — ppi  is  zero.  This  requires  that  for  all  indi- 
viduals  within  the  population  j),  p,  and  :r^  shall  be  constant, 
and  implies  that  an  individual  having  the  attribute  A,  is 
equally  likely  to  have  the  attribute  B  as  an  individual  who 
has  not  the  attribute  A . 

We  shall  now  look  into  what  becomes  of  the  correlation 
coefficient  r  when  the  attributes  within  each  separate  one  of 
the  N  populations  are  non-associated.  We  then  have  for  all 
the  populations 

Hence  it  follows  that  the  mean 

^1  =  VVi.  +  (^p<Jpi^ppi, 
or 

(12)  yit  —  'PPi  =  OpGp,.  rpp, . 
This  gives  us,  according  to  (7), 

(13)  r,,  =5-(7p(Tp,  .?>!. 

Denoting  by  v^i{x,y)  the  »correlation-moment»  of  any  pair 
of  characters  x  and  y,  we  thus  find  that 

(14)  t^n^J'  j]  =  ''niV^Pi)- 

This  implies  that:  If  A  and  B  are  non-associated  the 
correlation-moment  of  the  relative  number  of  occurrences  of 
A  and  B  is  equal  to  the  correlation-moment  of  the  acting 
probabilities. 
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It  does  not  follow,  however,  that  the  coefficient  of  corre- 

lation  of        and       (which  is  equal  to  the  coefficient  of  corre- 

lation  of    Ji    and    A)  is  equal  to  ry,;„.      Indeed,  from  (10),  we 
have 

(15)  r=     Op^^P^rpp, 


}/^'U'-'.r;]/'^''^^  + 


5—1 

s  s 


and,  hence,  r  =  Vpp^  only  if  s  is  infinitely  great. 

Now  in  practice,  the  case  will  be  the  following:  From 
the  correlation  table  of  h  and  k  the  means  m  and  m,  and 
the  moments  r^o,  ''u  and  Jq,  are  computed  in  the  ordinary 
way. 

Hence  we  have.  5  being  known, 

(Ib)  p  =  ~;     p,=   ^', 

and 

(1/)  r  = 


From  (7)  we  see  that 

S{.S—1)  Op-  =.  J'20  —  wi      1 > 

(18)  ^^ 

«  (5  —  1  )  (7p]  =  )•„,  —  W,  ( 1  —  ^'^^'  j 

Thus,  from  (13),  if  s  be  not  small 

(19)  rpp,= 


l/,,„-n^(l--)-l/..-,n.(l-7) 
Or  dividing  by  Vr.,„r^^,  we  have,  according  to  (17). 
(20)         r^r,,,,!/!-''*^-'-^"^  l/l-'^^'^*-'^'^ 

'  .SI'  '  Ml' 
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and  it  follows  that  in  the  oase  of  non-associated  attributes, 
we  ha  ve  r<Tpp^.  Further,  when  the  moments  and  the  coeffi- 
cient  of  correlation  r  of  the  occurrences  of  /I  and  B  are 
computed  from  the  observed  correlation  table,  the  »actual» 
coefficient  of  correlation  Vpp^  can  be  found  from  (20). 

When  the  attributes  are  associated,  tt^  can  be  found  by 
dividing  the  mean  of  n^,  that  is  of  the  number  of  co-occur- 
rences  of  A  and  B,  by  s. 

The  mean  of  n^  being  n,,  we  have,  indeed, 

n, 

TT,  =  —  ' 
S 

and  subsequently  computing  p  and  p^  from  (16)  we  find  Vpp^ 
from  (8)  or  (10). 

Corollary.  When  p  and  2?i  are  very  small  formula  (20) 
can  be  modified  in  an  important  way.  Obviously  then  we 
may  put 

s  —  m  s  —  m, 

s  ,s 

and  consequently 

(21)       r-^r„yT^fyi 


m. 


In  this  case  we  need  not  know  the  number  of  com- 
parison  s.  This  is  an  important  feature  of  Bortkiewicz, 
law  of  small  numbers. 

We  shall  now  deal  with  the  other  problem  mentioned  in 
the  introductory  pages.  Hence  it  will  be  seen  that  the 
coefficient  of  correlation  of  the  acting  probabilities  in  com- 
parative  series  will  be  given  by  formulae  identical  to  (20) 
and  (21),  with  the  slight  modification  necessary  on  account 
of  the  numbers  of  comparison  s  being  different  in  the  two 
series. 

Problem  II.  Two  populations,  one  consisting  of  s,  the 
other  of  s^  individuals,  are  observed,  the  first  with  regard 
to   a   certain   event   or  attribute  A,  the  second  with  regard 
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to  another  (or  the  same)  event  or  attribute  B.  The  acting 
probability  of  A  being  p  and  of  B  being  p^ ,  to  find  the 
correlation  function  and  its  characteristics  for  the  number 
h  of  occurrences  of  A  and  the  number  k  of  occurrences  of 
B,  when  similar  observations  are  repeated  a  great  number 
of  times. 

The  events  A  and  B  are  thought  to  be  independent  of 
each  other  in  the  sense  that  the  occurrences  of  A  in  tl)e  first 
population  exert  no  influence  on  the  occurrences  of  B  in 
the  other  and  vice  versa. 

Case  I.  The  acting  probabilities  p  and  p^  are  constant 
throitghout  the  repetitions.  As  the  populations  are  separated 
from  each  other  the  occurrences  h  and  k  must  in  this  case 
be  independent  of  each  other.  Accordingly  we  have  for  the 
correlation  function  the  formula 

(22)       BssAh,k)  =  Bs{h).Bs,{k)  = 

\s  Is, 

The  moments  up  to  the  fourth  order  are,  as  may  easily 
be  verified\ 

m  =  sp;  7n,  =  Sip, , 

''2o  =  spq',  '',1  =  0;  ''o2  =  >5i7>i7i. 

i'30  =  —''2oip  —  q);  ''21  =  0;    r,2  =  0;  >'03  =  —  >'o2iPl—Ql)' 

''40= '':o(l  — 67>g)  +  3>',i;  r3,=0;  V22  =  0;  J',3  =  0;  ro«=  j'o,(1  — 6p,g,)  f  3r„; 

Theorem  9.  If  spq  and  sp,g,  are  not  small  /?«,,(/?,  k) 
may  be  dcveloped  in  a  rapidly  converging  series  of  t^-pe  A  . 
In  formula  (4)  we  have  only  to  put  r  =  O  and 

iiij  =  0  when  either  i  or  j  is  equal  to  1  or  2, 

jiij  =  fiio .  fioj    when  neither  i  nor  j  are  equal  to  1  or  2. 

The  coefficients  fiio  and  [i^j  are  the  same  as  the  corresponding 
coefficients    of    (4)    when,  in  the  case  of  ,rfoy,  S|  is  put  for  s. 

'  Compare  our  previous  artide  or  Charlier:  Die  strennf  Form  des 
Bernoullischen  TheoreniB.     Medd.  fr.  Lunds  Astr.  Observatorium  n:r  43- 
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Theorem  10.  spq  and  s^p^qi^  are  not  great  and  sp-  and 
spi  are  negligible.     Then 

(24)  £„,(,.,,)  =  ,-...;..,  g 

where 

'/.  =  sp  =  m ;     /.,  =  6",  p^  =  m^ . 

Far  more  interesting  here,  bowever,  is 

Case  II.  The  acfing  probabilities  p  and  p^  vary  jrom  repe- 
tition to  repetition. 

Theorem  11.  Let  the  number  of  repetitions  be  denoted 
by  N  and  let  the  acting  probabilities  be  in  order  p^^\  p[^^; 
p{2)^  p(2).  p{3)^  p(3).  _  _  p(iV)^  p{N)_  Then,  asis  easily  demonstrated, 
the  correlation  function  will  be 


iV 


s\s, 


(26)  Lii,  k)  =  _1. 2 g^4|p^ P'0'W"'-':  P'/"V;'-" 

The  moments  around  the  origin  are  here 
(26)  r'a,,=  yy,h-k''L{h,k). 

This  can  also  be  written 

when  we  introduce  the  >>Bernoullian»  moments 

1   aO\-D     )  —  ^n^\j^ gP       1  • '«■    ' 

/,  =0  !—  !— ^ 

A=0  !—  !— ' 
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As  is  well  known  we  liave' 

Thus   the   moments  of  tbe  first  and  second  order  of  L{h,  k) 
will  be 

1    -^ 


y\o  =  m  =  y^^^s  ;>"■), 


1    -^'i 


"'^o=!.i[5p<''S<''  +  5«/)<''^], 


»-1 

A' 


'''h    =    AT^-^?'*"--^!?^!''. 


1  =  1 


'''o3  =  likpM'+*ipr]- 


N 


Hence,  in  the  same  notation  as  before,  putting 


I    ^  1    -^' 

t-l  i=l 

,    .v  ,    .v 


i- 1  ""     i"  1 

1      '^ 


I- 1 

it  follovvs  that 

(27)  m  =  sp;     ?/<,  --  sp, 


'  Compare  tlio  pn-vious  nrticle. 
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and  after  some  reductions 

j^'20  =  spq  +  s{s  —  l)a],  +  S'p-, 
(28)  r',1  =  ss,OpOpj-pp,  +  sp  .  s^p^ , 

'''02  =  <5i  p,  q,  +5,(5,-1)  Opl  +  s\p\. 

And  it  is  obvious   that  the  moments  about  the  mean  of  the 
second  order  are  given  by  the  formulae 

y-,o==spq  +  s{s—l)<fp, 

(  29 )  »'i  1  ==  5  5,  (Jp Op,  Vpp^ , 

The    first    and  the  last   of  formulae  (29)  are  the  well  known 
expressions  for  supernormal  dispersion. 

From  the  formula  for  r,,  it  further  follows  that 

(30)  ''u(^'|)==''u(?^>2J.). 

wliich  is,  mutatis  mutandis,  the  same  formula  as  in  theorem  8. 
Finally 

('^\\        r=  sSiGpGp^rppi 


Vspq  +  s{s~l)a],.  Vs^p.q^  +  s,{s,  —  l)apl 
Theorem  12.     From  (31)  we  ha  ve 


(39)  /•  =  O^p  ffpi  ^i>i 


'         S  S  '  Si  .9, 

Hence  it  is  clear  that  when  5  and  5,  are  infinitely  great 


r  =  r 


ppi- 


Accordingly,  as  might  be  supposed,  we  have  come  back 
again  to  the  law  of  multiple  great  numbers. 
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Theorem  13.  If  from  the  correlation  table  the  moments 
m,  w,,  j',0,  r,,  and  r^.  are  computed  in  the  ordinary  way, 
we  shall  ha  ve 

771  m. 


5(s— !)(/;=  r,o  — m|l  — '"j;    s,{s,  —  \)iij,\  -  r„,  —  w.  jl  —  "^' ) 
and  when  s  and  ^j  are  not  small 

'■'       =  r  =  r,,.  l/l  -  ^'^-^-^^  .  l/i_^.f*.-''^7) . 


I     >^,^,  ,  0, 


Theorem  14.     When   /;   and  p^  are  very  small  m  and  m, 
can    be    neglected  as  compared  witb  s  and  5i ,  and  we  have 


(34) 


.■=,>„l/i-;;  l/.-™; 


From  (34)  we  can  consequently  find  rj,p,  from  r  without  5 
and  s^  being  known. 

It    will    be    appropriate  here  to  make  some  remarks  on 
formulae  (33)  and    34).     The  quantities 

^    m{s  —  m)  '     mjsi  —  7n^) 

are  generally  called  the  »Lexian  ratios»  or  the  »error  exce- 
dents».  (In  German  »Fehlerexcedenten».)  Their  excess  över 
1  measure  the  supernormality  of  variation  in  the  two  series 
that  are  to  be  compared.  It  is  obvious  that  formulae  (33) 
and  (34)  should  not  be  used  when  this  supernormality 
is  very  slight.  The  coefficient  r  is  an  observed  quantity. 
Through  errors  of  sampling  it  may  be  different  from  zero  even 
in  the  case  when  the  series  have  normal  or  nearly  normal 
dispersion,    though    in   this   case  the  »theoreticaU  vahie  of  r 

is    correspondingly    small.      The    factor    |/l—        |/l—  ,, 
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\ 

will,  however,  in  such  a  case  be  nearly  zero.  If  then  we 
should  try  to  compute  rpj,^  from  (33)  or  (34),  the  error  of 
sampling  in  r  will  be  extensively  magnified,  so  tbat  it  may 
bappen  tbat  tbe  value  found  for  Vpp^  is  quite  illusory.  It  may 
even  ocoasionally  be  found  to  be  greater  tban  unity.  In 
order  to  reduce  tbis  error  of  sampling  it  is  necessary  to 
bave  at  our  disposal  a  number  of  repetitions  wbicb  is  the 
greater  according  as  tbe  supernormality  of  variation  of  the 
two  series  is  tbe  less  prominent.  Or  else  great  supernorma- 
lity should  be  secured  by  baving  recourse  to  series  of  which 
s  and  5j  are  great  enough. 

If  tbe  series  are  only  slightly  supernormal  tbe  true  value 
of  r  is  very  near  to  zero.  The  mean  error  in  r  is  then  nearly 
equal  to 

1 

wbere  N  is  the  number  of  repetitions.  In  order  tbat  we 
might  expect  a  value  of  r  which  exceeds  its  mean  error,  we 
should  bave  to  take  N  so  great  as  to  make 

or 

N>    '  ^^^^ 


rpp{{L^-l){L\-\) 


Supposing  Tpp^  to  be  in  any  way  considerable,  say  to  exceed 
0,2  5,  we  should  be  safe  in  taking 

N  >  ' 


(L2-1)(L;-1) 

]f  for  instance  we  bave  Z^  =  l,i,  Ll  =  l,i  we  ougbt  to 
bave  N  at  least  greater  tban  some  2000.  If  Vpp^  is  greater 
tban  0,2  5  ^  can  be  correspondingly  decreased. 

But  if  L^  ==  2,  L\  =  2  we  could  work  with  a  series  for 
which  N  is  only  65. 

Skandinavisk  Aktuarietidskrift.    1018.  i;i87      8 
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However,  we  need  not  enter  into  any  auch  considera- 
tions  when  the  series  are  really  of  a  supernorraality  in  any 
way  considerable.  The  theory  gives  then  a  value  of  Vppi  and 
its  mean  error,  and  notbing  more  could  justly  be  asked  for. 

Before  going  över  to  illustrations  of  tbe  method  by 
numerical  examples,  a  couple  of  other  cases  that  are  liable 
to  occur  should  be  discussed. 

Case  III.  The  numbers  oj  comparison  s  and  5,  vanj  from 
repetition  to  repetition,  while  the  acting  probabilities  p  and  /), 
remain  constant.  Let  tbe  values  of  s  and  5,  in  the  /:th  re- 
petition be  denoted  by  s'''  and  *'/'.  Then  the  correlation 
function  of  the  number  of  occurrences  h  and  k  in  the  two 
series  will  be 

(35)     P.  (/-,  k)  ^  1.2  i;,  |gL  ,|,  igL  ,  P"^'"'-'  PtS?"'-^ 

The  moment  about  the  origin,  defined  by 

ya,  =  ^^h-k^P,{h,k), 
h    k 

can  then  be  written  in  the  form 


1-1 


Hence  we  obtain 

1    ^ 

1 


where   5    and  ä,  denote  tho  mean  values  of  .s  and  .<?,  for  the 
whole  series  of  repetitions. 
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Further 


N 

N 


(37)  '''n=^,2*'"*'''?'?'^' 

i=\ 

»  =  l 

Denoting  the  dispersion  of  the  s**'  by  a^,  the  dispersion 
of  the  sf  hy  Os^  and  the  coefficient  of  correlation  between 
6^''  and  sf  by  r^i,    we    easily    find   that  (37)  may  be  written 

'''20  =  spq  +  s^p'  +  j?al, 

(3S)  J''i,  =  SS^pp^   +  pp^  (JsOs^Vssi, 

'''oi  =  SiPiQi  +  sUA  +  ?^K. 
Hence,  obviously,  the  moments  about  the  mean  are 

''20  =spq  +  p^ol, 

(39)  J'ii  =  pp^OsOsJss,, 

t\2  =  s,p,q,  +  p\Os\, 
and  it  follovvs  that 


(40)  r  =-- 


V-^l^"-^V^>'t^< 


Thus,  correlation  between  h  and  Ä;  may  arise  on  account 
of  a  correlative  variation  in  s  and  s^ . 

Now  we  shall  not  discuss  this  correlation,  because  it 
may    be    wholly   removed  by  proceeding  in  another  manner. 

To  fix  the  ideas  somewhat  let  the  observed  number  of 
oceurrences  in  the  i:th.  repetition  be  denoted  by  ^^  and  B''K 
Then,    instead   of   working   with  the  correlative  variation  of 
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Ä*'*  and  Å-"',   let  us  takc  the  relative  frequencies  of  .4  and  B 

,.,  .    ,  ,    and    find    the    moments  of  their  correlation  surface. 

Denoting  these  moments  b}'  /<'„  ;  and  n,,  t  we  evidently  have 


(41)      ."'«,^=v 


y 


^  \h  l.s"'  -  // 
/,_oL_l 


/r'-M!:i" 


-  lA-l.s'"  — /.• 

-.a  I I I 


A-O 


k\-^ 


Hence 


(42) 


1-1 

1     ^' 

1=1 


1=1 

A' 


pq 


N 


PPi=-PIh, 


j-i 


1'^^-- ]st^\m  +?^;-  5(0)  +?^.' 

1=1^  * 

where  5<^>  and  s*,"'  denote  the  harmonic  means  of  c'  and  5, 
Fiirther,  clearly 


.".n  = 


(43) 


and  it  foUows  that 


_Vq 

'  -o         ,5(0)  ' 

,".1  =  0. 

u      ='^''''' 
•    '^^  5(0) 


r  =  0. 
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Herice  vve  find  the  important 

Theorem  15.  When  the  acting  probabilities  are  constant 
and  the  numbers  of  comparison  s  and  5j  vary,  the  correla- 
tion  in  the  variation  of  s  and  5,  will  have  no  influence  what- 
ever  upon  the  correlation  of  the  relative  numbers  of  occurrences. 

Employing  now  instead  what  Charlier  terms  the  reduced 

.  s'        .  s' 
statistical    series   /i'''  -,-, ,  B^'i  ~~ ,  where  s'  and  s\  are  arbitrary 

bases  of  reduction,   we  find  for  the  moments  in  the  correla- 
tion table  the  formulae 


(44) 


'''io  =  «>;  »''oi  =  s',/>M 


s  s 

^To)P^;    ''.1=0;    ''o:  =  -' 


'2 


''20=  To)?^^;    ''.1=0;    r,,  =  -^j2>.^. 


Thus  taking  for  s'  and  s\  the  values  5'"'  and  s^^^ 
(45) 

Hence,  we  arrive  at  the  following  theorem,  which  has 
before  been  demonstrated  by  Charlier. 

Theorem  16.  When  a  statistical  series,  for  which  the  acting 
probability  is  constant  but  the  number  of  comparison  s 
varies,  is  reduced  to  the  harmonic  mean  of  s  as  basis,  the 
mean  and  dispersion  will  be  given  by  the  same  formulae  as 
in  the  simple  Bernoullian  case  where  s  is  constant. 

To  this  we  may  add:  When  two  parallel  series  are  consid- 
ered  the  correlation  coefficient  of  the  reduced  elements  is 
zero  whatever  may  be  the  basis  of  reduction  and  however 
strong  the  correlation  of  the  variation  in  the  numbers  of 
comparison  may  be. 

As  Charlier  has  pointed  out,  the  variation  in  s  and  s, 
generally  will  be  small,  and  then  the  arithmetic  means  may 
as  well  be  taken  as  bases  of  reduction. 

There  remains,  however  a  fourth  case  to  consider. 
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Case  IV.  The  numhers  oj  comjmrison  s  and  5,  as  well  as 
the  acting  probabilities  7)  and  ;;,  vary  from  repetition  to  repe- 
tition. 

In  this  case  the  correlation  function  will  be 

,_ll_l L_l_J 

For  the  moments  we  find  here  by  a  process  similar  to 
that  used  above 


'10        \r  ^i'^    r    ' 


(47) 


t-i 

N 

N 


1 


1-1 


'''-=at2^^''';'"'?"'  +  «"''/'^''')' 


1  ^ 

(48)  '''n  =  i2«^'*«'*''r^">'''' 


1-1 

N 


r',.  =  ^y{s^!^l^i^q'P  +  sfp^f}. 


Now  the  formulae  cannot  be  used  unless  the  variations 
in  p  and  p^  are  independent  of  the  variations  in  s  and  s,. 
In  this  case  we  find  after  some  algebraie  work 

''20  ^spq  +  s{s—l)(j},  +  alp-  +  (J^yp, 
(49) 

''02  =  «./^'?i  +  *i(«i  —  ^)'^p]  -^-  '^»>?^'  +  ff»!'^/.; . 
If    instead    of    the   absolute    niinibers   of  c>ccurrences  Ä"' 
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and    Ä;'''   we    use   the  reduced  numbers  /i'*'  ,.,  ,  ¥^^ -^^   we  find 
for  the  moments  the  formulae 


(50) 


ä(0)-  -^  'p(*')^(»') 


"'.  =  S-2(^  +  /'"1. 


0(0)5(0) 
(51)  '''u  =  -^^-2?^''M^ 


1  =  1 

N 


j=i 


^''n.,  =  ^-  y  Kli-^  +  ^)(»r 


1=1 


Hence,  for  the  moments  about  the  mean  we  obtain  the 
formulae 

,^„  =  5(0)pg  +  5(0)(5(0)-l)ff|  +  .s(0)'c7^,o>r^,,j,„ 

where   Opq,  fJi/s,  fpgjjs  denote   the  dispersions  and  coefficient 
of  correlation  of  the  quantities  p^^^q^^^  and  1/5^*^ 

It  will  be  seen  that  the  terms  in  Op  and  in  r^g, i/s  are  multi- 
plied  by  the  same  power  of  s^^^K  If  s'*^'  is  a  great  number, 
and  if  s^^^pq  is  also  fairly  great  i/s  must  be  of  a  smaller 
order  of  magnitude  than  pq.  Thus,  when  there  is  actually 
supernormal  dispersion,  generally  0]js  is  of  a  smaller  order  of 
magnitude  than  Opgi  but  Opg  is  always  smaller  than  Gp.  Hence 
it  follows  that  the  last  term  in  }\g  and  r^j  usually  can  be 
neglected  as  compared  with  the  second  term, 

Theorem  17.  If  s  and  s^  as  well  as  p  and  p,  vary,  and 
we  work  with  reduced  series,  the  dispersion  and  correlation 
formulae    of    Case    II    will    generally    be    applicable,    if  only 
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s^'^1  pq  aiul  5*,^'/;,^,  are  fairly  large.  In  other  cases  the  formulae 
are  applicable  if  the  variations  in  the  quantities  p*''^'"  and 
p(«)gr(»)  are  independent  of  the  variations  in  l/^*''  and  1/ä</>. 

Elimination  oj  time-jactors.  Verv  often  statistical  series 
that  are  to  be  investigated  consist  of  elements  observed  at 
different  times.  It  is  then  generally  the  case  that  the  acting 
probabilities  are  correlated  to  the  epoch  of  action.  Thus 
there  may  be  both  secular  and  periodical  variation  in  the 
acting  probabilities.  The  secular  variation  may  be  linear 
or  parabolic  of  the  second,  the  third  degree  etc,  and  the 
periodical  variations  may  be  of  anj'^  description.  If  for  in- 
stance  we  considcr  the  number  of  deaths  at  a  certain  age  in 
different  months  during  the  last  twenty  years,  then  the  acting 
probabilities,  i.  e.  the  true  death-rates,  will  show  a  steady 
decrease  during  the  twenty  years  and  simultaneously  a  yearly 
periodical  variation;  but  there  may  also  be  irregular  varia- 
tions that  are  not  correlated  to  time.  Taking  the  yearly 
death-rates  at  a  certain  age  there  will  be  a  secular  decrease 
and  perhaps  other  periodical  and  oscillatory  variations.  Thus 
there  will  be  a  strong  supernormal  dispersion,  and,  if  two 
series  are  considered,  a  strong  correlation,  due  chiefly  to  the 
time-factors  common  to  the  acting  probabilities  in  both  series. 
However,  in  investigations  of  this  kind,  the  chief  interest  lies 
in  the  study  of  the  dispersion  and  correlation  between  the 
oscillatory  variations  which  remain  when  the  time  factors  have 
been  removed.  When  there  are  no  periodical  fluctuations  the 
problem  of  isolating  the  oscillatory  variations  presents  no 
serious  difficulties.  The  secular  components  may  be  removed 
by  the  method  of  Charlier,  or  the  whole  investigation  may 
be  carried  out  with  the  aid  of  the  variate-difference  method 
of  Pearson.  The  method  of  Charlier  applies  only  to  the 
case  of  linear  secular  variations,  but  it  could  easily  be  ex- 
tended  to  other  cases.  The  method  of  variate-differences 
seems  to  be  rjuite  general.  The  problem  of  removing  also  tho 
periodic  variations  has,  so  far  as  I  know,  not  yet  been  trea- 
ted.  Evidently  the  general  solution  of  this  problem  belongs 
to  the  theory  of  harmonic  analysis.  However,  the  statistical 
series  are  generally  not  cxtensive  enough  to  permit  of  any 
such    treatment.     As   it   is,  when  the  periods  are  not  known 
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a  priori  we  have  to  be  content  vvith  the  study  of  the  varia- 
tions which  remain  when  the  secular  components  have  been 
eliminated.  In  the  general  case  the  deviations  from  the  time- 
factor  in  two  adjoining  elements  of  the  same  series  need 
not  be  independent  of  each  other.  Indeed,  it  must  be  ex- 
ceedingly  common  for  some  sort  of  periodical  fluctuations  to 
arise  owing  to  the  fact  that  causes  of  disturbance  are  effec- 
tive  during  an  interval  covering  the  epochs  of  observation  of 
two  or  more  elements.  For  instance,  an  epidemic  may  go  on 
for  several  years,  thus  affecting  several  adjoining  death  råtes. 
And  in  a  still  higher  degree  this  will  take  place  wherever 
economie  conditions  have  a  sensible  influence  as,  for  instance, 
in  the  case  of  the  marriage  råtes  etc. 

Now,  in  the  method  of  Charlier  the  statistical  series 
is  smoothed  out  by  the  aid  of  the  method  of  least  squares. 
By  subtracting  the  ordinates  of  the  smooth  line  from  the  obser- 
vations the  residuals  are  obtained.  For  various  reasons  it 
will  be  clear  that  the  eventual  periodicity  of  small  period  in 
the  residuals  will  not  seriously  injure  the  result.  It  is  true 
that  the  method  of  least  squares  assumes  the  residuals  to 
be  independent  of  each  other.  But  it  need  be  so  only  on 
the  average.  If  there  is  a  periodical  variation  the  correla- 
tion  between  two  residuals  separated  by  one  half  period  will 
be  about  as  strongly  negative  as  the  correlation  between  ad- 
joining residuals  is  positive.  Hence  the  correlation  may  well 
be  small  on  an  average. 

However,  the  method  of  least  squares  will  in  all  cases 
here  in  question  give  fairly  »time-free»  residuals. 

In  the  case  of  the  variate-difference  method,  however, 
it  seems  as  if  the  eventual  interdependence  of  neighbouring 
elements  will  be  a  more  serious  factor. 

The  chief  condition  for  this  method  seems  to  lie  even 
in  the  independency  of  adjoining  residuals.  Assuming  the 
secular  variation  to  be  linear  and  denoting  by  oj  the  dis- 
persion  of  the  first  differences,  by  rj,  the  coefficient  of  cor- 
relation of  adjoining  residuals  and  by  ut  the  dispersion  of 
the  residuals  themselves,  we  have 

(53)  o-3  =  2oi(l  — r,,). 


122 

If  r,2  is  not  zero  there  h,  indeed,  no  way  of  determining 
it  (other  than  by  comparing  with  the  results  of  the  method 
of  Charlier)  and  the  method  will  not  give  the  value  of  ff^. 

In  the  following  we  shall  develop  a  method  which  is 
closely  relatcd  to  that  of  Charlier,  but  will  be  somewbat 
less  laborious  of  application. 

Taking  only  the  case  that  the  secular  variation  is  linear 
we  can  write  (at  the  time  /) 


(54) 


7^>  —c,=^a^t  +  if,. 


c,  c,  and  a,  a,  are  here  constants  and  i  and  i',  are  the 
time-free  residuals.  The  constants  are  found  by  the  method 
of  least  squares  in  the  following  fashion.  Exchanging  for 
the    »true»    values    of    ;)<')    and    p^P    the    »observed»    values 

-7^-j  ==  7r<'>  and     ^^j  =if'/',  we  have  the  equations  of  condition 

;,(0  ^c   +  at   +  i", 
(55) 

The  normal  equations  are 

M  =c+a.N—^—, 


(56) 


and 


(57) 


[t.r]  =  cN^-^^  +  laN{2N^-  +  3.Y  +  1), 
2  b 


\u,]=c  +  a^N  ^ 


[t.',]^c.N^''^  ^  +  ^^a,N{2N'  +  ^N+\). 


Tt  is  of  importance  to  note  that  this  determination  of 
c,  a,  Cl,  a,  is  of  a  character  to  make  the  means  of  i,  i',, 
ti,  t^i  vanish. 
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Hencc  we  have  especially 

(58) 

The  values  of  [tt],  [^/r];  [yr,],  [^ttJ  are  to  be  taken  from 
the  series  of  observations,  and  thus  a  and  a,  are  found.  If 
we  are  working  with  reduced  statistical  series  we  have 

\  m 


^[M  =  Jo)[^ 


1 

N 


and  similarly  for  the  other  series. 

Having  reoourse  to  the  equations 

pit)  —  c  =at  +  'i, 

we  find,  since  the  means  of  the  residuals  are  zero, 

N+  1 
V  —c  =  a       ^ — . 

(60) 

N+  1 
Pi  —  c  =  a,      ~"  • 

Further,  because  [t^]  and  [<^,]  are  zero, 


o]^=-^{N^—l)  +  oh 


(Gl)  (fpOjHr^in  =  ^{N'  —  l)  +  ff|ff|i»^n, 
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We  accordingly  have 


(62) 


(63)     r,>.= 


"^1    /AT-  ,  v 


Now  we  have  liy  (29) 

(64)      ..^^J^,[,,.-.,(i--;,)-^^;^'(^«--i)], 

When  there  are  only  secular  variations  of  p  and  p^  and 
no  periodical  or  oscillatory  fluctuations,  we  shall  have 

Numerical  examples.  Example  1.  We  shall  first  give  an 
example  of  Theorem  4,  that  is  of  the  theorem  of  Bernoulli 
for  two  attributes.  To  this  end  we  have  made  an  experi- 
ment. A  thoroughl}'  shuffled  pack  of  cards  was  laid  out  in 
the  following  way:  In  the  order  in  which  the  cards  were  taken 
from  the  pack  they  were  placed  in  13  heaps,  the  first  con- 
taining  »aces»,  the  second  »twos»,  the  third  s>threes»  etc. 
The  number  //  of  red  cards  on  top  of  the  heaps  and  the 
number  k  of  red  cards  at  the  bottom  of  the  heaps  were 
counted.  This  operation  was  repeated  30  times,  much  care 
being  taken  to  shuffle  the  pack  well  betwcen  each  repetition. 

The  number  /  of  heaps  having  red  both  at  the  top  and 
at  the  bottom  was  also  counted. 
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The  result  was  as  follows: 

Tahle  I. 


Trial 

h 

k 

1 

1 

4 

5 

0 

2 

8 

5 

3 

3 

7 

7 

3 

4 

6 

7 

2 

5 

6 

8 

3 

6 

6 

10 

3 

7 

9 

6 

3 

8 

8 

6 

3 

9 

8 

5 

2 

10 

7 

9 

4 

11 

8 

7 

2 

12 

9 

6 

4 

13 

9 

7 

4 

14 

8 

3 

2 

15 

3 

7 

2 

16 

7 

7 

3 

17 

4 

8 

1 

18 

8 

6 

2 

19 

8 

7 

2 

20 

6 

G 

1 

21 

7 

G 

2 

22 

8 

G 

2 

23 

1     » 

5 

2 

24 

6 

6 

2 

25 

4 

10 

3 

2G 

6 

6 

2 

27 

G 

7 

3 

28 

5 

9 

2 

29 

6 

6 

1 

30 

11 

6 

4 

Sum 

206 

199 

72 

H 

K 

L 

IL'6 

Arranging    all    the    observations    in    a    fourfold  table  we 
obtain 

Top 

Red  Black 


Bottom 


Red  12  =  L\       127 

Black       134 


199= ä: 


57         191 


206  =  ^'       184        390  =  5 


From  this  \ve  derive 


H 


^=0,5282  =?J 

-rr  =  0,5  102  =  />, 
o 


q    =  0,47  1  8 
q^  =  0,4898 


8 


=  0,1840  =  ;f| 


The  theoretical  values  are  easily  found  to  be 


V 

=  V2 

Pi 

-'U 

■fi 

=  v« 

Henoe  we  find  by  (ö): 

Theoretical  valiie  of  r  =  —  0,3333; 
Observed  fourfold  table  value  of  r  =  —  0,3300  ±0,o48. 

The  mean  error  is  taken  from  fornuila  (46)  of  the  previous 
artide.  Hence  there  is  seen  to  be  a  very  good  correspon- 
dence  between  theory  and  observation. 

But    the  most  intercsting  feature  of  the  experiment  will 
be  to  sec  how  the  fourfold  table  value  of  r  corresponds  with 
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the  coefficient  of  correlation  between  h  and  k  in  the  repeti- 
tions.    From  table  I  we  derive 

v\a  =  6, 8  6  7  r't  1  =  6, 6  3  3 

''20  =  3,0491  V^^  —  — 1,0822  J^u2  "=  2,2326. 

From  this  it  follows  that 

a    =  1,7462  ±  0,22, 
Oy  =  1,4942  ±  0,20, 

where  as  the  theoretical  values  are 

Ö- =  ö-j  =     1/       -=1,8028. 

For  the  coefficient  of  correlation  we  obtain 

r  =  — 0,4157   ±  0,1622. 

The  mean  errors  are  computed  from  the  ordinary  for- 
mulae  valid  for  normal  correlation  i.  e. 

t(tf)  =  ^^=r;      £(r)  =  — ^=— • 

V2N  VN 

Taking  the  mean  errors  into  account  it  will  be  seen  that 
the  correspondence  is  satisfactory.  However  it  may  be  that 
an  imperfection  in  shuffling  has  made  the  dispersions  suh- 
normal  and  consequently  the  observed  value  of  r  too  great. 

Example  2.  Correlation  between  the  number  of  suicides 
among  men  and  women  in  Swedish  rural  districts,  different 
months  1891 — 1910.  This  will  give  an  example  of  theorem 
14.  The  rural  districts  were  chosen  because  there  the  popula- 
tion  has  been  reasonably  constant  during  the  20  years  in 
question.     Indeed,  for  the  whole  population  we  have 

1890  1910 

men  1906  494         2  074  169 

women     1978  789         2  083  435 
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It  is  true  that  as  numbers  of  comparison  we  should  liere 
rather  take  the  population  between,  say,  15  and  80  years  of 
age,  as  practically  all  suicides  occur  between  these  ages,  and  are 
there  fairi}'  iiniformly  distributed  (see  for  instance  Sverges 
Officiella  statistik:  Dödsorsakerna  1911  and  1912).  But  as  we 
have  here  to  do  with  rare  events  the  choice  of  the  mimbers  of 
com}Kirison  is  of  no  consequence  whatever.  All  that  counts  is 
wliether  tliey  may  be  regarded  as  constant  or  not.  I  think 
that  the  error  introduced  by  their  variation  will  be  negli- 
gible  in  this  case.  However,  as  we  only  wish  to  give  an 
illustration  of  tlie  computations  involved  and  not  to  discuss 
the  numerical  results,  nnd  as  besides,  there  would  be  no 
difficulty  in  obtaining  the  reduced  series  by  which  the  ef- 
ferts  of  variation  in  s  and  s^  would  be  wholly  removed,  we 
shall  not  go  further  into  the  question. 

The  material  was  taken  from  Sverges  officiella  stati- 
stik A.  1891  —  1910  and  ga  ve  the  foUowing  correlation  table. 


Table  II. 


Nniiiber  of  suicides  among  men 


1 

10-H; 

15-19| 

20-24  25-29  30-34J35-39|40-« 

45-49 

50-54 

55-59 

60-64 

65-69 

70-74    Total 

c 
ii 

c 

te 

o 
S 

eS 

oo 
« 

1 

rr> 

"o 

u 
o 

£ 

■2-2 

4—5 

G— 7 

8-9 

10—11 

12—13 

14—15 

IG— 17 

18—19 

20—21 

22—23 

24—25 

26—27 

1 
3 

1 
1 
1 

3 

1 
3 
6 
2 
2 

G 
7 
5 
7 

12 
1 
4 
2 

2 

1 

o 

5 
5 
9 
6 
4 
8 
1 
1 
2 
1 

4 
6 
6 
8 
10 
6 
6 
6 
2 
3 
1 

2 

7 
6 
4 
3 
5 
2 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
4 
4 
2 
2 

3 

2 



1 
1 

3 

1 
2 
3 

1 

1 
1 

2 

— 

— 

1 

—  ,         8 

—  23 

—  33 

—  30 
-!       36 

1         36 

-    ^ 

-i    '» 

—  !1 

—  !) 

—  1 

—  1 

Total 

7 

10 

47 

44 

66 

33 

19 

Ii 

4 

— 

— 

I 

l|     240 
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From   this  we  find 


771     =  30,  Di  ?/i  1   =       11,56 

r,,„  =  87,2S7  ;'„=  +6,009  ;'^o  =  22,2:l> 

Hence 

a  =  9,34  f/j  ^4,72 

?•  =   +  0,13  03   ±  o,  o  c.  3  4 

Fiirther        =0,3542==  ,  ,\         =0.5i9i  =  j^„.     We  have  nere 

cases'  of  considerable  supernormality. 
We  hence  derive 


'  2  0 


^l-*"'   =0,5572 


and 


,>^,  =  ^^_^_^=0,244fi±0,ll 


Hence  the  coefficient  of  correlation  of  p  and  'p^  is  nearly 
twice  as  great  as  the  coefficient  of  correlation  of  tlie  number 
of  suicides. 

Obviously  the  correlation  chiefly  arises  on  account  of 
there  being  a  yearly  period  in  the  numbers  of  suicides  for 
both  men  and  women. 

It  should  be  added  that  the  condition  that  the  numbers 
of  occurrences  in  the  two  series  shall  exert  no  direct  influ- 
ence  on  each  other  is  here  not  strictly  fulfilled.  Obviously 
the  double  suicides  influence  both  the  series  in  the  same 
direction.  I  assume,  however,  that  the  error  produced  by 
double  suicides  can  be  neglected. 

Exa7ivple  III.  Correlation  in  infantile  and  child  morta- 
lity.  Different  departments  of  Sweden,  rural  districts,  1911, 
The  material  is  taken  from  Sverges  officiella  statistik. 
BefolkningsrörelseTi  1911  and  Folkräk7iinge7i  {Censns)  Dec.  31, 
1910.    II. 

Sl.aniliiiin-isl,-   Aktuaiictidskrifl .     I'J1H.  KiSl      9 
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Table  III  gives: 
In  coliimn   1:    The  nuniber   of  deaths  at  the  age  0—1  years 

in  1911. 
»  »         2:    The  number  of  0  —  1  year  old  children  D^c.  31, 

1910. 
»  »         .'J :    Tlie   number   of   deaths  at  the  age   1 — 5  3'ears 

in   1911. 
»  »         4:    The  number  of  1  —  5  year  old  children  Dec.  31, 

1910. 

Toble  fil. 


Ilmal   tlistrii-ts   in 

1 

- 

.■^ 

1 

1. 

Stiukliolms                   län 

43Ö 

5195 

214 

20732 

0 

Uppsala 

15S 

2196 

47 

8628 

3. 

Södermaiiliinds 

218 

3105 

84 

11836 

4. 

Östergötlands                 » 

318 

5044 

129 

19781 

ö. 

JilnUöpinps 

210 

4035 

117 

16018 

(1. 

Kronol)erg3 

179 

3368 

84 

13058 

( . 

Kalmar 

247 

4026 

113 

16540 

8. 

Gottlands                         » 

5'.) 

926 

22 

3532 

9. 

HJpkinge 

186 

267 1 

93 

10382 

10. 

Kristianstads                   " 

38G 

4683 

190 

18735 

II. 

Miilmölnis                        » 

488 

6383 

224 

25358 

12. 

Hallands 

180 

2543 

74 

9986 

\:i. 

Göteborgs    &   Holms 

299 

4448 

153 

17600 

14. 

.Mvsborgs 

293 

5037 

157 

20053 

15 

Skaraborgs 

239 

4009 

171 

16197 

IG. 

Närmiands 

243 

4823 

110 

19520 

17. 

Örebro 

23.-. 

3(i72 

112 

1 4982 

IS. 

Viistnianianda 

186 

2671 

96 

10793 

lii. 

Knpparljergs 

307 

5024 

164 

20591 

20. 

Gävleborgs 

3!  15 

.-.(11.-. 

175 

19433 

21. 

Vii.sternorrlantl.s 

4S3 

.■»848 

206 

22182 

22 

Jämtlands 

185 

2726 

75 

10297 

;  23. 

Västerbottens 

365 

4317 

122 

16560 

1  24. 

Norrbottens 

4.%8 

4719 

142 

17920 

67<'.l 

96484 

3174 

3S0714 
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Neglecting  tlie  increase  in  the  number  of  0—1  year  old 
and  1—5  year  old  children  during  1911,  the  death-rates  are 
obtained  by  dividing  the  numbers  of  column  1  by  the  num- 
bers  of  cohimn  2  and  the  numbers  of  column  3  by  those  of 
column  4.     We  thus  obtain  table  TV. 


Tahle  IV. 


District 


1 

0,0837 

0,01032 

2 

0,0719 

0,01124 

3 

0,0702 

0,00709 

4 

0,0630 

0,00652 

5 

0,0542 

0,00730 

6 

0,0.'^31 

0,00643 

7 

0,0614 

0,00683 

8 

0,0637 

0,00623 

9 

0,0696 

0,00896 

10 

0,0824 

0,01013 

11 

0,0764 

0,00883 

12 

0,0708 

0,00741 

13 

0,0672 

0,00869 

14 

0,0582 

0,00783 

15 

0,0596 

0,01056 

16 

0,0504 

0,00563 

17 

0,0640 

0,00748 

18 

0,0696 

0,00890 

19 

0,0611 

0,00796 

20 

0,0788 

t    0,00901 

1 

21 

0,0826 

0,00929 

22 

0,0679 

0,00728 

23 

0,0845 

0,00737 

24 

0,0971 

0,01071 

1,6614 


0,19800 


For    the    moments   of   the  observed  death-rates  we  now 


find 
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'''lo  =  0,0692  =  p  >''oi  =  0,00825  =  ^J, 

^20  =0,000129       r,,  =  0,0000109      ^02  ==  0,000000233. 

And  as  a  consequence 

r=   +  0,6288  ±  0,204. 

Further  the  harmonic  raeans  of  the  number  of  O — 1  year 
old  and  the  number  1 — 5  3'ear  old  children  are 

5(">  =  3388;  5^  =  13270. 

Hence  we  have 

L-  =   -7, .  =-  b,  7  8  9  , 

'p{\—V) 

c.(0)  ,, 

L/j  —  .     —  O,  (  /  9  , 

p{\  —  p) 

or 

iy  =  2,605;       iy,  =  l,946. 

We  have,  thus,  considerable  supernormality  of  dispersion 
in  both  series.  Indeed,  computing  the  Charlier  coefficients 
of  disturbancy  we  find 

100(>=  15,16;     lOOo,  =  15,85, 

whicb    means    that    the    dispersions   in    p  and  f^  amount  to 
15,16  %  and  15,85  %  respectiveJy  of  their  mean  values. 
We  have  now 


and  thus 


r 

^PPi^fx  =+  0,9259   ±  0,30. 

"  0,87  9  1 


We  hence  find  that  the  correlation  of  the  »true»  death 
råtes  for  infants  and  for  1 — 5  year  old  children  is  high  and 
positive.  The  mean  error  is  too  small  to  make  this  fact  in 
any  way  uncertain. 
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The  result  seems  to  speak  against  the  opinion  held  by 
several  English  statisticians  who  mean  to  have  found  evi- 
dence  of  a  »natural  selection  in  man»  in  the  data  of  in- 
fantile  and  ehild  mortalities. 

As  a  final  example  we  take  one  in  which  time  factors  are 
involved.  As  we  only  wish  to  give  an  example  of  the  cal- 
culations  we  take  a  couple  of  series  which  are  ready  made 
in  the  Swedish  public  statistics,  without  paying  heed  to  the 
fact  that  they  are  too  short  to  allow  of  any  conclusion  being 
drawn  from  the  numerical  results. 

Example  IV.  Correlation  between  the  fluctuations  in  the 
death-rates  for  children  between  O — I  and  1 — 3  years  old  in 
Sweden.  During  the  years  1901 — 1913.  Statistisk  Årsbok 
för  Sverige  1915  and  1917.  Sveriges  officiella  statistik: 
Befolkningsrörelsen  1901 — 1910. 

From  the  cited  publications  we  take  table  V,  where  in 
column  1  we  give  the  deaths  of  O — 1  year  old  children  di- 
vided  by  the  niimber  of  living  children  born  in  the  respec- 
tive  years,  and  in  column  2  the  number  of  deaths  of  1 — 3 
year  old  children  divided  by  the  mean  number  of  children 
1 — 3  years  old  in  the  respective  years. 

TaUe  V. 


- 

~i 

1901 

0,1029 

1 
0,02151 

02 

0,0864 

0,02011 

03 

0,0928 

0,01940 

04 

0,0844 

0,01682 

05 

0,0883 

0,01C99 

06 

0,0810 

0,01461 

07 

0,0768 

0,01438 

08 

0,0854 

0,01543 

09 

0,0722 

0,01247 

10 

0,0751 

0,01396 

11 

0,0720 

0,01286 

12 

0,0709 

0,01340 

13 

mean 

0,0697 

0,01152 

0,0814 

0,01565 
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We  find  here 

;;  =  O,  o  8 1 4 ;  7),  =  O,  o  1 5  6  5 

>'on  =  0,0002480;    J', ,  =  +  0,00002  7  O  ;    J'o:  =  0,00000900 
0  =  0,01515;  r  =  0,57  14  ±  0,1  868;     (Tj^O.OOSOO. 

For  5<*'>  we  takc  the  mean  yearly  niimber  of  living  children 
bom  1901 — 1910  and  for  s\^'>  the  mean  number  of  1 — 3  year 
old  children  1901—1910.     We  have  then 

5<o)  =  136841         5<jO)  =  242780 . 

Hence  we  have 

V  Q 

,,,.  =  0,000000546  1 

,,,  =  0,00000006343  . 
S\'' 

And  it  follows  that 

L-  =  454,1 
Ll  =^  141,8 

y   i—  l,y    I—  j„=0,Q05  and 

(Jp^  =  0,0002475   )•;,;,!  =  0,574-2  ±  0,1877   Opj  =  0,00000  8  9  4  . 

We  thus  see,  as  was  to  be  expected  on  account  of  the 
comraon  time-factors,  that  the  »true»  death-rates  are  deci- 
dedly  correlated. 

Eleminating  the  time-factors  we  have  first  to  determino 
the  quantities  a  and  a, .     We  have 

A' =13;     '^^~'  =  U; 

[t. i]  =  0,53765  ;        ■.rt'''^'!  ""  0,090055. 
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Hence,  from  (58), 

a  =  —  0,002281  «i  =  — 0,000750. 

And  from  (61)  and  (30)  we  derive 

of  =  0,00011  41  (7^- =0,0  1322 

rJJi=   +  0,224 
tTij  =  0,00000106  tr  I,  =  0,001030. 

Here  the  coefficients  of  disturbancy  are 

100^=16,24%  100^1  =  6,58%, 

indicating  a  strong  supernormality  in  the  time-free  fluctna- 
tions. 

For  the  mean  error  of  r??!  I  have  not  yet  deduced 
the  formula.  It  could  be  done  with  the  aid  of  (63).  I  sup- 
pose, however,  that  it  is  of  the  same  order  of  magnitude  as 
the  mean  error  of  Vpp^.  In  that  case  it  will  be  about  0,20. 
If  that  is  so,  we  should  be  able  to  conclude  that  there  is 
probably  a  moderate  positive  correlation  between  the  »time- 
free»  fluctuations  in  the  death  råtes  for  O — 1  and  1 — 3  year 
old  children  in  different  years. 

We  have  previously  found  that  there  is  a  decidedly  posi- 
tive correlation  in  the  true  death-rates  of  O — 1  and  1  —  5  year 
old  children  in  the  different  rural  districts.  Indeed,  there 
should  be  nothing  very  surprising  in  there  being  a  stronger 
correlation  (and  variation)  if  the  death  råtes  are  taken  in 
different  local  districts  than  if  they  are  taken  in  different 
years. 


Litteratur. 

Utjämning  av  sjutton  svenska  livförsäkringsbolags  dödlighetstabeller 
för  läkareundersökta  livförsäkrade.  På  uppdrag  av  Kungl.  Försäk- 
ringsinspektiunen  verkställd  av  Gustaf  Stoltz.     Stockholm  1917. 

Der  har  i  den  sidste  Snes  Aar  vteret  eu  overordentlig  frodig  Ud- 
vikling  i  Sp0rgsmaalet  om  Unders0gelseu  af  D0delighodoii  blandt  livs- 
forsikrede.  I  Spidsen  for  de  möderne  Unders0gelser  paa  dette  Om- 
raade  staar  den  engelske  for  Perioden  1863  —  93,  hvis  Offeutligg0relse 
afsluttedes  med  det  i  1903  udkomne  Bind,  der  gor  Rede  for  de  an- 
vendte  Metoder  og  Principer.  Endvidere  er  der  i  den  senere  Tid  fore- 
taget D0deligliedsunders0gelser  for  livsforsikrede  i  franske  Selskaber 
(1895),  i  amerikanske  Selskaber  (1903  og  1912 — 14),  i  skandinaviske 
Selskaber  ,1906},  i  osterrig-ungarske  Selskaber  (1907— 09),  medens  en 
Undersogelse  for  livsforsikrede  i  tyske  Selskaber  er  paabegyndt  men 
endnu  ikke  fuldfort.  De  her  nasvnte  Unders0gelser  omfatter  alle  en 
Flerhed  af  Selskaber,  men  ogsaa  for  enkelte  Selskaber  er  der  i  de  senere 
Aar  foretaget  adskillige  sserlige  Unders0gelser;  i  f0rste  I\a?kke  maa  man 
her    naevne    Karups    omfatteude  Unders0gelse  for  Gothabanken  (1903). 

Xaturligvis  har  den  nuvrerende  Krig  for  de  deltagende  Ländes 
Vcdkommende  lagt  Hindringer  i  Vejen  for  denne  raske  Udviklings 
Fortsrettelse,  men  med  saa  megen  desto  st0rre  Glsede  hilser  man  der- 
for  Bidrag  fra  de  ikke  krigsforende  Lande  til  de  her  omhandlede  Sp0rgs- 
raaals  naermere  KlarUeggelse.  Et  saadant  interessant  Bidrag  har  sven- 
ske Aktuarer  givet  ved  den  i  1907  paabegyndte  og  i  1915  afsluttede 
Unders0gelse,  hvis  Resultater  foreligger  i  det  i  1915  udkomne  Bind: 
Unders0kning  af  Dodliglieten  enligt  Erfarenheten  hos  sjutton  svenska 
LiftVirsäkringsbolag.  Liikareundersökta  normala  risker  Vi  1895 — ^Vi2 
190(i.  Det  er  de  af  denne  Undersogelse  fremgaaede  Tavler,  Aktuaren 
i  Balder,  Gustaf  Stoltz,  efter  Opfordring  fra  Försäkringsinspektionen 
har  foretaget  en  Udjajvning  af. 

F0r  Anmelderen  kommer  naermere  ind  paa  denne  Lidjaevning  vil  det 
vaere  hensigtsmaessigt  at  gore  nogle  Bemaerkninger  om  den  Funktion,  der 
ved  de  svenske  Undersogelser  er  beuyttet  som  Maal  for  Dodeligheden. 

Ved  den  nyeste  Tids  Dodelighedsundersogelser  har  man  i  hojcte 
Grad,  end  det  tidligere  var  Tilfa'ldet,  taget  Hensyn  til  X((dvendigheden 
af  at  skabe  et  saa  ensartet  INIateriale  som  muligt.  De  möderne  Un- 
dersogelscr  har  derfor  vaeret  foretaget  storskilt  for  hvert  Kon  og  for 
hver  Forsikringsart.  Man  har  endvidere  skelnet  mellem  Personer  an- 
taget paa  normale  Betingelser  og  Personer  antaget  med  visse  Restrik- 
tioner og  (>r  endda  i  enkelte  Tilfielde  —  som  f.  Eks.  ved  den  sidste 
amerikanske  rnders0gclse  —  gaaet  endnu  vidoie  og  har  dolt  den  forst- 
na-vnte  Klasse  i  Underklasser  efter  den  större  oller  mindre  »Belastning» 
i  Ilonsccnde  til  Ilelbrod,  Familieforhold  o.  1.,  der  liar  kunnet  forenes 
mcil  don  normale  Antagclse.  De  derigennem  vundno  i{esultatcr  af- 
givcr  godo  Korrcktiver  for  don  fremtidige  Bed0nimelse  ved  Anfagelsen, 
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og  en  vigtig  Del  af  Fremtidens  l)0deliglieclsuudersogelser  vil  vistnok 
komme  til  at  ligge  paa  dette  Oinraade.  Bestrbelserne  for  at  opnaa 
storre  Homogenitet  har  ogsaa  f0rt  til,  at  man  ved  möderne  D0delig- 
hedsuuders0gelser  bestämmer  D0deligheden  som  Funktion  ikke  alene  af 
Alderen,  men  ogsaa  af  den  siden  Indtriedelsen  for]0bne  Tid.  Det  Maal 
for  Dodeliglieden,  man  da  har  bestemt,  har  i  Almindelighed  vseret 
%c]+t,  Sandsyuligheden  for  at  en  a;  +  ^  aarig,  der  har  vseret  forsikret 
i  t  Aar,  skal  d0  i  L0bet  af  det  kommende  Aar.  Da  Aldersaarene  og 
Forsikringsaarene  i  Almindelighed  ikke  er  sammenfaldende,  har  man 
maattet  foretage  en  vis  Afrunding  for  ét  af  Argumenterne.  Man  har 
da  i  Regien  valgt  at  afrunde  Alderen  ved  Indtrsedelsen  til  hele  Aar 
(nan-meste  Ålder,  fyldt  Ålder  eller  Ålder  nseste  F0dselsdag)  og  derefter 
som  Observationsaar  at  benytte  Forsikringsaarene.  En  saadan  Gruppe- 
ring er  saa  meget  desto  naturligere,  som  man  derved  kommer  til  at  regne 
med  Grupper  af  Forsikrcde,  der  i  Henseende  til  Ålder  er  identiske  med 
dem,  der  benyttes,  naar  Premien  skal  bestemmes  ved  Indtrajdelsen. 

Ved  den  her  omhandlede  nye  svenske  Unders0gelse  har  man  imid- 
lertid  0nsket  at  faa  en  eksakt  Afgroensning  saavel  med  Hensyn  til  Ål- 
der som  til  Forsikringstid.  Man  har  derfor  af  samtlige  Observations- 
tider samlet  sammen,  livad  der  falder  mellem  eksakt  Ålder  x  +  t  og 
X  +  t  +  I  og  samtidig  ligger  mellem  t  og  t  +  1  Aar  fra  Indtrsedelsen 
(x  og  t  hele  Tal).  Ved  Bestemmelsen  af  en  saadan  Observationslid, 
der  kan  betegnes  ved  E[x]+t,  regnes  med  Maaneds  N0jagtighed.  Det 
tilsvarende  Antal  D0dsfald  vil  vi  betegne  med  G[x]+t-  Som  Maal  for 
D0deligheden    benyttes    da    i  den  svenske  Undersogelse  den  saakaldte 

centrala  D0dskvote,  mix]+t  =  -^J^^-     Naturligvis  er  de  Erfaringer,  der 

E[x]+t 
benyttes  til  Bestemmelsen  af  denne  D0dskvote,  paa  en  enkel  og  eksakt 
Maade  afgrsenset  saavel  med  Hensyn  til  Ålder  som  til  Forsikringstid, 
men  en  Afrunding,  en  Henf0rsel  til  en  Middelvserdi  af  Argumenterne, 
undgaar  man  dog  ikke,  naar  man  vil  anvende  den  fuudne  D0dskvote. 
I  den  ovennsevnte  Publikation  af  Unders0gelsesresultaterne  paavises  det 
udförligt  (pag.  33 — 39),  at  m[x]+t  med  Tilnoermelse  er -=  D0deligheds- 
styrken  svarende  til  Midtpunkterne  af  Argumenterne,  ^iixHt+^h  ■  W  er 
her  Middelvaerdien  af  Indtrsedelsesaldre,  der  ligger  mellem  x —  1  og 
X  +  1,  medens  t  +  Va  er  Middelvierdien  af  Forsikringstider  fra  t 
til  ^  -f  1.  Hvor  god  den  noevnte  Tilniermelse  bliver,  afhtenger  af  a\ 
og  E's  Variation  med  Argumenterne.  Denne  Variation  er  dels  af 
systematisk  Art  (E  vokser  med  Alderen  for  lave  Äldre  og  aftager  for  h0je), 
hvorved  ogsaa  Fejlene  bliver  systematiske,  dels  af  tilfseldig  Art,  hvorved 
Fejlene  kan  blive  va?sentlig  forskellige  for  to  ved  Siden  af  hinauden  1ig- 
gende  Argumenter.  Det  förekommer  derfor  Anm.  ikke  at  vtere  helt  be- 
rettiget,  naar  Fejlen  i  den  ovennnsvnte  Udvikling  maales  ved  sin  gen- 
nemsnitligc  St0rrelse,  der  findes  kun  at  vsere  en  Brökdel  af  en  Maaned. 
Det  skal  villig  indr0mmes,  at  '/[.,]+/  paa  de  Steder,  hvor  denne 
Funktion  varierer  strerkt  med  Argumenterne  fi  de  f0rste  Forsikrings- 
aar  eller  i  de  hoje  Äldre),  kun  giver  et  utydeligt  Billede  af  D0delig- 
hedens  Forlob.     Et  godt  bestemt  n  vilde  paa  disse  Steder  vtere  långt 


138 

bodre,  men  ulieldigvis  bliver  oveiintevnte  Bestemmelse  af  u  ret  usikker 
netoj)  paa  disse  Steder.  Man  vil  kunue  komme  över  disse  vanskelige 
Steder  ved  at  regue  med  mindre  Enbeder  end  Aaret,  men  i  saa  Tilfa^lde 
fon)ges  ij's  Anvendelighed  fuldt  saa  vel,  som  Bestemmelsen  af  //  ovenlor 
bliver  nojagtigere.  Det  förekommer  dorfor  Anm.,  at  der  ikke  vindes  noget 
i  Xojagtiglied  ved  Valget  af  m  i  Stedet  for  7.  og  at  der  saaledes  ikke  fäas 
Eijuivalent  for  det  v.Tsentlig  fordgede  Arbejde  med  Delingen  af  For- 
sikringsaarene  paa  de  enkelte  Aldersaar,  Bestemmelsen  af  m  medforer. 
For  Udjivvningens  Vedkommende  er  det  imidlertid  en  Fordel,  at 
de  direkte  observerade  Sandsynligbeder  betragtes  som  Dodelighedsstyr- 
ker,  saa  man  ved  Anvendelse  af  Makeliams  Formel  kan  opnaa  de  For- 
dele.  denne  Formel  frembyder.     Stoltz  sa^tter 

m[s]+i  =  cf.t  +  [it .  c^+'  eller 

»i(xi+/  •  E[x^+t  =  Ö[x]+<  ==  at .  E[x\+t  +  Ä  .  c'-^^ .  E[x]+f, 

hvor  at  og  [it  er  Funktioner  alene  af  t.  Ved  Bestemmelsen  af  Kon- 
stanterne  gaar  Stoltz  derefter  frem  paa  lignende  Maade  som  Hardy 
ved  Udjievningen  af  de  engelske  Erfaringer,  idet  lian  for  visse  simple 
skonnede  Vardier  af  log  c  bestemmer  de  tilsvarende  Vterdien  af  at  og 
[it  ved  at  sffitte  Momenterne  af  0'^  og  Iste  Grad  i  [x]  —  eller  livad 
der  forer  til  nojagtig  samme  Resultat  i  [ar]  +  Te,  livor  k  er  en  Konstant 
—  ligestor  for  de  observerede  og  for  de  beregnede  Döde.  Dette  kan 
som  bekendt  ske  derved,  at  Iste  og  2den  Sum  af  de  observerede  og 
af  de  beregnede  Döde  stöttes  lige  store.  Af  de  frenikomne  Afvigelser 
mellem  de  observerede  og  de  beregnede  Döde  skonnes  derefter,  hvil- 
ken  Vierdi  af  log  f,  man  maa  anse  for  den  bedste. 

]\Iod  denne  som  mod  andre  Anvendelser  af  Momentmetoden  til 
Udjaevning  kan  invendes,  at  der  ikke  tages  Ilensyn  til  de  observerede 
StOrrelsers  Va:-gte.  Betydningen  af  denne  Indvendiiig  er  imidlertid  långt 
mindre,  naar  de  observerede  Storrelser  som  her  er  Antal  Döde  end 
naar  man  som  observerede  Storrelser  liar  Hj,  eller  —  log  px.  Dels  er 
nemlig  i  Almindelighed  R;ekken  af  Va^gte  mindre  sta^rkt  varierende, 
naar  Talen  er  om  de  observerede  Antal  Dodsfald,  end  naar  Talen  er 
om  Ux  eller  —  log  Pxi  og  dels  er  Fordringen  om,  at  Summen  af  de 
observerede  og  af  de  beregnede  Döde  skal  voere  ligestore,  en  saadan, 
som  enliver  Praktiker  saa  na?r  som  mulig  vil  kr;t've  opfyldt  uaflutngig 
af,  livilke  Principer  man  iövrigt  hogger  til  (irund  for  Udja-vningen. 
Den  af  Förf.  anvcndtc  Udjavningsmetode  bar  den  Fordel  at  va>re  saa 
simpel,  at  den  tillader  Masseudjrevning  af  P^rfaringer  for  enkelte  For- 
sikringsaar,  for  Grupper  af  saadanne  o.  s.  v.  og  derved  give  gode 
Midler  til  at  udfinde,  livorledes  at  og  [it  varierer  med  /.  INIen  netop 
derved  kommer  ogsaa  en  af  Svagbederne  ved  Metoden  frem. 

Xaar  Metoden  som  ber  for  et  enkelt  Forsikringsaar  gcnnemf()res 
hkmI  Beuyttelse  af  Isfe  og  2den  Sum,  betyder  det,  at  man  som  Mo- 
mentarme  benytter  [r]  I-  k.  livor  k  afliaMigor  af  de  mor  eller  mindre 
filf;i'ldigo  GraMiser,  livorimellem  Iiidtricdelsesaldrene  ligger.  Denne  Til- 
f;i'l(lit:Iiod  faar  imidlertid  som  ovenfor  na^viit  ingen  Indtlydolso  i)aa  Van- 
dicii  af  Koiistanterne.  Er  der  derimod  Tale  om  at  udja'vne  Erfaringerne 
foi-  (;rui)pcr  af  Forsikringsaar  (f.   Eks.  femaarige  {iiupi)er)  eller  for  en 
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Sluttavle,   er   der  —  som  af  Förf.  anfört  pag.   20  —  de  to  paa  For- 
liaand  lige  nserliggende  Muligheder: 

I.  Man  kan  ordne  Erfaringerne  i  hver  Gruppe  af  Forsikringsaar 
efter  opnaaet  Ålder  og  derefter  danne  Iste  og  2den  Sum 
(o:  benytte  [a;]  +  ^  som  Momentarm)  eller 

II.  Man  kan  danne  Ligninger  svarende  til  Iste  og  2den  Sum  sa^r- 
skilt  for  hvert  enkelt  Forsikringsaars  Erfaringer  og  derefter 
addere  alle  Iste  Sums  Ligninger  for  sig  og  alle  2den  Sums 
Ligninger  for  sig,  ialt  at  og  [-it  erstattes  med  deres  Gennem- 
snitsvoerdi  a.  og  /i. 

Metode  II  er  anvendt  ved  de  pag.  5 — 11  anf0rte  Udjsevninger- 
Metode  I  ved  Sluttavlerne  f.  Eks.  pag.  22 — 23  og  for0vrigt  ved  alle 
endelige  Udjievninger  af  Sluttavler.  Ligningen  svarende  til  Iste  Sum 
bliver  naturligvis  den  samme,  livad  enten  I  eller  II  omvendes,  men 
Forskelliglieden  i  Ligningen  svarende  til  2den  Sum  gor,  at  de  endelige 
Resultater  kan  blive  ret  forskellige.  Förf.  anf0rer  pag.  20,  at  for  livs- 
vai'ige  Livsforsikringer,  Forsikringsaar  10 — 51  og  log  c  =  0.038  fäas 

ved  Metode    I :  a  =  0.  o  o  3  3 .5  og  /i  =  0.  o  o  o  1 3 .5  8  og 

ved  Metode  II:  «  =  0. 00427  og  /:?  =  0. 0001272. 

Man  vil  af  Konstanternes  St0rrelse  kunne  slutte,  at  Metode  II  for 
de  unge  Äldre  giver  en  betydelig  h0jere  D0delighed  end  Metode  I, 
medens  Forlioldet  er  omvondt  for  de  h0je  Äldre,  En  Pr0ve  viser  da 
ogsaa,  at  Metode  II  helt  op  til  Ålder  50  Aar  giver  en  D0delighed 
vsesentlig  h0jere  end  Erfaringerne.  Selv  om  Overensstemnielsen  mellem 
observerede  og  beregnede  Döde  efter  II  bliver  viesentlig  bedre,  naar  disse 
samles  efter  Indtrsedelsealder,  kan  Anm.  dog  ikke  dele  Forfs  Opfattelse, 
at  det  er  svoert  at  vselge  mellem  de  to  Metoder  (pag.  20).  Er  der 
Tale  om  Udjsevning  af  Sluttavler,  maa  man  —  naar  man  er  bleven 
opmserksom  paa  de  to  Metoders  Forskellighed  —  vsere  henvist  til  Be- 
nyttelsen  af  Metode  I.  Anm.  ser  iovrigt  i  dette  Forliold  et  Udtryk 
for  den  Forsigtighed,  det  er  n0dvendigt  at  anvende  överfor  Moment- 
metoden, naar  der  er  Tale  om  Forhold,  der  ikke  er  let  gennemsigtige, 
eller  paa  hvilke  Metoden  ikke  tidligere  er  anvendt  med  brugbart  Re- 
sultat. Naar  Metoden  som  ber  praktiseres  genneni  Dannelsen  af  Iste 
og  2den  Sum  af  de  observerede  og  de  beregnede  D0de,  betyder  det,  at 
man  f.  Eks.  for  Forsikringsaar  10  ved  livsvarige  Livsforsikringer  (pag. 
59*  i  Publikationen  vedrprende  DpdelighedsundersOgelsen),  hvor  der  er 
Erfaringer  svarende  til  Indtrsedelsesaldre  fra  15  til  68  Aar,  som  Mo- 
mentarme benytter  G9  —  [icj  =  79  —  [x  +  Oi  niedens  man  f.  Eks.  for 
Forsikringsaar  40,  hvor  IndtrsBdelsesaldrene  gaar  fra  19  til  48  Aai', 
benytter  49  —  \_x\  =  89  —  {x-\- 1).  Summationen  er  ta?nkt  foretaget  fra 
de  laveste  mod  de  hojeste  Äldre.  Sker  Summationen  fra  de  hojeste  mod 
de  laveste  Äldre,  bliver  Momentarmene  henholdsvis  {x  ^- 1  —  24)  og 
{x  +  t  —  58).  Naar  2den  Sums  Ligningerne  i  Metode  II  liegges  sam- 
men, kommer  de  altsaa  til  at  virke  med  hojst  forskellige  »Vsegte»,  og 
Forskelligheden  er  tildels  afhsengig  af  rene  Tilfoeldigheder.  Naar  der 
er  Tale  om  et  Materiale  som  det  foreliggende,  der  —  som  ogsaa  af 
Förf.   anfört  —  kun  i  ringe  Grad  er  homogent,  idet  Selektionen  ikke 
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er   udtomt  med  de  fOrste  10  Aar.  or  det  ikke  overraskeude,  at  de  to 
Metoder  giver  saa  forskelligc  Kcsultater. 

Da  Förf.  helt  igemieui  bygger  paa  giviie  c-Vserdier  og  derefter 
kun  udja-vner  paa  «  og  ji^  saa  Betiiigelsesligningerne  er  linciere,  vil 
miiidste  Kvadraters  3Ietode  jo  naturligt  freinbyde  sig,  ibvorvel  den 
naturligvis  överfor  et  saa  stort  Autal  Udjtcvninger,  som  der  i  det  fol- 
gende  bliver  Tale  om  (alene  Side  12  —  13  er  anfört  Resultaterne  af 
144  Udjffivninger),  frembyder  en  Del  mere  Ulejlighed  end  Moment- 
metoden.  Forovrigt  vil  man  ved  en  Udjjevning  efter  niindste  Kvadra- 
ters Metode  som  ogsaa  ved  en  mere  detailleret  Fejlkritik  af  de  fore- 
liggende  Udja-vninger  stode  paa  den  Vanskeligbed.  at  man  ikke  af  de 
otfentliggjorte  Erfuriuger  kan  slutte  sig  til  Usikkerbeden  paa  de  en- 
kelte observercde  St0rrelser.  Ved  Opstillingen  af  Erfaringcrne  er  der 
nemlig  som  Ta-Ueenhed  benyttet  ikke  Personen,  men  Forsikringen  (Selek- 
tionen), og  uden  noget  Kendskab  til,  hvor  ofte  samme  Person  optra^der 
med  to  eller  Here  Forsikringer,  kan  man  altsaa  ikke  bestemme  de 
paagieldende  ]\Iiddelfejl.  Naar  det  saaledes  ikke  er  muligt  at  foretage 
en  mere  detailleret,  videnskabelig  Vurdcring  af  Erfaringerne,  kan  man 
naturligvis  ikke  med  videre  Ket  g<(re  Indsigelser  mod  den,  der  (uisker 
at  bringe  simi)]ere  og  mere  summariske  ^Metoder  i  Anvcndclse.  Anm. 
vilde  dog  have  foretrukket  at  anvende  mindste  Kvadraters  Metode  med 
de  TihicTrmelser  til  de  virkelige  Vregte,  der  fremkommer,  naar  man 
betragter  Observationerne  som  »baandfrie». 

S.  gaar  meget  grundigt  til  Va-rks,  idet  han  först  for  hele  Mate- 
rialet foretager  en  Udjtcvning  for  5-aarige  Grupper  af  Forsikringsaar 
og  for  log  c  =  hhv.  0.038,  0.039  og  0.04i.  Brugbarheden  af  disse 
Konstanter  bedommes  ud  fra  Sunimen  af  de  positive  resp.  negative 
Afvigelser  mellem  de  observerede  og  de  beregnede  Antal  D((dsfald  for 
liver  »opnaaet  Ålder»  i  Gruppen  og  tilsvarende  Summer  for  de  ak- 
kumulerede  Afvigelser.  Det  viser  sig  da,  at  hver  af  Konstanterne 
giver  bedst  Resultat  for  nogle  af  Grupperne,  ingen  af  dem  for  alle  Grup- 
jier.  For  de  förste  Forsikringsaars  Ycdkommende  giver  log  c  =  0.04i 
det  bedste  Resultat. 

Til  at  give  niermere  Oplysniug  om  Selektionsfionomenet  benyttes 
Erfaringerne  for  livsvarige  Livsforsikringer,  der  anses  for  at  byde  det 
mest  homogone  INIaterialo,  og  for  disse  Erfaringer  foretages  Fdja^vning 
for  hvert  Forsikringsaar  for  sig  og  for  hver  af  de  ovennaniite  3  Vsrdier 
af  log  c.  Endvidere  foretages  for  log  c  =  0.03  8  Udjanning  af  P>fa- 
ringerne  for  de  enkelte  Forsikringsaar,  idet  Erfaringer  for  Äldre  under 
30  Aar  lades  ude  af  Retragtning  for  at  undgaa  den  Forstyrrelsc,  der 
kan  Iiidroro  fra,  at  ]Makehains  Formel  passor  mindre  godt  for  de  lave 
Äldre.  Endclig  företages  Udjjcviiinfr  af  Erfaringerne  for  livsvarige  Livs- 
forsikringer samlede  i  .'')-aarige  (Jiuiiper  af  Forsikringsaar  og  med  Pe- 
nyttclse  af  log  c -=0.038. 

Af  alle  disse  Udjanninger  synes  det  at  fremgaa.  at  medens  jii  kun 
vokser  med  /  for  de  förste  ca.  10  Forsikringsaar,  men  derefter  uaTmest 
er  konstant,  vokser  (it  stadig  med  t  ogsaa  ud  över  de  förste  10  Aar. 
Ved  den  tidligere  af  Prof.  Fredholm  foretagne  rdja-vning  af  hele  Mate- 
rialet kom  tilsvarende  Forhold  from  og  fitrte  til,  at  han  ansaa  det  for 
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n0dvendigt  at  regne  med  en  stadig  fortsat  Selektion  udeu  Tilslutning 
til  nogen  failles  Sluttavle.  Naturligvis  bliver  de  af  en  saadan  Udjajv- 
ning  resulterende  Grundtavler  meget  omfangsrige,  og  en  af  de  vigtigste 
Grunde  til,  at  det  af  Forsikringsinspektionen  overdroges  S.  at  foretage 
en  ny  Udjoevning,  har  derfor  sikkert  vaäret  Onsket  om  at  skabe  mere 
liaandterlige  Tabeller  til  jiraktisk  Brug. 

S.  s0ger  derfor  at  faa  en  Udjsevning  med  en  Selektiousperiode 
paa  10  Aar,  skpnt  han  er  klar  över,  at  der  derved  i  videuskabelig 
Henseende  til  en  vis  Grad  maa  gores  Vold  paa  Erfaringerne.  For  at 
faa  en  faelles  Vserdi  for  log  c  i  alle  Tavler  bestemmes  denne  paa 
Grundlag  af  hele  Materialet,  og  da  log  c  =  0.0  3  8  anses  for  den  sand- 
synligste  Vcerdi,  foretages  Udjoevning  for  0.03  7,  O.oss  og  O.039  for 
Äldre  fra  30  Aar  og  derover,  idet  de  f0rste  10  Aar  bortska^res.  De 
to  förste  Yrerdier  af  log  c  giver  meget  nan-  ligegode  Resultater  og  be- 
tydelig  bedre  end  log  c  =  0.03  9,  og  da  Udjaevningeu  af  Erfaringerne  for 
de  f0rste  Forsikringsaar  —  som  nsevnt  ovenfor  —  synes  at  passé  bedst 
med  en  noget  hojere  c-Vjerdi,  fastsloges  log  c  =0.03  8  som  den  ende- 
lige  Vairdi. 

Denne  Vserdi  synes  ogsaa  at  give  den  mindste  Kvadratsum  efter 
Vgegt,  forsaavidt  Middelfejl  og  Vsegte  kan  skonues  ud  fra  de  offent- 
liggjorte  Erfaringer,  og  altsaa  at  afgive  et  godt  Grundlag  for  den  videre 
Udjoevning.  Efter  saaledes  at  have  fundet  en  Slags  Generalnfevner  for 
alle  Udjsevningerne,  gaar  Förf.  över  til  Detailler  af  disse.  Der  foretages 
Udjoevning  under    Hensyntagen  saavel  til  Ålder  som  til  Forsikringstid  af 

1)  Hele  Materialet,  Msend,  Makehams  Formel  anvendt  for  alle  Äldre, 

2)  »  »  »  Makehams  Formel  anvendt  for  Äldre 
30  Aar  og  derover, 

3)  Livsvarige  Livsforsikringer,  Mtend,  Makehams  Formel  anvendt 
for  Äldre  30  Aar  og  derover, 

4)  Livsforsikringer  med  Udbetaling,  Makehams  Formel  anvendt 
for  Äldre  30  Aar  og  derover, 

5)  Livsvarige  Livsforsikringer,  Maend,  Makehams  Formel  anvendt 
for  alle  Äldre: 

a)  Selektionsperiode  paa  10  Aar. 

b)  Selektionsperiode  paa  5  Aar. 

Der  er  ved  de  forskellige  Udjsevninger  fulgt  väsentlig  samme 
Principer,  idet  der  dog  for  at  og  (it  som  Funktion  af  t  er  brugt 
Polynomier  af  forskellige  Grader.  Da  den  under  3)  nsevnte  Udjsev- 
ning  synes  at  have  f0rt  til  den  Tavle,  der  kan  ventes  at  blive  anvendt 
af  de  svenske  Selskaber  i  Fremtideu,  vil  vi  omtale  den  lidt  naermere. 

For  Sluttavlen  findes: 

a  =  0.0033385230  Og  /i  =  0.000 1 3 58 53 6 0,  livoreftor  der  for  de 
f0rste  10  Forsikringsaar  ssettes: 

at  ■==€(  — a'  (9,5  --  tY  og  (it  =  (i  — (i'  (9,5  -  O- 

Konstanten  9,5  er  valgt,  fordi  Tilslutningen  til  Sluttavlen  da  sker  ved 
Argumentet  [x]  +  9  Vs  for  Dödskvoternes  Vedkommende,  hvilket  svarer 
til  [j:;]  +  10  for  /<'ernes  Vedkommende. 
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Ved  I5i'stfnimelst>n  af  Koustantenie  k'  otj  ,/  hciiytledes  dorefter  Mo- 
mentinetoden  med  upnaaede  Ålder  som  Momeiitarme,  og  Resultatet  blev: 

«'  =  0.0000024  13084.    fi'  =  0.0000  069747253. 

Ved  foraustaaende  Kegninger  liar  kun  Äldre  fra  30  Aar  og  der- 
over  vaeret  beiiyttede.  ForfsaHtes  Tabellen  ved  Anvendelse  af  de  fundne 
Formler  til  Äldre  under  :!0  Aar,  tinder  S.,  at  en  Korrektion  paa 
don  udjannede  Iirtdeliglied  er  nodvemiig  for  at  sikre  god  Tilslutning 
til  Frfariiigcrne.  Korrektionen  paa  »»|j-)  +  /  for  x  +  t  <  30  tindes  uaf- 
luengig  af  /  at  kunne  siettes  = 

0.000000  1228889  (7^0»"  —  97  tt'  +  3  ?t*), livor  n  =  29.5  —  {x  +  t). 
Denne  Korrektion  omfatter  altsaa  Äldre  fra  29  Aar  og  derunder,  idet 
den  ved  29  Aar  begynder  med  at  vajre  ringe  for  ved  Ålder  22  Aar 
at  naa  sit  Maximium  ca.  1  I  "/oo,  hvorefter  den  aftager,  saa  den  ved 
Ålder  l.ö  Aar  ätter  er  forsvindende  lille. 

Naturligvis  er  det  et  Minus  for  Tavlen,  at  det  har  vrcret  n0d- 
vendigt  at  tilfoje  den  sidstnrevnte  Korrektion,  idet  »tlie  principle  of 
uniform  seniority»  derved  ikke  helt  bliver  anvendeligt  ved  Bereg- 
iiingen  af  Forsikringer  paa  to  eller  Here  Liv.  Förf.  kan  imidlertid 
henvise  dem,  der  0nsker  en  saadan  Lettelse,  til  at  gore  Brug  af  hans 
under  5)  anf^rte  Tavle,  der  heltigennem  er  udjaevnet  efter  Makelianis 
Formel,  og  hvor '  man  endda  har  Valget  mellem  en  Selektionsperiode 
paa  10  eller  5  Aar.  I  Yirkeligheden  er  det  vist  ogsaa  tvivlsomt,  om 
den  »Pukkel»  paa  l)0deligheden,  der  er  antydet  i  Frfaringerne,  og  som 
Förf.  ogsaa  faar  frem  i  sin  under  3)  noevnte  principale  Fdjsevning, 
kroever  saa  meget  Ilensyn,  at  ikke  en  Udjanning  helt  efter  Makehams 
Formel  skulde  kunne  betragtes  som  fuldgod.  Fprste  Åars  udjtevnede 
Dudelighcd,  hvor  m[i:,]  +  o  =  1.6i^l»o,  W(22i  +  o  =  3.28  %o,  J«[29]  +  o  = 
=  2.18  "/oo  og  «<[36]  +  o  =  2.89  %o  visef  i  livert  Fald  et  raere  udjmneget 
Maximum  f0rst  i  Tyverne  og  Minimum  sidst  i  Tyverne,  end  Tilfa^ldet 
er  med  selve  Erfaringerne,  der  na'rmest  viser  konstant  Dudelighed  i 
disse  Aldersaar,  og  moro  udjn-a^get,  end  man  vil  finde  sandsynligt,  efter 
livad  man  andetsteds  fra  kender  til  l)0delighcdcns  Forlob  i  disse  Aar. 
Det  er  de  efter  det  f0rste  f0lgende  Forsikringsaar  —  sa^rlig  Forsik- 
ringsaarene  1  —  4  — ,  der  viser  en  ret  hjij  Dpdelighed  i  Tyverne  og 
har  givet  Anledning  til  Korrektionen  paa  den  I\Iakehamske  Kurve. 
Foi-mentlig  er  det  ber  en  Del  Tuberkulosed0dsfald,  der  g0r  sig  ga^l- 
dende,  men  det  er  dog  tvivlsomt,  om  disse  Forhold  vil  gore  sig  saa 
sta'rkt  giEldende  ogsaa  i  Fremtiden  efter  den  Kamp,  der  nu  er  og  i 
hongere  Tid  har  vaeret  i  Gäng  mod  denne  Sygdoni.  efter  de  forbedrede 
rndersogclsesmetoder,  der  nu  bringes  i  Anvendelse,  og  eftor  det  Ilen- 
syn,  der  nu  almindeligt  ved  Antageisen  tagcs  ogsaa  til  Tnberknlose  i 
Familieii.  Selv  om  ogsaa  andre  Forhold  end  Tuberkulosen  kan  bave 
varct  medvirkende  til  D0delighedsknrvens  bugtede  Forlob  i  20-erne, 
vil  Anm.  dog  ikke  nuTe  större  Betienkeligheder  ved  at  företage  en 
Udligning  ved  at  lade  den  ^Makehamske  Kurve  gaa  helt  ned  til  Ålder 
2")  for  Slutkurven  og  bestomme  de  förste  Åars  Dodolighed  i  Forhold 
dertil,  m.  a.  O.  foretra-kke  den  under  5"  nannte  Udja-vning  med  de 
store  praktiske  Fordcle,  den  byder.  Förf.  har  foritvrigt  ved  under 
den    sidstnaivntc  Udjanniug   at  sirttc  C(t  =  a  —  a'  (4,5  —  /)*,  saaledes 
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at  Uf  allerede  for  t  =  b  faar  samme  Vierdi  som  i  Slutkuiveii,  opnaaet 
at  faa  ret  lioje  Dodskvoter  i  de  unge  Äldre,  hvor  den  viesentligste  Del 
hidrprer  fra  Leddet  u.  Överfor  Förf.  saxlvanlige  Pr()ve  ved  Hjälp  af 
Afvigelser  cg  akkiimulerede  Afvigelser  staar  Udjaivningeu  under  5*  da 
heller  ikke  meget  tilbage  for  den  principale  Udjrevning. 

Stoltz  Udjffivning  er  ■ —  ligesom  livad  der  ictvrigt  foreligger  fra 
hans  Haand  —  prseget  af  hans  Dygtighed  og  Paalidelighed.  Han  har 
vaeret  stillet  överfor  den  Opgave  inden  for  en  begr?ensot  Tidsfrist  at 
skaife  et  i  Praksis  brugbart  Grundlag  og  va^lger  derfor  en  Metode, 
hvis  Anvendelse  f0rer  til  simple  og  mekaniske  Ilegneregler.  Ved  Val- 
get af  Formlerne  for  at  og  /:?;  indstiller  han  derefter  sin  Metode,  sit 
Vaerkt0j,  efter  de  forskellige  Erfaringsra?kkers  Krav.  Det  vilde  for- 
mentlig  have  lonnet  sig  at  underkaste  de  enkelte  af  disse  Erfarings- 
raikker  en  mere  individuel  Behandling,  ligesom  man  forskellige  Steder 
savner  en  mere  detailleret  Fejlkritik,  men  disse  0nsker  kommer  ganske 
vist  let  til  at  sigte  ud  över  de  Rammer,  det  var  givet  paa  Forhaand 
for  Förf.  Arbejde.  Överfor  de  af  Förf.  naaede  praktiske  Resultater 
frtler  man  ingen  Usikkerhed,  ligesom  Indtrykket  af  at  have  va^^ret  under 
sikker  Ledelse  bestyrkes  af  den  korte  og  koneise  Form,  hvori  den 
ledsagende  Tekst  er  givet. 

Efter  at  de  udja?vncde  Vserdier  af  ni[x]  +  t  er  bestemt,  sattes  disse 
som  na^vnt  =  u  ] ,  livorefter 

'  [■'•1  +  ^+., 

loge  \j-]  +  t=  —  I  ,"[.r] +  <(?/  + Konstant. 

b 

Det  frembyder  ingen  Vanskeligheder  at  udfore  denne  Integration  for 
de  for  ii[x\  +  t  irt.  ovenstaaende  benyttede  P^unktioner,  livorved  l[x\  +  t 
foruden  af  x  og  t  bliver  afha^ngig  af  Konstanter,  der  kan  findes  ud 
fra  Konstanterne  i  u.  (Ved  Afledningen  af  de  nye  Konstanter  er  pag. 
64:  ip  (t)  sat  =  (j.'it—  J,)  i  Stedet  for  c"^-  tl>{t—  1),  men  de  endelige 
Konstanter  synes  at  vöere  bestemt  ud  fra  den  rigtige  Formel.) 

Der  meddeles  derefter  udf0rlige  Grundtavler  svarende  til  3  o,  4 
og  4  2  %  p.  a.  for  Dodelighedstavlerne  2),  3),  4)  og  5)  og  for  5" 
endogsaa  Grundtavler  for  2  Liv.  Det  er  saaledes  et  godt  Hjaelpemid- 
del,  der  gennem  Stoltz  Arbejde  er  givet  de  svenske  Selskaber  til 
Udarbejdelse  af  de  nye  Grundlag,  de  i  Ojeblikket  er  ved  at  skabe.  Det 
selekte  Grundlag  vil  jo  nok  give  en  Del  mere  Ulejlighed,  end  man  tid- 
ligere  kom  igennem  med,  men  til  Gengseld  ogsaa  skabe  mere  Eksakthed 
og  Klarhed  i  Vurderingen  af  Selskabernes  Passiver  og  Aktier,  et  For- 
hold,  der  —  i  hvert  Fald  af  de  gode  Selskaber  —  kan  hilses  med  Glsede. 

Alt  i  alt  loeser  man  Stoltz  Athandling  med  Interesse  og  Udbytte 
og  det  har  vaeret  Anm.  en  Glsede  efter  Opfordring  at  fremkomme  med 
foranstaaede  Beinterkningcr  derom. 

L.  Iversen. 


\ 


Avis. 

D'aprés  con  ven  tion  faite  avec  les  association  des  actu- 
aires  du  Danéraark  et  de  Norvége,  la  Société  des  actuaires 
de  Snede  a  résolu  de  discontinuer  la  publication  de  son  jour- 
nal (Svenska  Aktuarieföreningens  Tidskrift).  Il  sera  rem- 
placée  par  ce  nouveau  journal,  »Skandinavisk  Aktuarietid- 
skrift  ,  qui  feia  fonction  d'organe  coniraun  des  trois  sociétés 
d'actuaires  du  Danémark,  de  Suéde  et  de  Norvége. 

Le  nouveau  journal,  dont  Téconomie  est  garantie  par 
les  compagnies  d'assurance  sur  la  vie  des  trois  pays,  suivra 
essentiellement  le  méme  programme  scientifique  que  son  pré- 
décesseur.  La  redaction  a  été  confiée  au  soussigné  Norden- 
mark en  qualité  rédaeteur  en  chef,  et  a  trois  rédacteurs  re- 
presentant les  pays  intérresés,  a  savoir: 

pour  le  Danémark :  M.  J.  F.  Steffensen,  Docteur  és 
sciences: 

pour  la  Norvége:  M.  Ivar  Hesselberg,  Actuaire; 

pour  la  Suéde:  M.  Gustaf  Stoltz,  Actuaire. 

Nous  coraptons  publier,  annuellement,  en  vi  ron  quatre 
livraisons  de  quatre  feuilles. 

On  peut  sabonner  aux  bureaux  de  pöste,  ou  bien  chez 
le  rédaeteur  en  chef.  Prix  de  souscription  est  de  10  couron- 
nes  par  an;  les  livraisons  détachées  sobtiennent  au  prix  de 
3  courojines. 

Stockholm,  mars  1918. 

>.  V.  K.  NordfHinark. 

Ilolsingeturgel    1. 
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Sur  le  probléme  d'interpolation. 
Quelques  notes  théoriques. 

Par  G.  H.  d'Ailly. 

,  Docteur  és  sciences. 

Derniérement  quand  il  était  mis  en  question  d'introduire 
dans  la  pratique  de  la  technique  des  assurances  sur  la  vie 
des  primes  continues,  j'ai  fait  Fépreuve  de  calculer  d'une 
maniére  la  plus  simple  qu'il  était  possible,  des  valeurs  ap- 
proximatives    mais   d'une  grande  precision  des  nombres  fon- 


damentals  N[x]+t  =  i  -Dui+i!  dt. 


t 

A  ce  sujet  je  suis  parti  des  valeurs  des  nombres  D[x]+t, 
qui  sont  publiés  par  Tactuaire  G.  Stoltz  dans  Utjämning  av 
sjutton  svenska  livjörsähringsholags  dödlighetstabeller. 

Les  expressions  analytiques  qui  sont  appliquées  dans  cet 
oeuvre  pour  représenter  les  nombres  D[x]+t,  ne  s'accommodent 
pas  å  Tintegration  directe.  Dono  il  était  mon  intention  de 
calculer  les  integrales  en  appliquant  la  formule  d'interpola- 
tion  de  Lagrangé  et  d'une  methode  de  Gauss. 

Aussi  j'ai  fait  Tépreuve  d'appHquer  les  fonctions  sphéri- 
ques  GU  un  autre  systéme  orthogonal  commode. 

Quelques  circonstances  en  ces  travaux  portaient  mon  ät- 
ten tion  sur  le  probléme  d'interpolation  en  general  et  je  me 
mis  å  étudier  quelques  questions  qui  sont  liées  å  ce  pro- 
bléme. 

Comme  on  sait,  dans  Toeuvre  susdit  les  coefficients  cen- 
tra ux  de  mortalité  ou  les  coefficients  instantanés  de  mortalité 
sont  représentés  par  des  expressions  analytiques  qui  ne  sont 

10—18251.     Skandinavisk  Åktuarietidskrift.    1918. 
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pas  identiques  dans  tout  lintervalle  considéré.  Cela  n'est 
pas  bien  au  point  de  vue  des  mathématiques  pures  mais  dans 
un  travail  dun  but  premiérement  pratique  on  n'a  guére  pu 
éviter  cette  inopportunité  sans  une  trop  grande  complication 
des  formules. 

Cependant  ces  circonstances  m'ont  fait  m'adresser  la 
question  sui vante:  Quand  on  essaye  de  représenter  par  des 
expressions  analytiques  une  fonction  qui  est  donnée  par  des 
valeurs  empiriques,  y  a-t-il  peut-étre  une  nécessité  non  seule- 
ment  pratique  mais  aussi  théorique  d'appliquer  des  expres- 
sions différentes  dans  des  parties  différentes  de  IMntervalle 
considéré? 

Il  est  possible  qu'une  fonction  qui  est  donnée  empirique 
dans  un  intervalle  n'y  représente  pas  la  méme  fonction  ana- 
lytique  ou  que  les  expressions  par  lesquelles  on  représente 
la  fonction  dans  certaines  parties  de  Tintervalle  sont  les 
commencements  de  series  qui  ne  convergent  pas  dans  tout 
Tintervalle  considéré  et  qui  doivent  par  conséquent  étre 
éohangées  contre  les  commencements  de  series  qui  sont  con- 
vergentes  dans  ces  autres  parties  de  IMntervalle. 

Quoique  possible  je  ne  veux  point  dire  qu'un  tel  fait 
soit  ici  Toccasion  qu'on  doit  représenter  les  coefficients  cen- 
traux  de  mortalité  par  des  expressions  différentes.  mais  je 
propose  cet  raisonnement  seulement  parce  qu'il  était  la 
cause  de  la  recherche  présente. 

En  cherchant  des  expressions  convenables  a  représenter 
pour  Tusage  pratique  une  fonction  donnée,  ces  points  do  vue 
théoriques  sont  souvent  et  avec  raison  repoussés  en  faveur 
de  Tutilité  pratique,  mais  comme  celle-ci  dépend  en  dernier 
lieu  d'hypotbéses  théoriques,  de  plus  ou  moins  distinctement 
énoncées,  j'ai  cru  qu'il  aurait  de  Tintérét  de  les  prendre  bien 
en  considération.  Comme  je  Tai  formule  généralement,  le 
probléme  est  donc  d'étudier  les  propriétés  analytiques  de 
fonctions  qui  sont  données  dans  un  intervalle  par  ses  valeurs 
nuraériques. 

Les  fonctions,  qu'il  est  convenable  d'étudier  premiérement 
sont  les  fdnctions  continues,  plus  tärd  des  fonctions  avec  des 
points  de  discontinuité  d'un  nombre  fini  et  des  fonctions 
qu'on   i)out  représenter  par  des  series  trigonométriques.     Ce- 
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pendant  dans  cette  recherche  je  ne  veux  qu'étudier  des  fonc- 
tions  continues  qui  sont  les  plus  impoi  tantes  dans  la  pratique. 

La  forme  de  la  recherche  que  j'ai  préférée  par  plusieurs 
raisons  a  été  d'approximer  les  fonctions  données  par  des 
polynomes  et  cette  approximation  peiit  étre  faite  directement 
ou  comme  une  correction  d'une  autre  forme  qui  ne  donne 
pas  une  assez  bonne  adhérence  aux  valeurs  données.  La  re- 
presentation de  poljmöme  ou  de  series  de  polynomes  est  d'une 
si  grande  généralité  qu'on  peut  approximer  une  fonction 
continue  arbitraire  aussi  exactement  qu'on  veut  par  un  po- 
lynome  ou  une  serie  de  polynomes  qui  est  uniformement  con- 
vergente  dans  un  certian  intervalle,  et  on  peut  meme  poser 
une  seule  serie  de  polynomes  avec  la  propriété  remarquable 
que  cette  seule  serie  qjosée  d'avance  peut  représenter  tous  les 
fonctions  continues  pourvu  qu'on  coupe  cette  serie  sur  des 
places  convenables  c'est-å-dire  qu'on  forme  des  sommes  par- 
tielies convenables,  différentes  pour  chaque  fonction  donnée. 
La  seule  condition  qn'on  doit  imposer  å  la  fonction  continue 
donnée  est  qu'elle  est  =  O  pour  x  =  0. 

Ainsi  soit 

■^^  (x)  ~  «!  a;  +  »2  a;^  +  »3  a;^  +  •  • 

cette  serie  posée  cCavance  o\x  le  signe  ~  marque  que  Tégalité 
n'est  que  formelie,  c'est-å-dire  sans  égard  a  la  convergence  de 
la  serie,  et  soit 

n 

2  öv  a;^  =  »S'„  {x) 

la  ?i:iéme  somme  partielie,  je  peux  toujours  trouver  une  suite 
de  nombres  n^,  n^,  n^,  .  .  .  telle  que 


/  {x)  =  lim  Sn^  {x)  =  2  (Ä'n,,  +  i  (a-)  —  Sn^,  {x)) 
OU    j  {x)    est    une    fonction    continue    arbitraire,    f  (o)  =  O    et 
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Cependant  je  ne  veux  pas  entrer  de  plus  prés  dans  cela 
mais  j'ai  présenté  cette  circonstance  comme  une  raison  que 
j'ai  consideré  la  representation  par  des  polynoraes  comme 
assez  générale  et  souple  pour  y  baser  ma  recherclie. 

Toutefois  pour  ne  pas  perdre  de  vue  le  point  de  départ 
pratique  j'ai  choisi  entré  les  pol3'n6mes  divers  d'approxima- 
tion  ceux  qui  résultent  de  TinterpoJation  ordinaire  d'une 
fonction  donnée  par  des  valeurs  isolées,  et  entré  les  formules 
d'interpolation  jai  preferé  celle  de  Lagrande. 

Soit  donc  /(.r)  la  fonction  d'interpoler,  je  choisis  une 
suite  Zq,  Xi,  X2,...Xn  entré  les  valeurs  de  la  variable  pour 
lesquelles  la  fonction  f  {x)  est  donnée,  et  présenté  un  poly- 
nome  Pn{x)  qui  coincide  avec  f  {x)  dans  les  points  choisis, 
ainsi 

Pn  {X)  = 
^  y  {X  —  Xn)(x—X^)...{x  —  Xy-i)  {x  —  Xy+i)  ...jZ  —  Xn) 

—  Z^y^  (a:,.  _  a-J  (a:,  —  x^)...  (a*,  —  a:,._i)  (ar,.  —  a-„+i) .  . .  (ar,,  —  Xn) 

r— o 

oä 

yv  —  fM  (r  =  0,  1,  .  .  .  n) 

Cependant  je  veux  restreindre  la  généralité  de  la  fonc- 
tion /(ar)  et  le  polynome  qui  Tapproxime  mais  ces  restrictions 
ne  sont  faites  que  pour  les  aises  et  ne  diminuent  pas  la 
généralité  du  probléme. 

Soit  donc  a... b  Tintervalle  dans  lequel  je  considére 
/(ar)  je  le  modifie  a  Tintervalle  — 1  ■•   -fl  par  la  transforma- 

tion   linéaire  x  =  2  . , 1 . 

o  — a 

D'ailleurs  je  choisis  les  valeurs  de  coincidence  dans  les 
points  qu'on  obtient  en  partageant  les  deux  portions  —  1  ...  O 
et  O  •  -f  1  en  n  parties  égales.  Donc  les  points  de  coinci- 
dence sont  les  2n  +  1  points  de  division  qui  sont  déterminés 
par  la  relation 

r  1 

X,.  ==     =  }' .  h     ou     7i  =  -  • 
71  n 

(r  =  —  ?/ ,  .  -      (-  7i). 
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Donc  nous  obtenons 


1) 


_  y  {x  +  nh)  {x  +  n  —  I  h) . . .  (x  4-  h) .  X  .  jz  —  h) . 

^     "  {vh  +  nh){vh  +  n—].h)...[i'h\h).vh.{vh—h). 


2  ±  y^' 


{x  —  v — \h){x — v+  ih)...{x  —  nh) 

( v  h  -^v^^\  h){rh  —  v  +  1  h) .  .  .[vh  —  n  h) 

X  {x^  —  h'-)  {x^  —  4  A^) . . .  (x^  —  n'-  h^) 


{x  —  y  h)  A'-^|w  +  r  .  \n_ 


_   ^  X  (a;^  —  h'')  jx'-  —  ^h-)...  jx'  —  n^  h'-) 

V=—7l  

Je  continue  cette  interpolation  avec  des  valeurs  grandis- 
santes  pour  obtenir  une  approximation  par  les  polynomes 
qui  soit  de  mieux  en  mieux. 

Mais  une  fonction  peut  étre  approximée  par  des  poly- 
nomes de  plusieurs  maniéres,  donc  je  veux  considérer  Ten- 
semble  des  polynomes  qui  approximent  la  fonction,  et  en 
particulier  étudier  ceux  qui  la  représentent  avec  une  preci- 
sion proposée  d'avance. 

Soit  donc  P  {x)  un  polynome  d'un  certain  degré  et  qui 
approxime  la  fonction  donnée  avec  la  precision  e  c'est-å-dire 

\f{x)-P{x)\<e 
et  posons 

f{x)-P{x)  =  cp{x)         '.'  \cf{x)\<s. 

En  interpolant  directement  d'une  maniére  dite  ci-dessUs 
la  fonction  f  {x)  par  le  polynome  P'  {x)  et  puis  interpolant  la 
fonction  fp{x)  par  le  polynome  P"{x),  les  deux  polynomes 
P'  (x)  et  P"  {x)  étant  du  méme  degré,  nous  obtenons  en  vertu 
de  Funiformité  de  la  détermination 

P'  {x)  =  P{x)  +  P"  (x) 

et  le  polynome  P"  (x)  a  le  caractére  d'une  expression  de  cor- 
rection  dont  on  obtient  la  coincidence  dans  les  points  sur 
lesquels  s'appuie  Tinterpolation. 
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Donc  je  puis  appliquer  directeraent  la  formule  d'inter- 
polation  å  la  fonction  de  correction  (fix). 

La  courbe  qui  représente  la  fonction  r/^  (a:)  est  située  dans 
une  Ijande  étroite  de  la  largcur  2 1  comme  fait  voir  la  figure  1. 


</^(x) 


Fig.  1. 


Soit  donc  le  polynome  Pn{x)  (1)  le  resultat  de  Finterpola- 
tion  appliquée  å  la  fonction  <f{x),  le  premier  but  est  d'étu- 
dier  Tordre  de  grandeur  des  coefficents. 

Etudions  premiércment  un  seul  terme  dans  la  somme  (1) 
et  posons-le  ainsi 


Qu  [x)  = 


yv 


h^  "  \n  +  r  \n  —  r 
Posons  de  plus 


X  {x,^  —  h')  {x^  —  4.h^)...{x^  —  n*h^) 

X^  —  v-  Ä- 


(x+)'h). 


xix'  —  h'){x^  —  ^h^)  ...{x-  —  n^h.^) 
X-  —  v^h- 


2  m 


{x-\-  rh)  =  y^±  C;.; 


ou  tous  les  coefficients  c-,,  sont  positifs  et  en  conséqucnce  de 
cela  leurs  signes  doivent  étre  choisis  convenablement, 
D'ailleurs  posons 


xjx^  +  h^){x'-  +  ^¥) . .  .{x^  +  n^h')  ,^         j        ^ 
x'  +  v^  h'  „ 


CxX' 


(•••   t\>Cx) 
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et 

x^  -\-  v^  h^  ^^ 

ou  donc 

-     f  =  O  pour  /  pair 

^-  { 
\  7^  O      »      I  impair 

et 

2/1  +  ] 

X  {x^-  +  h^)  {x''  +  4  Ä^) . . .  (a-2  +  7i2  h^)  =  2  «A  a; 

ou  donc 

I  =  O  pour  A  pair 
\  y^  a      »      A  impair. 

Donc  nous  obtenons 


.  ^;. 


2n— 1  2/i  +  l 

O  o 

et 

&,u-2  +  ^^^  A"  &«  =  a,u 
donc 

D'ailleurs 

2n— 1  2  •! 

(x  +  r  A)  2  &;.  a;^-  =  ^^  c;.  x^- 
o  o 

d'ou 

6^t_i  +  r  h  &^(  =  C/x 

mais 

vh^nh  =  1 

donc 

&„_i  4-  &„  ^  c^  >  Cu . 
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Posons  a  =2m,  donc 

et  u  =2m  —  1,  donc 

Mais  comme  62m  =  O  et  62m-2  =  O,  ces  deux  relations  se  chan- 
gent  en 

C-Zm-l  1^1  ^  ^ 

>  <  ''2m— 1  <  Cl2m  +  l  • 

C2m        j 

L'évaluation    des    coefficients   c  peut  étre  faite  par  Tévalua- 
tion  des  coefficients  a  du  polynome 


o 


x^\ 


Mais  les  coefficients  de  ce  polynome  sont  plus  petits  que  les 
coefficients  de  la  serie  qui  représente  la  fonction 


;.--(^)'-ni('  +  ;^ 


X- 
/.-I 


et  qui  converge  pour  toute  valeur  de  la  variable. 
Mais 


X     TM    I  X^    \  1  7C  X 

7r-i|2/.+  lUI 

Å-o' 


et  nous  obtenons  dono  finalement 
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a,,  <  A2n+i  {\n)' .  i  .  fej'* .  .1        (,,  impair). 


De  cela  et  des  relations  ci-dessus  nous  avons  obtenu  comme 

2n 

une  évaluation  des  coefficients  du  polynome  Qn  (ic)  =  ^  ±  C;,  a:^ 

;.=o 

2/v(l£i)'         A     /7r\.«  1 


ou  comme  h  = 
n 


\n+  v\n  —  v    TC     \hj    [^ 
1 


Pour  avoir  une  évaluation  des  coefficients  du  polynome 
Pn{x)  nous  sommons  en  i'  en  observant  que 

\yv\<s 

donc 


7^, 


,,-2]        ^    P  +  >'  \n—  v    n  L« 


=  £    nr  •  -  •  yr 


1  ,    w^'      +^ 


—  71 


.,u-l  .  _  ,      V<     1 

[/t        ^    \n  \-  v  \n —  ;' 

■»'  =  —  n 

Gli  nous  avons  pose 


Å-o 
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Mais 


+»»  1  i        +n  \2n 

2å     \n  +  v  \n —  v      |2n       Zi    \n  +  v  \n —  v 


_J^^n  .2m_    1  J_ 


donc 


Vn-2\  \^  n  \u 


En  évaluant  par  la  formule  de  Stirling  :  \n  =  1^2 rrn  '*"^" 
nous  obtenons 

7?„_i  I      2  rr  71 .  n-"  e-- "  22"         1       ^^_j  n"  _ 
p,,_2|      V'4ym  (2n)2'»  e-2«         n    '        [«  ~~ 

1  1 

"  -  .,  "  -  o 

lif 


^  1  1 

=  £  .  rr       - .  71       *•  • , — 


Donc  si  nous  avons  une  suite  de  pol\'n6mes  P n{x)  de 
degré  2n  (n  =  1,  2,  .  .  .)  qui  approximent  la  fonction  dounée 
avec  une  precision  de  la  grandeur  6„  dont  la  diminution  est 
d'une  telle  force  que  la  serie 

(n) 

converge,  les  coefficients  de  la  suite  de  polynomes  obtenus 
par  Tinterpolation  s'approchent  de  plus  en  plus  des  coeffi- 
cients de  cette  nouvelle  suite,  c'est-å-dire  si 

et 
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sont  ces  deux  suites  de  polynomes  nous  obteiions 

lim  ip,,  —  p'!i)  =  0. 

n=-co 

Quand  la  fonction  f{x)  est  analytique  dans  le  cercle 
1^1  <,1  +  ';  ('/  arbitrairement  petit)  il  y  a  au  moins  une  suite 
de  polynomes  qui  approximent  la  fonction  avec  cette  ordre 
de  precision:  les  sommes  partielies  de  la  serie  de  Taylor 
qui  représente  la  fonction. 

Ce  resultat  préliminaire  n'est  pas  trop  important,  mais 
je  Tai  voulu  presenter  car  elle  met  a  Tapproximation  une 
condition  qui  est  plus  faible  que  la  fonction  ne  soit  analyti- 
que et  å  cela  elle  surpasse  les  resultats  qui  sont  déjå  énoncés. 


Maintenant  je  vais  étudier  le  probléme  avec  des  hypo- 
théses  un  peu  modifiées  sur  le  degré  d'approximation,  mais 
avec  la  méme  méthode  du  travail.  En  analogie  avec  les 
sommes  partielles  des  series  de  puissances  je  propose  que  les 
polynomes  représentent  la  fonction  avec  une  precision  dont 
la  force  de  diminution  est  la  méme  que  du  terme  complé- 
mentaire  d'une  serie  de  Taylor  c'est-å-dire  la  puissance  de 
X  qui  suit  immédiatement  apres  la  plus  grande  puissance  de 
Pn{x),  savoir  z^"+'^. 

Comme  la  fonction  de  correction  cp{x)  diminue  encore 
en  les  limites  de  Tintervalle  consideré  j'ajoute  un  facteur 
G^.jfcsn+i  ou  ^-<1. 

Posons  que  la  fonction  fp{x)  que  nous  allons  interpoler 
satisfait  å  la  condition 

\ff{x)\<G.k'-"+K\x\-''+' 

GU 

(3)  |y.|<Ö.Fn4-l|IJ.I|  . 

Cette  condition  est  toujours  satisfaite  quand  la  fonction 
est  analytique  dans  un  cercle  |x|^i?  ou  R>1,  mais  il  ne 
faut  'pas  jaire  dans  cette  demonstration  cette  hypothese. 
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En    analogie  avec  la  demonstration  ci-dessus  nous  obte- 
nons  apres  la  sonimation  de  (2) 

Nous  év^alvions  la  somme  en  observant  (3)  et  obtenons 

Vn-A      ^  1^  Jmi    \  n  I         \7i  +  r  |7t  —  r 

v  — —  n 
1  71''  "     /r\2n  +  l  (|?j)2 

n  [«       ^\7il         \n+v\n — r 


v-O 


Pour  évaluer  la  somme 


^md  \nj  \n-\-  r  \n — v 


v=0 


{\ny- 
noiis  cherchons  une  évaluation  de  ,— , 

1 71  +  r  \n  —  v 

D'aprés  la  formule  de  Stirling  nous  posons 


oo 


\n  +  v  \n — v 

2  7i:n.n^"  .e-2« 


V2  TT  (w +  »/).  (w +  ?/)«+'' e-"-»'.  i^27i{n  —  v).{n—v)'*-^  ^-n  +  v 


n 


2n 


Comme    nous    n'avons    jamais   \n  —  r  =  0   nous   pouvons 
dans  cette  évaluation  exclure  la  racine  et  posons  dono 


i\ny 


<   c  .71 


n 


2n 


\7i  +  i'  |?i      y  '       (n  +  */)«+*'  (n  —  v)**-* 
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Puis  posons  v  =  h.n  (0<^ä;<^1),  donc 

<C   O      71  ' =^ 

\n  +  v  \7i—v  '       n«+"(l  +  Ä;)"(^+*)n"-^(l  — Ä;)"(i-^) 

(1— F)"    (I  +  Ä:)"^ 

ou  le  nombre  a  est  défini  par  Péquation  ci-dessus. 
Nous  obtenons 

—  k-na  =  — 71  log  (1  — k')  +  tiIc  log  (1  —  k)  —  nk  log  (1  +  k) 
ou 

a=plog(l-F)-llog(l-Ä:)  +  ^Iog(l  +  Ä;), 


En    développant    en    serie    suivante  des  puissances  de  k 
nous  obtenons  la  serie 

/    hi  l.i  J.G 


qui  converge  pour  Ä;<^1. 

Ce  développement  met  en  évidence  que  «^L 
Donc 

<  C.71  .e-^'"  =  C.n.e    » 


\7i  +  v  \n — r 

pour  tous  7'  et  n. 

Je    choisis  maintenant  ^  = -^    et    pose    v.[i  =  Xv,    donc 

7^  =  -r  =  iCv  .  Vn. 

Donc 


m  +  1^  \n  —  v 
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Cependant  je  veux  évaluer 

ii,    /„i2n  +  l  {\n)^  X    in'"'' ^^^' 


Z^Z\nj  \n-r-  y\n-v       ^W  \n  +  r\n-v 

<V  |^.p'  C.«.e-'J-(  '/"".C.n.'.  V,.„.,,-4„, 

V— 1 


Posons  a;  +  ,i  =  ?/,  donc 


l<^Jy'-''''--"'"''y= 


(n+l)^ 

—      1 

n 


£,^     j     y2n  +  lQ-U^~-r-  +  2u,i(iy< 


i 


00 


2n  +  l  X 

d 

00  


ou  commc  I' {n  +  l)^\n  nous  obtenons 


C     1 


2<j-.;izi- 
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D'aprés  (4)  nous  obtenons  donc 

En  considérant  seulement  le  facteur 

w-" n    n    n       n 

]/£'^  1   '2   '  3    "';U 

nous  trouvons  qu'il  a  sa  valeur  plus  grande  pour  /<  =  n,  donc 

\u  =  \n 
et  puis 

/M         1  1  77"       |W 

^■"-'      <  ^  F^+l  TT'*  ■  ~  •  ^  =  Z^  F'»+l  TT''. 

En  modifiant  le  nombre  H  nous  pouvons  séparer  les 
deux  inégalités  qui  sont  unies  dans  la  formule  précédente  et 
obtenons 

(5)  p,„  <  iy  F"+l  TT". 

Une  serie  ^ /?,(»:"  dont  les  coefficients  ne  surpassent  pas 
cette  limite  supérieure  des  nombres  p,^^  est  ainsi  toujours  con- 

vergente    pour    |a;|<-    et    cette  convergence  ne  dépend  pas 

de  n. 

De  la  relation  (5)  nous  déduisons 

lim  f,,  =  O 

n=oo 

c'est-å-dire  si  la  différence  de  la  fonction  et  le  polynöme 
P'n  {x)  par  lequel  nous  cherchons  le  représenter  dirainue 
comme  (t  ä;^"^^  a:2"+i,  les  coefficients  du  polynöme  qu'on  ob- 
tient  par  Tinterpolation  de  la  fonction  de  correction  dimi- 
nuent  aussi  vers  zéro  quand  n  tend  vers  Finfini. 
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Gette  chose  nous  pouvons  exprimer  ainsi : 
Soit 

P\{z)     et     P\{x)  (n  =  l,2,...) 

deux  suites  de  polynomes  qni  approximent  la  fonction  donnée 
avec  une  precision  dite  ci-dessus.  Donc  les  coefficients  cor- 
respondants  tendent  infiniment  Tun  vers  Tautre  quand  7i 
tend  vers  Tinfini.  Aussi  les  coefficients  des  polynomes  dans 
la  suite  qu'on  obtient  par  d'interpolation  successive  de  la 
fonction  donnée  tendent  infiniment  vers  les  coefficients  des 
polynomes  P'n{x)  et  P"„{x). 

Quand  la  fonction  f  {z)  est  analytique  il  y  a  du  moins 
une  telle  suite,  c'est-å-dire  les  sommes  partielles  de  la  serie 
de  Taylor  de  la  fonction,  car  le  terme  complémentaire  R{x) 
du  degré  2n  +  1  diminue  comme  Gä;-"+^  .ar^^+i  ou  ce  terme 
est  défini  par  la  relation 

2n 

/(a;)  =  2«.a;''  +  R{x). 
t—o 

Les  polynomes  qu'on  obtient  par  Pinterpolation  de  la 
fonction  f  {x)  suivant  les  principes  exprimés  ci-dessus  ont 
ainsi  la  propriété  que  ses  coefficients  tendent  vers  les  coeffi- 
cients correspondants  du  développeracnt  en  serie  de  la  fonc- 
tion quand  7i  tend  vers  Tinfini. 

En  partant  d'avance  d'une  fonction  analytique  on  peut 
par  Tintegrale  de  Cauchy  obtenir  ces  resultats  plus  simple- 
ment  raais  comme  jai  désiré  que  ma  recherche  soit  totalement 
indépendanie  de  la  connaissance  des  propriétés  anahjtiques  de 
la  fonction  jai  prcféré  une  voie  qui  ne  s'appuie  que  snr  la 
connaissance  des  valeurs  de  la  fonction  dans  Vintervalle  considéré. 


Les  resultats  ici  ol)tenus  peuvent  6tre  retournés  sous 
certains  rapports.  J'ai  démontré  ci-dessus  que  le  resultat 
d'interpolation  peut  avoir  pour  forme-limite  la  serie  deTAYLOR 
qui  représente  la  fonction. 
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Maintenant  je  veux  retourner  le  probléme  ainsi:  Soit 
donnée  nne  fonction  å  laquelle  j^applique  la  formule  d'inter- 
polation  de  Lagrange  avec  un  degré  grandissant  des  poly- 
nomes  obtenus. 

Posons 

n-l 

Pn(a:)=2<'^'  (^=1,2,3,  .  .  .) 

v=0 

ou    Pn{x)    représente  la  suite  des  polynoraes  obtenus  et  soit 

lim  a(">  =  aa 

n  =  oo 

et  puis 

00 

(6)  ^aux" 

une  serie  avec  le  rayon  de  convergence  r^. 

Puis  nous  déterminons  une  suite  de  nombres  positifs 

M,,3I,,  .  .  .  M,,  ... 
tels  que 


il/v>|<")|  (n=l,  2,  .  .  .oo) 


et  posons  la  serie 


Soit  ^2  le  rayon  de  convergence  de  cette  serie. 

Soit  Q  un  nombre  plus  petit  que  r^  et  fj.  Nous  mon- 
trerons que  la  fonction  f  (x)  est  analytique  dans  Tintervalle 
I^|S(*  6^  peut  étre  represen tée  dans  cet  intervalle  par  la 
serie  (6)  donc 

00 

/  (a;)  =  2  «»■  a;^  {\x\<q)- 

11  —  18251.     Skandinavisk  Aktuarietidskrift.    1918. 
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La    siiite  des  polynomes  obtenus  par  Tinterpolation  soit 

Pn  {x)  =  a<,''>  +  a<,'')  X  +  a(,")  a;*  +  •  •  •  +  a[,"li  a:"-' 

(n=l,  2,  ...). 
Donc 

i^n  (•^)  —  ^  ff-  X''  =  ^  «!"'  -t^''  —  2  ^''  ^''  = 

n—\  30 

2(a<">-a,).r"—  2«"^'  = 

00 

=  2  ("1"^  ~  ^''^  ^''  +  2  ('^l"'  ~  "'•)  ^''  ~"  2  ^"^*'- 

v— o  i'=m  )'=n 

Prenons  m  si  grand  que 


1—0 


1—0 


n— 1 


n-1 


2  (a<,")  —  a,.)  a;" 


<   y  (3/v  +  |a,|)(;>< 


(é  arbitrairement  petit). 

Puis  prenons  n  assez  grand  que  nous  obtenons  simulta- 
nément 


y  ««)-«„)  o" 


<o      car     liraa'"'  =  av, 


et 


2  ^''  c'' 


car  2fa,.  a:''  est  convergente 


pour  |a:|  <  o. 
Donc  nous  obtenons  comnie  resultat  total 


Pn{x) 


a,,  a:'' 


<f      pour      \r\<r. 
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Mais    nous    pouvons    trouvcr    des    valeurs  n  si    grandes 

qu'un    nombre    commensurable    arbitraire    a;=        satisfait    å 

9. 
la  relation 


et  donc 


f{x)  =  Pn{x) 


f{^)-t 


av  X' 


v=0 


<£. 


Mals  cette  relation  est  indépendante  de  n  et  nous  pou- 
vons prendre  s  arbitrairement  petit,  donc  nous  obtenons 
pour  des  valeurs  commensurables  arbitraires 

00 

f{x)  =  ^avx\ 


Cependant  /  (x)  est  une  fonction  continue  et  les  nombres 
commensurables  förment  un  ensemble  partout  dense,  donc 
cette    relation    est  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  de  x  oia 

\X\<Q. 

La  fonction  f(x)  est  donc  représentée  dans  cet  intervalle 
par  la  serie 


2  o.x" 


v=Q 


et  donc  elle  y  est  analytique. 

Cette  demonstration  ne  donne  aucune  des  propriétés  de 
la  fonction  en  dehors  de  Tintervalle  |a;|<^(»;  qnand  ^>^1  la 
fonction  empirique  est  analytique  dans  tout  Tintervalle  con- 
sidéré  |a;|<^l  et  nous  obtenons  facilement  la  precision  de 
révaluation  du  raisonnement  ci-dessus.  Si  le  nombre  q  est 
plus    petit    qu'un,    plusieurs    cas    peuvent  se  presenter:    fix) 

peut    étre    analytique    dans    tout    Tintervalle    — 1 hl,  ou 

peut  avoir  un  point  singulier  pour  x=  ±q  ou  pour  x  =  Qe 
ou    finalement    f{x)    peut    étre  composée  de  plusieurs  »func 
tiones  continuse». 


ie 
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Il    ne    faut    pas    qirun    point    singulier  dans  Fintervalle 

restreint  la  réfrularité  de  la  suite  des  valeurs  dans  cot  inter- 

_  1 
valle,  chose  que  raontre  Texemple  f(x)  =  e  ^,  car  cette  fonc- 
tion  est  singuliere  pour  x  =  O  et  existe  comme  valeur  limite 
ainsi  que  toutes  ses  derivées  quand  z  tend  vers  un  point  le 
long  de  Taxe  réel,  mais  quand  x  tend  vers  zéro  avec  des 
valeurs  de  la  forme  r.e*®  ou 

^  +  s<e<^-e 
4  4 


ou 


—  -{-  e<Q<—~—€  (f>0) 

4  4 


f  {x)  surpasse  toute  limite. 


Je  ne  veux  pas  affirmer  que  cette  recherche  peut  étre 
appliquée  immédiatement  en  pratique  mais  je  ne  veux  que 
démontrer  qu'on  peut  trouver  quelques  propriétés  anal^^tiques 
d'une  fonction  donnée  seulement  par  ses  valeurs  et  qu'on 
peut  faire  dans  certains  cas  cette  recherche  en  appliquant 
seulement  la  formule  simple  de  Lagrange  et  en  trouver  une 
limite  supérieure  de  la  precision  d'approximation  sans  faire 
des   reflexions   si  profondes  que  par  exemple  le  probléme  de 

TCHEBYCHEFF. 


Eine  graphische  Darstellung  der  Leibrente,  der  ein- 

maligen  Prämie,  der  Jahresprämie  und 

der  Prämienreserve. 

Von  Aktuar  N.  Solberg',  Kristiania. 

Um  eine  graphische  Darstellung  einer  gegebenen,  eindeu- 
tjgen  Funktion  f{a)  zu  erhalten.  denken  wir  uns  die  den 
Werten  a',  a", . . .  a<"'  der  unabhängigen  Veränderlichen  ent- 
sprechenden  Grössen  x=l.f{a)  als  Abszissen  auf  eine  Gerade 
von  demselben  Ausgangspunkt  abgetragen  undbezeichnen  dann' 
die  Endpunkte  der  Abszissen  mit  dem  zugehörigen  Wert  von  a. 
Ober  die  Konstante  I,  den  Modid,  können  wir  frei  verfiigen 
und  hierdurch  einen  passenden  Massstab  erhalten. 

Ein  solches  graphisches  Bild  einer  Funktion  einer  Veränder- 
lichen nennt  man  eine  F  unktions  skala  {écheWe  dela.  ionction). 

Wir  benutzen  im  folgenden  ein  besonderes  System  paral- 
leler  Linienkoordinaten,  dessen  praktische  Anwendung  von 
Maurice  d'0cagne1  eingehend  behandelt  worden  ist.  In  den 
Endpunkten  eines  geraden  Linienstiickes  AB  =  s  (Fig.  1)  wer- 
den  Senkrechte,  AU  und  BV,  die  Achsen,  errichtet.  Jede 
Achse  wird  mit  positiver  Richtung  und  Massstab  versehen. 
Unter  den  Koordinaten,  u  und  v,  einer  Geraden,  I,  wollen 
wir  die  algebraischen  Stiicke,  AU^  und  BV^,  die  die  Gerade 
der  Achsen  abschneiden,  verstehen. 

Die  Werte  von  u  und  v,  die  eine  lineare  Gleichung 

au^-hv  +  c  —  Q  (1) 

befriedigen,    sind    Koordinaten    einer    Geraden    durch    einen 

'  Maurice  d'Ocagne:  »Traité  de  Nomographie»,  Paris,  Gauthiers- 
Villars,  1899.  Unter  »Nomographie»  versteht  man  die  Lehre  von  der 
graphischen  Darstellung  von  Zahlenreihen. 

Ein  ausgezeichnetes  Referat  dieser  Arbeit  gibt  Dr.  Friedrich  Schil- 
LINO:  >Uber  die  Noraographio  von  M.  d'Ocagne»,  Leipzig,  Teubner,  Zweite 
Aufl.  1917. 


166 

festen  Punkt  P.  Dies  sieht  man  leicht  ein,  wenn  man  ein 
rechtwinkliges  Punktkoordinatensj'stera  mit  Ursprung  in  A 
und  Achsen  längs  AB  und  AU  einfuhrt.  Die  Gleichung  der 
Gerade  ist  hier 
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und  geht  wegen  (1)  durch  den  festen  Punkt  ., ,1 

Die  Gleichung  (1)  stellt  demgemäss  den  Punkt  P  dar. 
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Sind   a,   b  und  c  Funktionen  derselben  Parameters  t,  so 
wird  die  Gleichung 

U  — ^ — , — ^ — ^ — , — ^ — , — ^ — ^ — ^ — ^ — ^ — , — , — ^ — i — ^ — ^ — ^ —    F 
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r/)(^).W  +  j/^(f).v  +  7W=0 


fiir   die    Veränderliche    i    alle    Punkte   P    auf  einer  gewissen 
Kurve  K   darstellen.     Sind  die  Funktionen  /(w)  und  g{v)  als 
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Skalen  jede  längs  ihrer  Achse  abgetragen,  so  wird  dasselbe 
fiir  die  allgemeinc  Gleichung 

ff{t).f(u)+ip{t).g{v)  +  yM)==0  (2) 

gelten. 

Haben  wir  also  die  Funktion  g{v)  längs  der  F-Achse  an 
den  Punkten  v',  v",  . . .  i><"'  skaliert  und  auf  K  die  Punkte 
t',  t", . . .  /<'">  eingetragen,  die  verschiedenen  Werten  des  Argu- 
mentes  /  entsprechen,  so  wird  eine  gerade  Linie  v''><^>  die 
CZ-Achse  in  einem  solchen  Punkte  m<*'  schneiden,  dass  die 
Gleichung  (2)  befriedigt  wird: 

ff{U) .  /(?<(*')  +  J/'(<W) .  ör(f<'))  +  x(t(»)  =  0. 

Hierdurch  haben  wir  eine  einfache  graphische  Darstellung 
von  /(?0  erhalten. 

Die  Methode  erhält  eine  weniger  praktische  Bedeutung, 
wenn  Teile  der  Kurve  A'  ausserhalb  des  Zeichenpapieres  fallen, 
diese  Unannehmlichkeit  ist  aber  in  der  folgenden  Anwendung 
sicher  nicht  vorhanden. 

1.  Wir  suchen  zuerst  eine  graphische  Darstellung  der 
vorschussweisen,  aufhörenden  Leibrente,  des  Eintrittsalters  x 
und  der  Dauer  w: 

In  der  Gleichung 

Ds  .  3x771  +  Nx+n  —  Nx  =  O 

setzen  wir  0x77]  =  /(?<)' ^x+n  =  ö'(^)-    ^'"^  Koeffizienten  Nx  und 

Dx  sind  Funktionen  des  Parameters  x  (Fig.  2). 

Der  dem  Eintrittsalter  x  entsprechcnde  Punkt  ti^  auf  K 

känn  als  Schnittpunkt  zwischen  der  Linie /(«)  =  O,  ^(v)  =  i\'x 

N 
durch  A  und  die  Linie  g{v)  =  0,  /(w)  =  yx'*=ax  durch  B  be- 

stimmt  werden.  Wir  setzen  also  Nx  in  einem  passenden 
Massstab  längs  der  F-Achse  bis  )'x  und  ax  in  einem  passenden 
Massstab  längs  der  f7-Achse  bis  ax  ab.  Dann  wird  7ix  der 
Schnittpunkt  zwischen  den  Linien  Ai^  "nd  Bdx- 
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Infolge  des  Obenstehenden  wird  nun  die  Gerade 
Vx+n^x  ^c(xT^  =  aj:^  dcF  t7-Achse  abschneiden.^ 

Wir  zeichnen  die  Kurve  K.  Dieselbe  känn,  wie  oben 
erklärt  worden  ist,  punktweise  durch  Linealkonstruktionen 
bestimmt  werden.  Da  aber  die  Punkten  der  K  die  Grundlage 
fiir  alle  folgenden  Konstruktionen  bilden,  ist  es  am  besten  die 
Punktkoordinaten  der  tTx  in  z.  B.  dem  Cartesiscben  System 
deren   Achsen   AB  und  AU  sind  zu  berechnen.     Wir  finden 

Ttxh fr'^}  1 — TVi'  welche  Koordinaten  fiir  alle  Werte  des 

\1  +  x/ar  1  +  ^xl 

Eintrittsalters  x  ausgerechnet  werden,  wonach  die  Punkte 
direkt  abgetragen  werden. 

Wir  benutzen  bequem  ein  Blått  gewöhnliches  Millimeter- 
papier  und  wählen  s  —  50  cm.  Der  Massstab  fiir  N^;  und  a^; 
wird  so  gewählt,  dass  wir  fiir  das  niedrigste  in  Betracht 
kommende  Schluss-  bzw.  Anfangsalter  p^  und  ax  eingezeich- 
net  bekommen. 

2.     Zur    Bestimmung    der   einmaligen  Prämie  trägen  wir 

-7  =  —  +  1  längs  der  C7-Achse  bis  D  in  demselben  Massstabe 
dt 

wie  fiir  a^;  ab  und  ziehen  die  Linie  BD  (Fig.  3).  (Sollte  D 
ausserhalb  des  Blattes  Papiers  fallen,  so  bestimmt  man  leicht 
den  Schnittpunkt  von  BD  mit  dem  oberen  Rande  des  Blat- 
tes.) Wir  ziehen  hierauf  eine  Gerade  durcb  aj;  ;^  parallel  der 
Grundlinie  AB  bis  zum  Schnitte  mit  BD  in  C.  Dann  wird 
die  einmalige  Prämie  fiir  eine  Lebensversicherung  mit  dem 
Eintrittsalter  x  und  Auszahlung  spätestens  nach  n  Jahren: 

die  Länge  von  ctx^C,  mit  AB  als  Einheit  gemessen,  sein.  Dies 
folgt  einfach  aus 

\^_ 

axT^^C^^^^.AB^^p^.AB^^-^^-^^l-daxn,. 

d 

^  Dies  folgt  auch  direkt  aus  der  Figur,  indern  die  Dreiecke  AaxTx 
und  vxBiZx  gleichförmig  und  in  demselben  Verhältnis  wie  die  gleichförmi- 
gen  Dreiecke  Aa^-^z^  und  '■'x'''x+n~x  ^'nd,  weshalb: 

-4  O-x  ax 

^  ''xn\  =  -5;^  •  ■^^  +  "  ^-'^  =  Nx^^''~  ^•'^  +  '»^  ^  ''•^^- 
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Anstått  die  Gerade  axT{]C  zu  zielien  und  mossen,  können 
wir  eine  lincare  Skala  von  O  in  D  bis  1000  in  A  einzeichnen. 
Im  Schnittpunkt  der  Gerade  fx+n^rj-  mit  der  C/-Achse  lesen 
wir  auf  dieser  Skala  A^j^  augenbiickiich  ab. 

Falls  die  einmalige  Bruttoprämie  linear  durch  die  Netto- 
prämie 
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n  B,B^ 


ausgedriickt  wird,    können    auch    die  Bruttopriimien  an  der- 
selben  Figur  abgelesen  wcrden.     Wir  verlängern  AB  =  \  mit 
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I  —  1  bis  Bl  nnd  danach  mit  /<  bis  B^  und  ziehen  B^  Z)i  ||  B^  Z). 
Die  Linie  ^jZ),  spielt  nun  dieselbe  Rolle  v/ie  oben  BD. 
A'x'^  wird  somit  durch  c<x^\Ci  dargestellt,  wo  C^  der  Schnitt- 
punkt  zwischen  ^2-^1  und  der  Paraliele  der  Grundlinie  durch 
ccxT^  ist. 

3.     Die    jährlicbe    Prämie,    zablbar    während  der  ganzen 
Versicherungszeit : 
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wird  folgendermassen  bestimmt:  Durch  den  Punkt  E  der 
C7-Achse,  dessen  Abstaiid  von  A  1  ist,  wird  eine  gerade  Linie, 
die  Einheitslinie,  parallel  der  Grundlinie  des  Schnittes  mit 
AC  in  F  gezogen.  Dann  wird  EF  (mit  AB  als  Einheit 
gemessen)  PxT^  sein.     Die  Figur  zeigt  nämlicb,  dass 

EF  =  -, as^C  = Aj,T^. 

Aa-c-^  a^TTi 

Falls    die    in    Betracht    kommenden   Prämien  kleiner  als 
der  Versicherungssumme  sind,  könnte  die  Präraie  auf  einer 

AB  im  Abstand  10(.4^,  =  10^  ^,  ^ji^,  =  10  .  Px;n)  parallelen 
Linie  (in  dem  10-doppelten  Massstab)  deutlicber  abgelesen 
werden. 

Durch  eino  geeignete  Skalierung  der  f7-Achse  von  O  in  Z)  bis 
8  in  A,  können  vvir  Pxn\,  nachdem  r^^+n  jTx  gezogen  ist,  ohne 
jede  weitere  Konstruktion  ablesen. 

Wird  die  jährliche  Bruttoprämie  durch 

gebildet,  verlängern  wir  AB  =  \  iiber  B  hinaus  mit  (Ä  —  1) 
bis  B^  und  iiber  A  hinaus  mit  n^  bis  A^.  Die  Linien  Ay  U^W  AU 
und  B^D  werden  gezogen.  Schneiden  nun  Uxl^C  und  B^D 
einander  in  Cj,  schneiden  ferner  EF  A^Ui  in  E^AC.^  in  F', 
so  wird  P'x7^  als  E' F'  abgelesen  werden.  Wiinschen  wir 
auf  E^Fi  abzulesen,  so  ist  seibstverständlich  A^Ui  durch 
A,U.  ^  AU   im   Abstand    lOu  zu  ersetzen  {E\F,'  =  10 P'xl^)- 

4,  Bei  einer  Versicherung  mit  Prämienzahlung  während 
der  ganzen  Versicherungszeit  driickcn  wir  die  Prämienreserve 
nach  Verlauf  von  k  Jahren  durch 

,  T/  -1  _  1        *'+*•  "-*l 

k  '  xti\  —  1  ■ 

aus. 

Wir  verbinden  (Fig.  4)  a^-;;]  mit  B  und  ziehen  durch 
ax+A,;r=I|  zu  AB  die  Parallele,  die  ax^Ti^  in  G  schneiden.  Dann 
wird  ((x+k.i::^0,  mit  AB  als  Einheit  gemessen.  gleich  i(Vx^[ 
sein.     Wir  haben  nämlicli: 
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n         -^  C(xri\         -4cfx+Ä,  n — Al         ^xTH  '^x+k,n—k\  jr   _ 

cCj,+k,7^=T^G  ^ ^— = -— =kVx7^^ 

Die  zu  derselben  Versicherung  gehörenden  Prämienreser- 
ven  werden  also  als  Parallelen  der  Grundlinie  im  Dreieck 
ÄBctxi:]  abgebildet. 

5.  Soll  die  Prämie  nicht  während  der  Versicherungszeit, 
sondern  in  m  Jahren  {m<n)  erlegt  werden,  so  ist 

m  \  J^xn]  — " 

Wir  trägen  (Fig.  5)  auf  der  F-Achse  BlSx'^  =  Ac(x7;^  = 
a^;^  ab,  zielien  ax7^i'^x7^  bis  zum  Schnitte  mit  BD  in  H  und 
weiter  ÄH  bis  zum  Schnitte  mit  der  F-Achse  in  W.   Dann  ist 


öder 


BW=^ 


BW  _  Bj^.^i 
AD      axn\D 

~T  '  ^xrn]                                               -. 
"'  ^xm] i 


1  1        ddxn\        m\-t^xn\ 

d 

Die  Prämie  selbst  wird  auf  EF  (bezw.  Ei  F^)  von  der 
U-Åchse  bis  zum  Schnittpunkte  mit  AH  abgelesen.  (Dies 
ersehen  wir  daraus,  dass  JAEFc^JWBA). 

Fiihren  wir  die  in  3  erwähnte  Skala  der  t7-Achse 
horizontal  nach  BD  iiber,  werden  wir  die  Prämie  auf  diese 
Gerade  direkt  ablesen  können, 

6.  Die  Präraienreserve  fiir  dieselbe  Versicherung  nach 
einer  Dauer  von  k  Jahren  {k  Km): 

kV  \m\  Bxn\)  =  Ax  +  Jc,  n—k\  —  m  I  -t^xn]  ■  ^x+k,  m—k\ 

bestimmen  wir  am  sichersten,  indom  wir  A  und  P.a  jedcs 
fiir  sich  ablesen  und  nachher  die  Subtraktion  vornehmen. 
Ax+k,7^^  wird,  wie  in  2  gezeigt  ist,  auf  BD  bis  C  und 
m  Px^-3ix+k,l^^^  von  cix+k,^rT\  bis  /  auf  AK,  beide  parallel 
der  Grundlinie  und  mit  AB  als  Einheit  abgelesen. 
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7.     Die   Regeln    fiir  die  Berechnung  des  Riickkaufswerts 
und    der  (Jrösse  der  prämienfrcien  Police  sind,  wie  bekannt, 
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mannigfach.     Jn  vicleii  Fiillcn  wird  cs  iiulossen  gelingen,  diese 

Werte    auf  dorsolben  Figur  graphisch  bestimnit  zu  erhalten. 

Als  Bci.spiel  hierfiir  wollcn  wir  die  Best  imniung  des  Riick- 
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kaufswertes  fiir  eine  Versicherung  mit  fortdauernder  Prämien- 
zahlung  nach  der  FREDHOLMschen  Regel  (Riickkaufswertgleich 
dem  mathematischen  Wert  mit  Abzug  von  4  %  des  ungedeck- 
ten  Risikos  =  1,04  F -7- 0,04)  angeben.    Die  prämienfreie  Police 
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Fig.  6. 


denken  wir  uns  weiter  so  berechnet,  dass  ihr  Riickkaufs- 
wert  gleich  dem  Riickkaufswert  der  ursprijnglichen  Police  ist. 
Wir  verlängern  (Fig.  6)  AB  iiber  A  um  0, 04  bis  A^, 
und  ziehen  AiD^  \\  AD.  Auf  dieser  Linie  trägen  wir  die 
Punkte    Dl    und    a'x'^    ein,    die    in    derselben  Höhe  iiber  der 
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CJnindlinie  wie  D  iind  f^x^n  liegen,  und  zielion  D^B  mid  Uxl^B. 
Die  erste  Liiiio  sclHieidct  die  C/-Achse  in  åom  festen  Punkte 
D^,  dio  aiidere  sclmcidot  den  RiickkaufsAV(>rt  f^x+A, JT^rxi^,  des 
abgcI)ildoten  Präniienreserve  («x+A,7r^^',  Fig.  4)  ah,  während 
die  Linie  D^Gt  AB  in  N  schneidet,  wo  AN  der  Betrag  der 
prämienfreien  Policc  wird. 
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8.  Die  Projektionen  (Fig.  7)  von  tTx  und  7rx+n  auf  AB 
seien  mit  Qx  und  Qx+ti  bezeichnet  und  Tr^Tix+n  schneide  die 
U-Åchse  in  R,  die   F-Achse  in  3.     Weil  wegen  1: 

AQ.==—^AB,BQ,  =  ^^^AB, 


l  +  D. 

Skandinavisk  Aktuarietidskrift.    1918. 


l  +  Dx 


12 


178 

wird 

-— ^  =  Dx  und  ebenso    ~^ —  =  Dj.+n- 

Die  einmalige  Präraie  fur  die  Aussteuerversicherung  :  —j^~ 

wird  somit  durch  das  Doppelverhältnis  {BAQx+nQx)  darge- 
stellt,  das  erst  durch  senkrechte  der  A  B  auf  der  Gerade 
TTx-^x+n  lind  dann  aus  Vx+n  auf  der  C/-Achse  projiziert  wird: 

^'j^^  =  {BAQx^nQx)-{SR7ix^n7rx)={o.RAax:fii)=^^ 
Hieraus  folgt,  dass  die  Linie  RB  ((xlI\Ci=-~^  der  die  ein- 

Ux 

raalige  Prämie  der  zusammengesetzten  Versicherung  reprä- 
sentierenden  Linie  abscbneidet.  Der  znriickbleibende  Teil 
dieses  Linienstiickes  wird  dann  die  einmalige  Prämio  fur  die 
kurze  Versicherung  mit  dem  Anfangsalter  x  und  der 
Dauer  n.  Wiinschen  wir  die  letztere  Prämie  direkt  abzulesen, 
so  bestimmen  wir  den  Schnitt punkt  i?,  zwischen  i? i?,  |!  AB 
und  BD  und  ziehen  ARi  bis  zum  Schnitte  mit  Uxl^C  in  C.^. 

Dann  ist  a^TH 0^=0 iCi=  — ^-y. — ^"l  •  Die  jährliche  Prämie  fiir 

die  Versicherung  auf  Lcbensfall  bzw.  die  kurze  Versicherung 
auf  Todenfall  findet  man  beim  Schnitt  zwischen  ACj  bezw. 
AC.  und  einer  der  Linien,  auf  welcher  sämtliclie  Prämien  ab- 
geschnitten  werden.     (3) 

Da  wir  nun  die  kurze  Versicherung,  die  in  der  ein- 
raaligen  Prämie  einer  gcmischten  Versicherung  enthalten  ist, 
gefunden  haben,  werden  wir  auch  die  Prämienreserve  fiir  die 
kurze  Versicherung  bezw.  die  Versicherung  auf  Lebensfall 
leicht  bcstimmen  können.  Ferner  sehen  wir,  dass  wir  auch 
eine  graphische  Bestimmung  der  Prämie  und  der  Prämien- 
reserve fiir  eine  gemischte  Versicherung  mit  verschiedenen 
Auszahhmgsbeträgen  bei  erreichtem  Altcr  und  bei  friiherem 
Tod  ange ben  können. 

Bestimmen  wir  als  Beispiel  hierfiir  die  einmalige  Prämie 
fiir  eine  gemischte  Versicherung  mit  100  %  Zuschlag  bei 
friiherem    Tod.      Da    hier    c(x7:\C   um    «x;ri^.'  =  ^i^  vermehrt 
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werden  soll,  trägen  wir  BT  =  -  AD  =  ^  längs  der  F-Achse 

ab,  ziehen  DT  und  bestimmen  den  Scbnittpunkt  i?2  zwischen 
dieser  festen  Linie  und  RRiiRR^  =  EiR^),  ziehen  BR^  und 
lesen  die  gesucbte  Prämie  ax7r\C\  von  der  CZ-Achse  bis  ^i?,  ab. 

9.     Prämie    und    Prämienreserve    einer    Versicherung   auf 

bestimmte  Verfallzeit  können  wir  aus  derselben  Figur  finden, 

wenn    wir    im    voraus    die    Parallele  zu  der  f7-Achse  in  dem 

Abstande  r,  ^>^  v^. . .  (Fig.  8)  aufgezeichnet  haben.    Ziehen  wir 

eino  Linie  durch  cix^  parallel  der  Grundhnie  bis  zum  Schnitt 

mit  der  Linie  f  iir  v"'  in   Vn  «nd  verbinden   Vn  mit  A ,  so  wird 

v"' 
die  Prämie  in  der  Versicherungszeit,  — -,  von  der  Einheits- 

äxn| 

linie  abgeschnitten.  Die  Prämienreserve  nach  Verlauf  von  k 
Jahren  finden  wir  als  Differenz  zwischen  «x+ä-,7I^  Vn-k 
und  ax+k,7n^Wn,  wo  Vn-k  und  Wn  die  Schnittpunkte  der 
Ablesungslinie  mit  der  Linie  fijr  v"-^  und  mit  A  V„  sind. 


Note  sur  quelques  inégalités  et  formules  d'approxi- 

mation. 

Par  IMrffer  Moidell. 

Les  calculs  pénibles  et  laborieux  que  nécessitent  trop 
souvent  ]es  operations  d'assurance  sur  la  vie,  rendent  fort 
désireux  de  trouver  des  formules  d'approximation  ou  bien 
des  inégalités  générales,  faisant  connaitre  en  chaque  oas  par- 
ticulier,  et  avec  le  moins  de  travail  possible,  une  limite 
supérieure  ou  inférieure  des  expressions  dont  on  cherche  la 
valeur  numériquc.  Cela  est  evident  surtout  au  oas  ou  Ton 
désire  seulement  faire  une  évaluation  »å  peu  prés».  Les  exemples 
en  abondent. 

Au  numéro  précédent  de  ce  journal  M.  Steffensen  a 
publié  un  mémoir  remarquable  oti  il  démontre  une  inégalité 
tres  générale,  importante  sans  doute  pour  Tanalyse  mathé- 
matique,  et  qui,  en  outre,  parait  étre  d'une  grande  utilité 
pratique  précisement  dans  le  sens  nommé.  Gest  Tinégalité 
suivante. 

h  b  a  +  /. 

ff{t)dt<jf(t)<r{t)dt<  jfiDdt;  (1) 

ti—l  a  a 

I  (t)  y  désigne  une  fonction  qui  dans  V  intervall  c  {a, b)  iiest 
jamais  croissante,  tandis  que  (p  {i)  dans  ce  méme  intervalle  est 
positive  et  plus  pétite  que  Vunité.     Pour  abrujer  on  a  pose 


u 

\<f{t)dt  = 
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M.  Steffensen  fait  de  cette  inégalité  des  applications 
immédiates  par  exemple  au  calcul  approché  des  rentes  via- 
géres.  En  donnant  å  la  limite,  trouvée  ainsi  de  (1),  une  cer- 
taine  correction,  il  arrive  å  des  formules  d'approximation 
tres  precises. 

Ces  applications  au  calcul  des  assurances  reposent  surtout 

sur  le  fait  que  la  fonction  yt  J^yv+i--- ^  qui  figure  comrae  un 

Ix.y.. . 

element  fondamental  en  bon  nombre  des  expressions  des  ma- 

thématiques    d'assurance,    est    le    produit    de  deux  fonctions 

satisfaisant    précisément    aux  conditions  nommées  plus  baut. 

Or,  on  remarque  encore  que  v^  est  une  fonction  convexe 


(d'en  bas)  dans  tout  intervalle  et  que  :^iM±hi.-  est  une  quan- 

t'X.y  ... 

tité  positive.  Cette  remarque  met  en  évidence  les  applica- 
tions nombreuses  et  immédiates  que  Ton  peut  faire  a  ces 
mémes  calculs  d'assurance  d'une  autre  inégalité  bien  connue, 
due  å  M.  Jensen. 

Si  e{t)  est  une  fonction  yositive  dans  un  intervalle  {a,  b), 
et  si  ip  (t)  est  une  fonction  parfont  convexe  dans  Vintervalle 
(«!  a,),  «!  et  a,  étant  les  limites  inférieure  et  super ieure  en  {a,h) 
d'une  fonction  arhitraire  a  {t),  on  a 

b 

e  (t)  a  {t)  dt 


(2) 


I  e  {t).  4' [a  {t))  dt  >  i  e{t)dt.(l> 


e{t)dt 


Le   signe    inverse   a    lieu   si    4'  ^^t  concave.^     Cette  inégalité  a 
également  lieu  quand  on  remplace  le  signe    i    par  le  signe  ^.^ 


On  peut  tres  souvent  se  servir  avec  avantage  dans  les 
calculs  numériques  de  cette  propriété  tres  générale.  Le  but 
du  present  travail  est  de  montrer  qu'il  existe  une  parentho 
entré  ces  inégalités  (1)  et  (2).  Ensuite  nous  allons,  pour 
mieux  les  comparer,  appliquer  (2)  å  Fun  des  exemples  traités 
par  M.  Steffensen.  ainsi  qu'å  quelques  cas  analogues. 


'  Il  est  sousentendu  que  toutes  les  fonctions  en  question  sont  inf  égrables. 
^  Jensen:  Sur  les  fonctions  convexes.    Acta  matliématica,  XXX  190G. 
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Remarquons  que  f{t)  n'étant  jamais  croissante  en  {a, b), 
la  fonction 


^'{t)=  jfi^)d^ 


sera    concave'    dans  cet  intervalle,  parce  qne  if'"  (t)  ne  sera, 
par  definition,  jamais  positive  en  (a, 6).     Egalement 


^{t)=  jf{^)di 


sera  convexe. 

Considérons  d'abord  le  premier  de  ces  deux  cas  et  par- 
tons de  Finégalité  (2)  pour  le  cas  de  concavité  et  pour 
a{t)  =  t\  (2)  s'écrie  alors 


(2)'  I  e{t)il>{t)dt<  I  e[t)dt.if' 


e{t).t.di 


e{i)dt 


(le  signe  inverse  au  cas  de  convexité). 

En    introduisant    en    (2)'  la  premiére  des  deux  fonctions 
ip{t)  écrites,  on  trouve 


(2)" 


^fe{l).tdt 
a 

'    b 

fe  (t)  dt 
b  t  fl 

e{t)  I  f{^)d^dl<  je{t)dt  jf{^)d^. 


a  a 


'  Lu  definition  do  concavité  et  convoxité  introduito  par  M.  Jknsek, 
OBt  plus  générnle  quo  la  definition  ordinaire,  niais  contient  celle  ci  comme 
Crt9  particulier. 
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Or,  comme  on  a  dans  tout  Tintervalle  {a,  b) 

t 
ff{^)d^>{t-a)f{t), 

a 

Ton  aura,  puisque  e  (t)  est  positive, 

b  i  b 

feit)  l^f{^)d^dt>  fe{t){t-a)f{t)dt; 

a  a  a 

donc  de  (2)" 

b 

J'e(t).tdt 
a 

~~b 
fe  (t)  dt 
b  b  a 

(2'")  le{t){t-a)j{t)dt<  fe{t)dt  ff{^)di. 


b  b 


Enfin,  comme 

b  o 

le{t)tdt  e{t){t  —  a)dt 

-b —  =  «  +  b 

je{t)dt  i  e{t)dt 

a  a 

et  en  posant 


e{t){t  —  a)  =  (f{t) 


t  —  a 
on  trouve  finalement 
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(4)  jf{t)(r{i)dt<u  jf{^)di 

a  a 

pourvu  que  les  intégrales 

b 
/.=  j<f{i}dt 


(5) 


et 


t  —  a 


aient  un  sens,  et  que  fp{t)  soit  positive  en  {a,  b),  iandis  que 
f  {t)  ne  soit  jamais  croissante  en  {a,  b). 

On  voit  d'abord  que  (p  doit  s'annuler  pour  t  =  a. 

Prenons  maintenant  le  cas  de  convexité.  L'inégalité  (2)' 
devient  apres  introduction  de  la  deuxiéme  des  fonctions  i/'(/) 
écrites  plus  haut, 


(6) 


b  b  b  b 

fe,(t)ff{^)d^dt>jeAt)dt.ff{^)dl 


J'ei(t)tdt 


fei{t)dt 


Or,  comme 


jf{^)d^<{b-t)f{t) 


on  aura 


bl)  b 

jeAt)  jf{^)d^dt<  fe,{t){b-^t)f{t)dt; 
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donc  de  (6) 

6  b  h 

(7)  feAf){h-t)f{t)dt>je,{t)dt.ff{^)d^. 

a  a  h 

J'ei(t)tdt 


b 
fei.(t)dt 


Or 


ie^{t)tdt  ie,{t){h  —  t)dt 


=  &-^ 


6  -  ^  b 


Posons 


(3)' 


ie,{t)dt  i  e,{t)dt 


e,{t){h-t)^(p,{t) 


h  —  t 

on  trouve  donc  de  (7) 

b  b 

(8)  rff{t)dt<ff{t)ff,{t)dt 

v 

ponrvu  que  A  {de  (o))  et  i'  aient  un  sens. 

(5/  -fr^^-^'. 


et   que   (fy{t)  soit  positive,  tandis  que  f{t)  ne  soit  jamais  crois- 
sante  en  {a,  b). 

ffiit)  doit,  on  le  voit,  s'annuler  ponr  t  =  b. 
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En  choisissant  pour  ff(t)  la  raéme  fonction  dans  ces  deux 
inégalités  (4)  et  (8)  on  voit  de  (3)  et  (3)'  qu'elle  sera  de  la 
forme  {b  — t)  {t  —  a)  C  (t);  ou  C  (t)  sera  positive.  En  joignant 
les  deux  inégalités  on  aura 

o  o  II 

(9)  )'  j  f{t)dt<   i  f  (t)  (f  [t)  dt<H  i  f  {t)  d  t 


pourvu  que  (p  (t)  soit  positive  en  {a,  b),  s^anmde  pour  t  =  a  et 
t  =  b,  et  que  les  intégrales  I,  u  et  v  définies  par  (5)  et  {5)' 
aient  un  sens;  et  enjin  que  la  fonction  f  {t)  ne  soit  jamais 
croissante  en  (a, b). 

On  voit  la  grande  resserablance  entré  Tinégalité  (9)  et 
celle  de  M.  Steffensen,  (1).  La  restriction  de  la  fonction 
(p  est  pourtant  assez  différente  dans  les  deux  oas.  Ces  iné- 
galités, on  le  voit,  coincident  quand  on  a  /<=j'=l.* 


^  Il  est  facile  de  trouver  des  exeraples  ou  ces  équations  sont  compa- 
tiblee.  Supposons  pour  simplifier  que  les  limites  sont  a  =  O  et  6  =  1.  Noua 
allons  choisir  pour  cs  la  fonction 

cp(0=c.<.(l-f)e-P'<'-^'^)^ 

Chacune    des    deux    intégrales  a  et  v  se    réduit,    on  le  voit  sans  peine,   en 
mettant  (i  {t  —  Vj)  =  ^.  ä 


— (?/» 


t 

M 


oii  0(<)  désigne  la  fonction  bien  connue     ,     |  e     '  d^.     En    prenant    pour 

O 
valeur  de  la  constante  c 

Al 


v-' a) 


les  intégrales  so  réduiaont  donc  bien  a  Tunité.  La  constante  f>  reste  arbi- 
trairo.  Pour  <  =  O  et  t=\  on  a  -i  =  O,  mals  pour  (  «  '/s ,  'i  prends  la 
valeur 
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I  I 

Remarquons    que    I,    ,«  et  v  sont  positives,  que  -,  et  - 

sont  plus  petites  que  h  ^  a;  ce  que  Ton  voit  tout  de  suite  en 
se  rappelant  que  (p  =  e{t){t  — a)  =- e^{t){h  —  t)  ou  e  et  ei  sont 
des  fonctions  positives. 

Si  dans  Finégalité  (1)  on  prend  (p  égale  å  une  constante 
positive  k^  ou  äJj  P^^^  petite  que  Tunité,  on  a  par  exemple 

61  oi+Ä-i  (öl— ai) 

(10)  k,  I f{t)dt<  i  f{t)dt, 

ai  ai 

et  également 

(11)  I  f{t)dt<kj  f{t)dt 

02  —  Ä-2  (62  —  02)  a-i 

si    (ai,6i)    et    (02,  b.)  sont    compris  dans  {a,  b).     Choisissons 

I 
en  (10),  ki  =  u  <l,  a^^a,  &i  =a  +  -,  on  trouve 


;. 
(10)' 


a  \j{t)dt<  I  i  {t)  dt. 


1 
Prenons    ensuite    en  (11),  k2  =  v<\,  b^^b  et  a2  =  b ^,  on 

aura 


Ainsi,    en    choisissant  pour  f>  une  valeur  plus  grande  que  celle  définie  par 
réquation 


p,= 2 /;*(!) 


on  peut  rendre  'f  (V2)  aussi  grand  que  Von  désire,  la  limite  de  <!>  otant  égale 
å  Tunité.  La  valeur  de  pj  ne  sera  pas  tres  différente  de  2  Vz,  comme  on 
le  voit  en  consultant  une  table  de  la  fonction  O. 
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o  o 

I f{t)dt<v  i  f{t)dt. 


ny 


b—). 


b-' 


Nous  voyons  donc  qne  si  fp  {t)  et  f  [t)  saiisfont  aux  conditions 
dbja  nommées  sous  (9),  et  que,  si  en  outre 


I  t  —  a 


dt<l 


et 


hpit 


z 


:i2) 


on  a,  en  jiosant  pour  abréger  Vécriiure  i  f  {t)cp{t)dt  =  I , 


H  o  +  A 


j  f{t)dt<  y  I  j{i)dt<i<n  I  f(t)dt<   i  f{t)dt         (13) 


b-/. 


b-' 


et   Vinégalité  de  M.  Steffensen  a  donc  lieu,  savf  iTour  le  cas 
o<(p{t)  <1 ,  aussi  au  cas  oii  cp  est  déjinie  qiar  (12). 

Il   est  facile  de  transforraer  toutes  ces  inégalités  pour  le 

cas  ou  Ton  change  le  signe    I    par  lo  signe  ^. 

Nous  sommes  parti.s  de  Tinégalité  (2)'  pour  trouver  ces 
inégalités.  Inversemcnt  nous  verrons  facilenient  que  Ton  peut 
déduire  (2)'  comme  un  cas  particulier  de  Tinégalité  de  M. 
Steffen3EN. 

Soit  e  (^)  une  fonction  positive;  et  choisissons  pour  (p{t) 
la  fonction  positive  et  plus  petite  que  Tunité  en  {a,  b), 
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b 
t 


Tit)-     , 

e[e)dt 


En  introduisant  fp  en  (1)  on  trouve  apres  multiplication 

b 

avec    I  e{^)d^ 

a 

b  b  b  a+/.i 

ff{t)  fe{^)d^dt<l'ei^)d^  if{t)dt  (14) 

a  t  a  a 

Ot 

b    b  bi 

I    je{§)d^dt  je{l)jdtd^ 

a  +  l^  =  a  +  "—^ — r =  a  + ^ =  a  + 


e{i)d^  e{^)d 


je(i: 


c 


6  b 

[e{l){^-a)d^       fe{^)^d^ 


+ 


b 


ie{^)d^  ie{^)d§ 

y  1/ 


Or,    quand    f{t)    et    e{t)    sont    finies    en    (a,  b)    on  a  d'aprés 

Dirichlet 

b  b  b  I 

ff{t)  je{^)d^dt  =  je{^)  jf{i)dtd^. 

a  t  a  a 


Si    donc    enfin    on  écrit    i  f  {t)dt  =  if^i^),  {donc  f{$)=ip\{^)), 
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ou  »/',  sera  —  nous  le  rappelons  —  iine  fonction  concave  en 
{a, b),  on  tron  ve  en  introduisant  dans  (14) 


I  e{^)H\{^}d^<   I  ei^)d^.^\ 


b              \ 

je{^)^d^ 

a 

b 

(15) 


Cest  bien  la  forme  de  Tinégalité  (2)'  au  oas  de  concavité. 
La  fonction  V'i  est  pourtant  soumise  a  la  restriction  il\{a)  =  0. 
Or,     en     ajoutant     å     chaque    membre    de    (15)    la    quantité 

i  é(^)kdz,    k   étant    nne  constante  quelconque,  on  voit  que 

a 

(15)  reste  encore  valable  pour  la  fonction  concave  i''i  {^)  +  k. 
Prenons  k=  i/'(a)  et  /(i")  =  »/''(i'),  alors  cette  fonction  '/'i(s)  +  ^ 
devient  égale  ä 


tl>'{t)dt+  iii{a)  =  i}>{^) 


(16) 


et  Vinégalité  {15)  sera  donc  valalle  totit  généralement  pour  ii7ie 
fonction  concave  quelconque  ip  (5)  qui  se  laisse  exprimer  par  {16), 
et  dont  la  dérivée  ^'' {i)  est  finie  en  (a,  &),  ainsi  que  c(^). 
Nous  avons  ainsi  retrouvé  Tincgalité  (2)'  de  Jensen  pour  le 
cas  de  concavité.  Pour  avoir  le  cas  de  convexité  on  na 
(|u'a  prendre 


I 


e,{'i)di 


I  e,{i)di 


6,  étant  une  nouvellc  fonction  positive.  En  introduisant  cette 
fonction  '/i  dans  la  premiére  partie  de  (1)  on  Noit  tout  de 
suite,  en  j)rocédant  prrcisement  coninie  au  cas  de  concavité, 
que  Ton  est  ramené  å  (2)'  pour  le  cas  de  convexité. 
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Apres    avoir    ainsi    montré    cette  parenthé  entré  les  iné- 

galités    (1)    de    M.    Steffensen    et    (2)'  de  M.  Jensen,  nous 

allons    nous    occuper    de  quelques  exemples  d'application  de 

(2)  ou  (2)'.i 

b 

Etant    donné  une  intégrale    |  e  (t)  a  [t)  dt,  ou  e{t)  est  une 


fonction  positive,  ou  bien  "^etat,  Ton  peut  évidemment  s'ar- 

a 

ranger  de  différentes  maniéres  pour  trouver  une  limite  de 
cette  expression  a  Taide  des  inégalités  (2). 

Remarquons  par  exemple  que  Ton  peut  toujours  pour 
a  (t)  écrire  </^(«/^~M«  (0))  ou  bien  ^^  {^P  {cc  (t))) ,  lorsque  ip  et 
ip~'^  sont  deux  fonctions  inverses,  que  Ton  sache  choisir  telles 
que  4>  ou  ip-'^  soit  concave  ou  convexe.  Ce  choix  de  ip  ou 
ip~^  dépendra  évidemment  des  circonstances  particuliéres 
en  chaque  oas  special.  Comme  les  inégalités  (2)  tendent 
vers  une  égalité  lorsque  ip  s'approche  å  une  droite,  on 
täcbera  de  choisir  pour  ip  une  fonction  dont  la  cour- 
bure  sera  aussi  petite  que  possible  dans  Tintervalle  con- 
sidéré.  Mais  aussi  il  faut  avoir  soin  que  la  valeur  de 
^et^~^{cct),    ou    bien    de  Tintégrale  corréspondante,  soit  ou 

bien  connue  d'avance  ou  bien  plus  facile  a  calculer  que  la 
somme  dont  en  est  parti.  II  faut  également  supposer  que 
^et   soit    connue    ou    facile  a  calculer;  c'est  en  vérité  å  ces 

deux  sommes,  ou  intégrales,  que  Ton  est  conduit  par  Temploi 
de  Tinégalité  (2). 

On  pourrait  aussi  par  exemple  essayer  d'écrire  directe- 
ment 

e{t)a{t)='^^-ip{t)=-C[t).ip{t) 

si  Ton  peut  trouver  une  fonction  ip  {t)  qui  satisfait  aux  dites 
conditions,  en  méme  temps  que  C  {t)  devient  positive  et  que 


^  Nous    ne    nous  occuperons  pas  ici  des  autres  inégalités  ecrites  mala 
j'espére  trouver  une  occasion  de  revonir  sur  ce  sujet  plus  tärd. 
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yC<  et  ^Ctt  ou  bien  les  intégrales  correspondantes,  soient 

faciles  ä  calculer  ou  connues  davance. 

De  ces  deux  raanieres  examinons  un  exemple.  Cherchons 
une  valeur  approxiraative,  une  limite  inférieure  ou  supérieure, 

d'une  rente  viagére  a]:=^t^i   ;^'  pour  un  taux    de  la    rente 

de   z/Vo.  lorsque  Ton  connait  déja  cette  méme  rente  viagére 

pour  un  taux  de  la  rente  de  i'^,'o,'.' ax  =  ^v^-,-  . 

Prenona   d'abord  les  deux  fonctions  inverses  il't  =  i^"*"*  et 

</'-!  =  fi+%  ou  inversement.  Alors  on  a  par  exemple  ip{v^)  = 
_  yd+O/ =  y'^    quand    on    met    v,=i/'+',  c'est-å-dire,  1+é  = 

=  ,^-^' = -^.     Si   i,  n'est  pas  tres  différent  de  i,  le  rapport 
log  v       o 

-    ne   différe  que  tres  peu  de  Tunité,  e  sera  pctite,  la  cour- 

bure  de  </'  et  de  </'-^  sera  petite,  comme  elles  s'approchent  å 
la  droite  ip{t)  =  t.  On  peut  donc  s"attendre  å  un  resultat 
satisfaisant  en  calculant  a,  å  Taide  de  (2)  Cette  inégalité 
donne  tout  de  suite,  pour  /l>^, 


5  7 


X         7 


00  7 


et    nous    retombons    bien    å    .^v'  r^'  =  ax,    et  a 


.    V/, 


x+< 


=  fx. 


On  a  donc  iiour  i,  >  i 


ex      Vxf 


(!') 


pour  /,  <  i  le  signe  inverse.     En  écrivant 


ai=  Cj 


(18) 
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ou  si  Ton  veut 


(19) 


l'erreur  ne  sera  pas  tres  grande,  comme  on  le  voit  sur  le 
tableau  suivant,  Tab.  I,  ou  ]'on  a  calculé  quelques  valeurs 
de  al  en  supposant  connues  les  valeurs  de  ax  pour  4  %.  Le 
resultat  parait  satisfaisant,  vue  la  grande  simplicité  de  la 
formule  employée,  qui  ne  nécessite  point  la  connaissance  des 
commutations  ordinaires  D^,  Nx,  ■ .  • 


Tab.  I.  —  Formule  (18). 


a^   T  e  X  t  -  B  o  0 

k    HM 

X 

o  0/ 
o  /o 

A 

3  V-^  % 

A 

i  'h  % 

A 

K   0/ 
O    /o 

A 

20 

22,73 

-  0,66 

20,58 

-  0,34 

16,91 

0,37 

15,34 

0,73 

40 

17,44 

-  0,26 

16,28 

-  0,18 

14,11 

0,15 

13,16 

0,31 

60 

10,28 

-  0,06 

9,85 

-  0,03 

9,06 

0,04 

8,69 

0,08 

On  pourrait  probablement  améliorer  ce  resultat  en  ajou- 
tant  å  la  valeur  trouvée  de  a\  un  terme  de  correction  en 
suivant  la  voie  indiquée  par  M.  Steffensen.  Nous  ne  pour- 
suiverons  pas  ce  but;  notre  intention  n'étant  que  de  mon- 
trer avec  quelle  facilité  on  peut  trouver  des  différentes  for- 
mules  d 'approximation  par  un  emploi  direci  des  formules  (2). 

Reprenons    ce    méme  exemple  en  transformant  la  quan- 

tité  sous  le  signe  ^    ou    I     de  la  deuxiéme  maniére  indiquée 

plus  haut.  Oherchons  a  trouver  non  le  rapport  entré  ai  et 
ex,  (voir  (19)),  mais  —  ce  qui  sera  plus  naturel  —  entré  a^x  et  ax. 
Comme  ex  est  la  valeur  de  al  quand  le  taux  de  la  rente  est  de 
0%,  c'est-å-dire  que  le  taux  de  la  rente  est  de  i^  %  plus  petite 
que  dans  al,  tandis  que  ax  correspond  a  une  différence  dans 
le  taux  de  la  rente  de  Ä  =  {i^  —  i)  %  seulement,  on  devinerait 

13  — 182GI.     Skandinavisk  Aktuarietidshrif t.    1918. 


Ix 

='^'l;-<' 

+ 

h 

v)--'. 

+ 

hvy- 

-< 
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d'avance  quc  nous  devons  trouver  une  meilleure  approxima- 
tion   en    comparant  ai  av^ec  ax  au  lien  de  Cx,  corame  tout  ä 

riieure.     Ecrivons    pour   cela  v\  ^^'    dans    la    forme    v\  {\  + 

Ix 

+  hvY  (\  +  hr)     "y  =v^'"'^-  •  (1  +  hv)>*.     Et,  en  écrivant 


(20) 


on  n'a  qu'å  prendre  i/  ,     comme  la  fonction  C  {t)  et  (1  +  Äv)~' 

comme  V'(0  pour  appliquer  la  formule  (2)'.  Cest  précisement 
cette  méme  forme  pour  ai  que  M.  Steffensen  prend  comme 
point  de  depart  quand  il  cherche  une  valeur  approximativa 
de  Qx  å  Taide  de  Tinégalité  (1).  Pour  (1)  h  doit  étre  posi- 
tive; tandis  que  pour  (2),  on  le  voit,  h  peut  étre  et  positive 
et  negative.  Ce  produit  C{t)il>{t)  satisfait  pour  h>0  en 
méme  temps  aux  conditions  exigées  pour  les  inégalités  (1) 
et  (2)'.  Cela  peut  évidemment  arriver  aussi  en  d'autres  exerap- 
les  analogues  et  Ton  pourra  dans  ces  cas  appliquer  Tune  ou 
Tautre  de  ces  deux  inégalités. 

Dans  le  cas  present,  (2)'  nous  donne 


f'^x+. 


^^x+. 


c'est-ä-dire 


al>örr(l  +  hv)^ 


a^>a,?.    '^x,        (/.  =  1  +  hv)^        (21) 


*  Dans  tout  ce  qui  suit  nous  fairons  usage  de  la  notation  adoptéo  pour 

les    valeurs    de    N^  en  Text-Book:   N^=  ^^^x+t  6"^'"  *^"  nous  servir  di- 

1 
rectement  de  ces  valeurs  dans  les  exemples  nunu^riques.     Les  formules  que 
nous    trouvoDB    bo    laisseroiit    tout  de  suite  traiisfornior  lorsque  Ton  désire 
employer    la    notation    (|iii    est    niaintennnt    plus   ordinnire,  ä  savoir  N^  = 
ce 

O 


tandis  que  Ton  déduit  de  (1) 


i'.<y?-' 
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qui  est  valable  pour  ?.>  1.^ 
La  formule  approximative 


ai  -=a.T.k 


(21)' 


donne  des  valeurs  tres  satisfaisantes,  comme  on  le  voit  au 
tableau  si  dessous  (Tab.  II)  ou  Ton  a  calculé  ai  pour  3  % 
et  4%  supposant  connue  la  valeur  de  ax  pour  3  V^  %• 

Tab.  11.  —  Formule  (21)'. 


<■    - 

Text 

-Book 

HM 

X 

3% 

A 

4% 

A 

X 

20 

22,06 

0,04 

18,63 

0,03 

20 

30 

19,86 

0,04 

17,13 

0,03 

30 

40 

17,16 

0,02 

15,12 

0.02 

40 

50 

13,87 

0,01 

12,51 

0,01 

50 

60 

10,22 

0,00 

9,45 

0,00 

60 

70 

6,65 

0,00 

6,29 

0,00 

70 

80 

3,70 

0,00 

3.57 

0,00 

80 

'  Les  valeurs  numériques  de  cette  inégalitéf,  prise  comme  égalité, 
donnerait  o^  un  peu  moins  exactement  que  Tinégalité  (21).  Ainsi  pour 
X  =  20  on  trouve  la  valeur  19,24  pour  o^  en  augmentant  le  taux  de  la  rente 
de  3,5  %  å  4  %  (ä  =  0,005)  —  quand  la  valeur  exacte  est  18,66.  L'erréur 
est  donc  A=  —  0,58  tandis  que  Tautre  inégalité  (21)  donne  la  valeur  18.63 
avec  Terreur  A  =  +  0,03.  Pourtant,  apres  une  trantformation  ä  laquelle 
nous  avons  fait  allusion  plus  haut  M.  Steffensen,  construit  de  cette 
inégalité  une  formule  d'approximation  d'une  grande  precision. 
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La  plus  part  des  formules  ordinaires  d'assurance  sur  la 
vie  pouvant  s'exprimer  tres  simpleraent  å  Taide  de  (ixT^  il 
serait  utile  de  construire  des  formules  d'approximation  ajcn] 
de  cette  quantité  pour  un  cbangement  de  h  %  dans  le  taux 
de  la  rente.     De  (2)'  nous  trouvons  comme  plus  haut 


ou 

k  = 

0                           Sx  —  Sx+n  —  fl  Nx+n—  1 

"  ^                                Nx-l  —  Nx+n-l 
0 

{22) 


Pour  71  =  20  les  tableaux  III  et  IV  montrent  pour  quel- 
ques  ages,  respectivement  les  valeurs  exactes  de  ax;n  pour 
3  %  et  4  "o  et  celles  calculées  par  la  formule 


fli^  =  flxn|/- 


-.j-k 


(23) 


supposant  connue  la  valeur  exacte  pour  3  Vs  %  • 


Tab.  III. 


■^(x-l)  -^^(x-l)+20      _      _      .     „,J 

^* 

;    xexi-r>ouK  n  iri  ' 

ar      !         3%          1         4%          1      x 

20              14,444 

i 
13,354            20 

40 

13,732 

12.725       I     40 

00              10,604 

9,953       1     60 
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Tah.  IV.     Formule  (23). 


1 

Clx2ÖI-    ~    Text-Book    HM 

X 

o  o/ 
A    o 

A 

4% 

A 

X 

20 

14,439 

0,005 

13,351 

0,003 

20 

40 

13,727 

0,005 

12,722 

0,003 

40 

60 

10,601 

0,003 

9,951 

0,002 

60 

Pour    la  rente  viagére,  différée  de  m  ans,  temporaire  de 
n  ans  m\^xn\  la  valeur  de  le  sera  également 


n  —m 

ytD 


x+t 


2D. 


m  (Nx+m—l  "^  -^a?+m+n— 1 )  +  Sx+m  —  Sx+m+n  —  n  Nx+m+n—i 
-^x+m— 1        -^x+m+n— 1 


x+t 


Si  Ton  veut  on  peut  encore  écrire  le  numérateur 

(m  —  1)  {Nx  +  m-l  —  Nx+ni  +  n-l)  +  Sx+m—1  —  Sx+m+n-l  — 

71  Nx+m+?i—l  • 

Il  est  evident  que  Ton  peut  encore  déduire  directement 
les  commutations  Nx,  Mx,  ...  de  la  méme  fa^on.  On  a  par 
exemple 

m=2^'x+t=  %{l+hv)-^Dx+t 


et  Ton  trouve  de  (2)' 


-{x+D- 


N'x>NxÄ 


^x+l 


N'x>Nxl 


Nr 


(24) 


ce    que   Ton    aurait    évidemment   pu  déduire  directement  de 


(21)'  en  remarquant  que  —  =  /.''. 
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En  toutes  ces  formules  on  peut  tres  bien  développer 
A-*  =  (1  4-  hv)~^  en  serie  procédant  suivant  les  puissances  de 
hv.  En  s'arrétant  au  deuxiéme  terrae  on  trouve  sensiblement 
les  mémes  valeurs  que  par  un  calcul  exact  de  /-^  å  Taide 
de  logarithmes. 

Ainsi  la  formule  (21),  nous  donne  la  formule  connue, 
un  peu  moins  exacte ' 

aj-  =  ax  —  riVj. 
tandis  que  (24)  devient 

Nl:  =  {\  —  ]ivx)N^-—hvSjc. 
On  trouverait  précisement  de  la  méme  fagon 

Ml>Mxl  ^^  (25) 

ou  en  développant, 

il/i  =  (l— A^•(.r+  \))Mx  —  hvR^  (25)' 


et  ainsi  de  suite. 

Remarquons  que  toutes  les  formules  dont  il  a  été  ques- 
tion    ici,    gardent  la  méme  forme  au  cas  de  plusieures  tetes. 

En  sorame,  ces  quelques  exemplcs  que  nous  avons  traité 
pour  le  cas  d'une  variation  dans  le  taux  de  la  rente  sufis- 
sent  pour  nous  montrer  avec  quelle  facilité  et  avec  quel 
avantage  on  peut  se  servir  des  inégalités  de  M.  Jensen  dans 
les  calculs  d'assurance  sur  la  vie.  11  sera  possible  de  pro- 
céder  d'une  fa^on  analogue  au  cas  d'une  variation  de  la 
mortalité;  nous  n'y  insisterons  pas. 

Aussi  ces  inégalités  de  M.  Jensen  peuvent  étre  tres 
utiles  quand  il  s'agit  de  reconnaitre  la  portée  des  approxi- 
mations que  souvent,  nous  jugeons  avantageux  a  introduire 
dans  des  calculs  divers,  par  exemple  dans  la  théorie  du  ris- 
que.*  Avec  la  remarquable  inégalité  de  ]\I.  Steffenskn  ces 
inégalités  (2)  nous  donnent  un  excellent  reméde  pour  nous 
passer  de  bien  de  calculs  pénibles. 

'  Voir  par  exemplc  pag.  97  dniis  le  ménioir  déjä  cité  de  M.  Stef- 
fenskn. 

'  Jo  m'en  euis  servi  duns  im  mömoir  »Sur  la  théorie  du  plcin>-  pré- 
senté  au  congrés  d'actuaircs  k  Amsterdam   1912. 


Zur  Theorie  der  Stabilität  statistischer  Reihen. 

Von 
Al.  A.   Tscluiprow. 

Einleituiig. 
T. 

Wie  ist  die  auffallende  Gesetzmässigkeit  der  auf  Massen- 
beobachtungen  beruhenden  statistischen  Zahlen  zu  erklären? 
Wie  sind  deren  Schwankungen  rationell  zu  deuten?  Diese 
Fragen  bilden  den  eigentlichen  Kernpunkt  jeder  Theorie  der 
Statistik,  die  mehr  sein  will,  als  ein  buntes  Nebeneinander 
von  technischen  Regeln  iiber  den  Modus  procedendi  beim 
Sammeln  und  Ordnen  der  Massenbeobachtungen. 

Das  Verdienst,  die  Beantwortung  dieser  Fragen  in  rich- 
tige  Bahnen  gelenkt  zu  haben,  gebiihrt  den  Vertretern  der 
»stochastisch»  orientierten  Auffassung  der  statistischen  Regel- 
mässigkeiten,  —  um  den  trefflichen,  von  Prof.  v.  Bortkie- 
wicz  zu  neuem  Leben  erweckten  BERNouLLi'schen  Ausdruck 
zu  gebrauchen. 

Seitdem  J.  Bernoulli  die  grundlegenden  Beziehungen 
zwischen  den  statistisch  feststellbaren  Häufigkeiten  der  Ereig- 
nisse  und  den  ihnen  zu  Grunde  liegenden  mathematischen 
Wahrscheinlichkeiten  aufgedeckt  hat,  sind  zwei  Jahrhunderte 
verflossen.  Der  geniale  Gedanke  fiel  auf  einen  fruchtbaren 
Boden;  er  musste  aber  länge  keimen,  ehe  er  zu  dem  Grund- 
pfeiler  der  wissenschaftlichen  Weltbetrachtung  wurde,  als 
welchen  wir  ihn  gegenwärtig  je  weiter,  je  mehr  zu  schätzen 
lernen.     Er  wurde  zuerst  von  den  Mathematikern  aufgenom- 
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men.  De  Moivre  und  Laplace  haben  ihn  innerhalb  des  ur- 
spriinglichen  BERNOULLi'schen  Rahmens  in  grossartiger  Weise 
ausgebaut.  Poisson'8  »Recherches  sur  la  probabilité  des 
jugements»  brachten  einen  neuen  Zug  in  die  Sache:  man  be- 
gann  einzusehen,  dass  die  Art  des  Zusammenhanges  zwischen 
den  Hiiufigkeiten  und  den  ihnen  zu  Grunde  liegenden  Wahr- 
scheinlichkeiten  nioht  immer  die  gleiche  zu  sein  braucht, 
Diese  foigenschwere  Auffassung  wurde  von  Cournot  aufge- 
nommen  und  namentlich  von  Bienaymé  in  einer,  auch  fiir 
die  Nachwelt  vorbildlichen,  Weise  ausgebaut.  Ihre  Trag- 
weite  wurde  jedoch  zunächst  nicht  erfasst.  Verfolgt  man 
z.  B.  den,  in  die  70-er  Jahre  des  XIX.  Jahrhunderts  hin- 
iiberschlagenden  literarischen  Kreuzzug  gagen  die  sogenann- 
ten  »Queteletisten»,  deren  Obertreibungen  an  der  Hand  des 
Poissox'schen  Gedankenganges  spielend  leicht  abzuweisen 
waren,  so  trifft  man  die  richtige  Nutzanwendung  dessel- 
ben  bloss  in  einera  Aufsatz  von  Cornwall  Lewis  in  der 
Edinburgh  Review  fiir  1858.  Sonst  treten  Forschc r,  wie  G. 
ScHMOLLER,  —  ja  sogar  wie  G.  Rumelin  —  mit  Argumenten 
auf,  die  wohl  fiir  ihren  edlen  Sinn,  keineswegs  aber  fiir  ihr 
Sachverständnis  ein  Zeugnis  ablegen,  Am  erstaunlichsten  ist, 
dass  Bienaymé,  der  fiir  die  Sache  in  abstracto  das  beste 
Verständnis  aufweist,  den  konkreten  statistischen  Aufgaben 
ganz  hilflos  gegeniibersteht:  so  hat  er  z.  B.  geglaubt,  dass 
die  Stabilität  mancher  Zahlen  der  Justizstatistik  viel  höher 
sei,  als  die  des  Geschlechtsverhältnisses  der  Geborenen! 

Die  Briicke  zwischen  den  Konstruktionen  der  Mathema- 
tiker  und  den  Aufgaben  der  Statistiker  geschlagen  zu  haben, 
ist  das  Verdienst  des  französischen  Versicherungsmathema- 
tikers  Dormoy,  einerseits,  und  W.  Lexis',  der  fast  gleich- 
zeitig  dieselben  Wege  eingeschlagen  hat,  andererseits.  Dokmoy 
hat  die  unbestrittene  zeitliche  Priorität.  Da  jedoch  die  be- 
treffenden  Gedanken  erst  durch  Lexis  systematisch  entwickelt 
und  der  Wissenschaft  zugefiihrt  worden  sind,^  so  ist  es  kein 
allzu   grosses    historisches    Unrecht,    wenn    man  gegenwärtig 

'  Sowoit  mir  bekannt,  hut  Niemand,  aiisser  J.  Bertband,  den  Grund- 
gcilnnkeri  von  Doumoy  unabhängig  von  Lexts  unniittolbar  den  Sclirifton 
von  DoRMOV  entnoniinen.  liezoiohnend  ist,  duss  in  oinor  ansfiilirlichen 
Besprochung  des  Workos  von  Doumov  ini  Areliivio  di  Statistica  fiir  1878 
die  »théorio  des  écnrtfl»,  "laquale  i-  un  sognito  dol  calcolo  di  probnbilita», 
/.war  erwäbnt,  aber  ihre  Bedeutiing  fiir  die  Statistik  gar  nicbt  erfasst  wird. 
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von  der  LEXis'schen  Dispersionstheorie  —  anstått,  was  rich- 
tiger  wäre,  von  der  DoRMOY-LEXis'schen  —  zu  sprechen 
pflegt. 

Auf  der  von  Lexis  geschaffenen  Grundlage  wurde  dann 
weiter  gebaut.  Namentlich  liat  sich  Prof.  v.  Bortkiewicz 
um  die  Ausfiihrung  des  von  Lexis  begonnenen  Baus  verdient 
gemacht:  die  »LEXis'sche»  Dispersionstheorie  hat  ihm  wesent- 
liche  Verfeinerungen  des  mathematischen  Apparates,  sowie 
wichtige  Verallgemeinerungen  der  Problemstellung,  zu  ver- 
danken. 

Das  imponierende  Gebäude,  welcbes  sich  jetzt  dem  Blicke 
eines  verstcändnisvollen  Zuscbauers  offenbart,  weist  jedoch 
deutliche  Spuren  des  allmählichen  Entstehens  auf.  Je  nach 
der  Laune  der  aufeinanderfolgenden  Bauherren  vvurden  Zu- 
und  Umbauten  vorgenommen.  Ein  einheitlicher  architekto- 
nischer  Plan  war  nicht  vorhanden,  fiir  eine  in  sich  geschlos- 
sene  Fassade  ist  niclit  gesorgt  worden.  Da  greift  nun  wie- 
derum  die  mathematische  Wahrscheinbchkeitsrechnung  hilf- 
reich  ein:  den  Arbeiten  von  A.  A.  Markoff,  sowie  der  schö- 
nen  Abhandlung,  welche  Prof.  G.  Bohlmann  dem  interna- 
tionalen  Mathematikerkongress  in  Rom  vorgelegt  hat,  lässt 
sioh  der  Grundriss  zu  einem  Einheitsbau  entlehnen. 

Diese  Errungenschaften  der  rein  mathematischen  For- 
schung  fiir  den  Ausbau  der  statistischen  Dispersionstheorie 
zu  verwerten,  ist  die  Hauptaufgabe  der  ersten  unter  den 
nachfolgenden  Abhandlungen.  In  der  dritten  Abhandlung 
wird  der  grundlegende  Gedanke  der  LEXis'schen  Theorie  der 
iibernormalen  Dispersion  in  einer  verallgemeinerten  Fassung 
aufgenommen  und  der  Versuch  gemacht,  einen  engeren  Kon- 
takt zwischen  der  LEXis'schen  und  der  PEARSON'schen  Rich- 
tungen  in  der  mathematischen  Statistik  anzubahnen.  Was 
die  zweite  Abhandlung  anbelangt,  so  werden  darin  wichtige 
Spezialprobleme  der  Theorie  des  Divergenzkoeffizienten  be- 
handelt,  deren  Lösung  bisher  ausgeblieben  ist  öder  in  einer 
Form  vorliegt,  welche  strengeren  Anspriichen  in  bezug  auf 
die  mathematische  Beweiskraft  nicht  voll  Geniige  leistet.  Die 
konsequente  Anwendung  der  von  Tchebycheff  und  dessen 
Schule  mit  Vorliebe  gepflegten  Methode  der  mathematischen 
Erwartungen  gestattet  hierbei,  die  mathematische  Beweis- 
fiihrung    durchweg    in    elementare    Formen  zu  kleiden,  ohne 
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die  erforderliche  Schärfe  der  mathematischen  Argumentation 
einbiissen  zu  miissen. 


II. 

Wenn  eine  Grösse  x  s  verschiedene  Werte  —  |,,  5^,  •  •  •  >, 
—  annehmen  känn,  wobei  dem  Werte  ij  die  Wahrscheinlich- 
keit  p^,  dem  Werte  i'2  die  Wahrscheinlichkeit  p^  u.  s.  w. 
zukommt  und  p,  +  P2  +  •  ■  +  P«  =  1  ist,  so  nenne  ich  die 
Gesamtheit  der  Werte  5,,  I2.  •  •  •  •?«  und  der  ihnen  zugeord- 
neten  Wahrscheinlichkeiten  7),,  p^,  .  .  .  ps  »das  Gesetz  der  Ver- 
teilung  der  Werte  der  zufälligen  Variablen  a:>>  öder  kiirzer 
»das  Verteilungsgesetz  von  a;».  Die  mathematische  Erwartung 
wird  im  Folgenden  mit  Ex,  bezw.  mit  E[x],  bezeichnet,  so 
dass 

Ex  =  E{x)=p^^,  +  p,^^  +  ■■■  +  p,^s. 

Ich  nenne  die  zufällige  Variable  y  unabhängig  von  r,  wenn 
das  Verteilungsgesetz  von  y  das  gleiche  bleibt,  ungeachtet 
dessen,  welchen  unter  ihren  möglichen  Werten  die  Variable 
X  annimmt.'  Es  lässt  sich  nachweisen,  dass,  wenn  y  von  x 
unabhängig  ist,  x  gleichfalls  von  y  unabhängig  sein  muss. 

Sind  die  Variablen  nicht  unabhängig,  so  bezeichne  ich 
mit  E^^'^y  die  »bedingte  matliematische  Erwartung»  von  y 
unter  der  Voraussetzung,  dass  x  den  Wert  i^  angenommen 
hat.     Man  hat  demnach  offenbar: 


Ey-  ^pnE^^^y. 


h=  1 


Die  mathematische  Erwartung  der  Summe  zweier  (bezw. 
mehrerer)  zufälligen  Variablen  ist  bekanntlich  der  Summe  der 


'  Diese  Definition  weicht  nicht  unwesentlich  von  der  iiblichen  ab, 
die  sich  damit  bcgniigt,  zu  fordern,  dass  Ey  gleich  groas  bleibe  ungeachtet, 
welclien  Wert  x  annimmt.  Um  der  obigon  Definition  zu  genugen,  muss 
der  Wert  von  Ey^  fiir  r  =  1,  2,  3 ...  oo  die  gleiche  Grösee  behalten  bei  allén 
Werton  von  x-  Zwei  Variablen  können  mithin  unabhängig  ini  iiblichen 
Sinne  nnd  doch  gegenseitig  nbhängig  itn  obigen  Sinne  sein.  Auf  Griinde 
einzugehen,  welche  mich  veranlassen,  die  strengere  Definition  vorzuzie- 
hon,  wiirde  mich  zu  weit  vora  eigentlichen  Thema  dieser  Abhandlungen 
fiihren. 
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mathematischen  Erwartungen  der  einzelnen  Variablen  gleich 
sowohl  in  dem  Falle,  wenn  die  Variablen  gegenseitig  unab- 
hängig  sind,  wie  auch  in  demjenigen,  wenn  zwischen  ihnen 
beliebige  Abhängigkeitsverhältnisse  bestehen: 

E{xi  +  X2  +  ••■  +  OCn] 


ist  stets  der  Summa  Exi  +  Ex^  +  •  •  •  +  Exn  gleich. 

Sind   die  einzelnen  Variablen  gegenseitig  unabhängig,  so 
hat  man  gleichfalls 


Ex^X2  =  Ex^Ex2 


2   P'h^'h 


Ä=l 


EX1X2  .  .  .  Xn  =  EXy  EXz 


s" 


.h=l 

.  EXn. 


Sind  hingegen  die  Variablen  x,  und  x^  gegenseitig  ab- 
hängig,  so  bestehen  diese  Beziehungen  nicht  mehr.  An  ihrer 
Stelle  hat  man: 

s' 

Ex,X2=  2  p'h^'hE^^^X2. 
h=i 


ERSTE  ABHANDLUNG. 

tjber  (len  mittleren  Fehler  des  Durchsclinittes  von 
gegenseitig  nicht  unabhängigen  Grössen. 


Erstes  Kapitel. 

I. 

An  n  zufälligen  Variablen  —  x^,  x.,,  .  . .  Xn  —  werden  n 
Versuche  vorgenommen,  —  je  ein  Versuch  an  jeder  derselben. 
Die  Variablen  mogen  beliebigen  Verteilungsgesetzen  folgen 
und    unter    einander  in  beliebigen  Abhängigkeitsbeziehungen 
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stehen,  —  stets  hat  man,'  falls  durch  Xh  der  Wert  bezeich- 
net  wird,  uelchen  die  Variable  Xh  bei  dem  betreffenden  Ver- 
such  annimmt: 


E{x\  +  x\+  ■■■  +  xn)  =  Ex,  +  Ex,  +  ■  •    -f  Exn-, 
E[{x\  +x\_+  ■■■  +  x'„)  —  {Ex,  +  Ex.^  +  ■■■  +  Exn)]^  = 


=  E 


Xh 


h-\ 


2   ^^■" 


2  E[x'l-{Exhr-]  + 


öder 


+    V     V 

hi-l  hi'~^hi 


[Ex',,,x'h,  —  {Exh,).{Exh,)] 


I    "  1    " 

E      y.  x'n  =       S  Exh ; 


Ä  =  i 


/i  =  i 


E 


1    " 


ti    ^i 


h~l 


h-\ 


,  y,  E[xI-[ExhY]+  i,  y,     2    [Ex\,xn-{Exh,){ExH.^]  -= 


h-\ 


hi=.\/,.        h 
n—\        n 


\  y  E[x'l-{ExnY]  +  f,  ^;      V   [Ex'n,x'u-{ExhXExH,)-]  = 


h-\ 


=  \  yE[x'l-{Ex,y\  + 


h-  I 


Al- 1  ;„._/,,+ 1 


n —  1  n — h 


+  ''i^li  [Ex'nx'n+j-{Exn){ExH+j)]. 


A-  1  j-l 

'  Vgl.  A.  A.  Markoff,  ErweiterunR  des  Gesetzes  der  groBsen  Zahlen 
niif  von  einnnder  ftbliiinpigo  Orösaen,  Knznn,  190"  (Mitt.  d.  Phys.  Math. 
Goa.;  russisch).  Markofk  liezciclinet  dio  Differenz  a*,  —  £'x,-  mit  Zi  und 
betratlitet  die  Summe : 

Fiir    die    Zwecke   der    nachfnlgenden    Untersucliung    eignet  sich  besser  dio 
öbon  im  Text  gewählte  Form. 
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Fiihrt  man  die  Bezeichnungen  ein: 

E[xh  —  mf^f  =  mW  —  [m^h)Y  =  <<(^'') : 


1   ^ 


n 


2  mil 


W 


^[i,wi; 


Ä=i 


1    "■ 

n  ^^ 


X  Ji  - —  X[n)  5 


Ä=l 


'    SO  gehen  die  obigen  Beziehungen  in 

(1)  EX(n)-=m[x,n]\ 

(2)  E[X(n)  —  'm[i,n]Y=- 


h=  1 


I    ^ 


/(1=1  Ä2=I=  Äl 


2n— 1         n 


=  i2/'i/''  +  :f2  2     2  [^^'aÄ -<>'/<-)]  = 


/j=i 


?i — 1  n — h 


iiber. 

Man  hat  ferner: 


(3)     ^:*^(^)  =  :^2^i''  +  i2     2     J'^^'h.x'h, 
1    " 

-  2  < 


Ä=l 


7u— 1  /i2=i=  /*i 


Ä=i 


+  ~2  2     2     [^ a^'/'i^'Ä2  —  mf'^^ m^l^^y] , 


;ii=i7i2==Äi 
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(4)     E  ^[x'h  —  Xin)Y  =  E 


y.  x'h  —  nx?n 


(n) 


h~  1 


h~  1 


n—  I 
n 


2<'-!  %  1  ^^'^"^•''' 


/i- 1 


/il-l  Ä2  /il 

,      n —  1 


=  2  [<"  -  '«i'."i]'  +  V^  2  ."i"'  - 


;i-i 


/t-  1 


-      Z     Ii    [Ex'H,x'H,-m[''^^m^!^-^]. 


In  dem  Falle,  wenn  das  Verteilungsgesetz  fiir  alle  n 
Variablen  ein  und  dasselbe  ist,  so  dass  m^l''>  =  mi,  m^^'>  =  m2, 
it{ft)  =  ^^  gesetzt  werden  känn,  erhält  man  : 


Ex^n)  =  nl^•, 

1  1     " 

(5)     E[xM  —  m,]-=u,+     ,2     2     [Ex',,,x'h,  —  m\y, 


/ii-1  /i2-      hl 


1  1       " 

(6)     Ex(n)=     ni.,+     2  2     2     Ex'i„x'ho 


n     '       n 


/ll=  1  Ä2  /il 


hi=l  Äa       hl 

[7)     £•  2  [^'/'  -  ^(")J'  -in-l)m,-^y     2     ^^'/'.-r'/,,  = 

/i-   1   /l2  /il 

1        " 

=  (w— 1)//,,—       2     2     [^-'-'/iia:'/.,.— ^'i']- 


/i-  1 


hi~lhs-,^k\ 


II. 


Sind    alle    n  Variablen  unabhängig  von  cinander,  so  hat 
man  fiir  beliebige  Werte  von  ä,  und  h^: 


2^'7 
Ex'h,x'i,,  =  {Exh,]  {Ex/,,)  =  m(/'>)  m(/'=) 

und  demnach 

1    " 

Der    mittlere    Fehler  von  X(„)  strebt  somit  mit  wachsen- 

1    ^ 
dem  71  dem  Grenzwerte  O  zu,  falls  -    ^/'i'''  bei  beliebig  gros- 

sem  n  endlich  bleibt,  d.  h.  der  Durchschnitt  der  durch  den 
Versuch  festgestellten  empiriscben  Werte  der  Variablen  wie- 
derspiegelt  mit  um  so  geringeren  zufälligen  Schwankungen 
die  Grösse  des  Durchscbnittes  ihrer  matbemaliscben  Erwar- 
bungen,  je  grösser  die  Zabl  der  Beobacbtungen  ist.  Durch 
die  Vermebrung  der  Zabl  der  Beobacbtungen  lässt  sicb  un- 
ter  diesen  Verbältnissen  der  Spielraum  der  zufäHigen  Scbwan- 
kungen  beb'ebig  reduzieren  und  die  Präzision  der  Bestimmung 
des  Wertes  von  m[i^n]  durcb  den  Versucb  nacb  Wunscb 
steigern. 

Wenn  die  einzelnen  Variablen  so  zusammenbängen,  dass 
fiir  beliebige  Werte  von  A,  und  h-^ 


ist,  so  ist 


Ex'h,x'h,<m^l''^m^^-^ 


Der  mittlere  Fehler  von  X{n)  fällt  also  in  diesem  Falle 
geringer  aus,  als  er  sich  stellen  vviirde  bei  gegenseitiger  Un- 
abbängigkeit  der  Variablen  unter  der  Voraussetzung  dersel- 
ben  Verteilungsgesetze.  Mit  wachsendem  n  näbert  er  sich 
unter  diesen  Verbältnissen  gleichfalls  dem  Grenzwerte  O,  wenn 
/<</')  eine  endliche  obere  Grenze  nicbt  iiberschreitet. 

Hat  man  hingegen,  bei  beliebigen  Werten  von  hi  und  h-,, 

Ex'k,x'h,>mf'hn[''-^, 
so  ist 

1     '* 


208 

Der  mittlere  Fehler  von  a-(„)  ist  mithin  grösser,  als  im 
Falle  der  gogenseitigen  Unabbängigkeit  der  Variablen  unter 
der  Voraussetzung  derselben  Verteilungsgesetze.  Wenn  hier- 
bei  die  Differenz  Ex'hix'ho  —  7n'/")ml/'-'  nie  unter  eine,  noch  so 
kleine,  positive  Grösse  ö^  heruntergeht,  so  strebt  der  mittlere 
Fehler  von  a-(„)  bei  wachsendem  n  einem  von  O  verschiede- 
nen  Grenzwerte  zu,  der  grösser,  als  ö^,  ist.  Durch  die  Ver- 
mehrung  der  Zabl  der  Beobaehtungen  lässt  sich  in  diesem 
Falle  die  Präzision  des  Durchschnittes  nicht  ad  infinitum 
steigern:  das  Gesetz  der  grossen  Zablen  findet  unter  solchen 
Verhältnissen  keine  Anwendung. 

Wenn  einige  der  Differenzen  Ex\^x'h^  —  m<^^i'»n<*2)  positiv 
und  andere  negativ  sind,  so  känn  die  Summe 

sowohl  >  O,  vvie  auch  <0  sein;  gelegentlich  känn  sie  auch 
genau  gleich  O  sein.  Der  mittlere  Fehler  von  X(n)  känn  also 
utiter  solchen  Umständen  sowohl  grösser  wie  kleiner  sein,  als 
in  dem  Falle  der  gegenseitigen  Unabbängigkeit  aller  Varia- 
blen, und  es  känn  auch  vorkommen,  dass  er  genau  so  gross 
ist,  wie  wenn  die  Variablen  von  einander  unabhängig  wären.^ 
Wenn  also  der  mittlere  Fehler  eines  Durchschnittes  genau 
die  Grösse  hat,  welche  er  unter  der  Voraussetzung  der  Un- 
abbängigkeit der  einzelnen  Versuche  baben  sollte,  so  känn 
dies  nicht  ohne  weiteres  als  sicherer  Beweis  dafiir  gelten,  dass 
die  Versuche  tatsäeblich  in  keiner  gegenseitigen  Abhängig- 
keit  atehen:  die  Möglichkeit  ist  an  und  fiir  sich  nicht  aus- 
geschlossen,  dass  bier  eben  die  besondere  Art  der  gegen- 
seitigen Abbängigkeit  vorliegt,  welche 

7,1-1  A._/,i+l 

ergibt. 


'  Cf.  A.  A.  Markoff,  Uber  einen  Fall  von  Vorsuchen,  die  eine  kom- 
plizierte  zusammenhängende  Ketto  bilden.  BuU.  de  TAcad.  d.  sciences, 
Potcrsburg,   1011  (nissiscli). 
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Ein  spezielles  Interesse  bietet  der  Fall,  wo  die  Grösse 
der  Differenz  £'a;'/»a^'/t4-i  —  w'/*)m'f +■'''  von  h  unabhängig  ist  und 
bloss  von  j  abhängt,  wo  also 

Ex'n  x'h+j  —  m^l"^  7n^l'+J^  =  rj 

gesetzt  werden  känn.     In  diesem  Falle  hat  man: 

h=  1  i=l 

Der  mittlere  Fehler  von  X(n)  känn  also  bei  w  =  co^nur 
dann    gleich    O    werden,    wenn  zwischen  tj  und  j  ein  Zusam- 

1    n —  1 

menhang    der  Art  besteht,  dass  -^  ^  (w  —  j)rj  mit  wachsen- 

7  =  1 

dem  n  dem  Grenzwerte  O  zustrebt.  Dies  ist  z.  B.  der  Fall, 
wenn  Vj  in  geometrischer  Progression  abnimmt.  Wird  näm- 
lich  Tj+i^yrj  gesetzt,  so  erhält  man: 


1      71—  1 

falls  y<l  ist,  verschwindet  — ;;  ^  {n—j)rj  bei  n=  co. 

j  =  l 

Ein  anderer  lehrreicher  Fall  ist  der,  wo  die  Differenz 
Ex'hx'h+j  —  m'/'' m</'+-')  gleich  O  wird,  wenn  ^  einen  bestimmten 
Wert,  I,  iibersteigt.^     In  diesem  Falle  hat  man: 

1     ^ 

E  [X(n)  —  m[^,ni?  =  -i  2  /'*/*^  + 


Q   n—  1     /i  +  Z 

+  -,22    [Ex'hx'h+j-m^^)m(h+i)]- 


^  Cf.    A.  A.  Markoff,    Uber    zusammenhängende    Grössen,    die    keine 
echte  Kette  bilden.    BuU.  de  TAcad.  des  sciences,  Petersburg,  1911  (russisch). 

Skandinavisk  Ahtuarietidskrift.    1918.  issr.i      14 
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ist  /  von  n  unabhängig,  so  verschwindet  der  raittlere  Fehler 
von  .i(„)  bei  ii  =  «  .' 


III. 

Man  nehme  nunraehr  an,  dass  die  zufälligen  Variablen 
Xi,  ar,,  .  .  .  x„  nur  die  Werte  1  und  O  annehmen  können  iind 
dass  sie  mit  einem  Ereignis  A  in  der  Weise  zusamraenbän- 
gen,  dass  A  eintritt,  falls  eine  der  Variablen  den  Wert  1 
erhält,  und  ausbleibt,  falls  die  Variable  gleich  O  wird.  Be- 
zeicbnet  man  mit  //  die  Häufigkeit  von  A  unter  den  n  Ver- 
sucHen,    durch    p/,    und  qh==l — Ph  die  Wahrscbeinlicbkeiten 


^  Auf  die  bedeutsnme  Frage  nach  den  Bedingungen,  unter  welchen 
das  Verteilungsgesetz  von  a-(„)  bei  n=co  die  LAPLACE-GAUSS'sche  Form  an- 
nimrat,  will  ich  in  diesem  Zusammenliange  nicht  eingehen-  Falls  die  ein- 
zelnen  Variablen  von  einander  unabhängig  sind,  lässt  sich  leicht  nach- 
weisen,  dass  dies  der  Fall  ist,  wenn 


/i-l 


2  ''^'"^ 


bei  r  =  3,  4,  5, .  .  .  mit  wachsendem  n  dem  Grenzwerte  O  zustrebt  (wobei 
-»•^  '  =  E  [x/^  —  mj  j*^  ist\  Schwieriger  gestaltet  sich  der  zuerst  von  Lja- 
POUNOFF  erbrachte  Nachweis,  dass  unter  der  Voraussetzung  der  gegensei- 
tigen  Unabhängigkeit  der  Variablen  die  Bedingung  geniigt,  dass 


2  é'' 


2  "^'^ 

.h-  1 


2+<i 


bei  irgend  einem,  noch  so  Uleinen.  positiven  Werte  von  o  mit  wachsendem 
n  dem  Grenzwerte  O  zustrebe,  wobei  mit  d  '  die  mathematische  Erwartung 
der  ('2+JVten  Potonz  der  positiv  genomnienen  Differcnz  x^ — «»('')  bezeich- 
net  wird  (LjArocNorr,  C.  R.,  Paris,  Vol.  132,  p.  8U;  ausfiihriich  in  M<5m. 
Ac.  des  Sciences,  St.  Petersburg,  Serie  V^III,  Vol.  12;  vgl.  auch  dio  dritte 
russisch^)  Auflago  dor  Wahrsclieinlichkeitsrechnunp  von  A.  A.  Mabkofk, 
wo  dor  LjAPOUNOFF'sche  Satz  auf  eine  andere,  jedocli  gleichfalls  selir  um- 
ständliche,  Weise  bowiesen  wird). 
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der  Werte  1  und  O  beim  h-ten  Versuch,  durch  p^  den  arith- 

1      n         \ 

metischen  Durchschnitt  der  Werte  Phipj  =  ~  ^  'P'^]  ^"^  durch 

/(=  1     / 
Phih2   tlie    Wahrscheinlichkeit    des    Eintreffens  von  A  sowobl 
beim  /<i-ten,  wie  beim  hi-ten  Versuch,  so  erhält  man  aus  der 
Formel  (2): 

(8)     E[H  —  p,Y  =  --  y  pnqh  +  :„2  2     ^     ^Vinh,  —  Vinph-^- 


n-  '^^  n- 


Dies    ist    die    bekannte   BoHLMANN'sche  Formel,'  welche 
als  ein  Spezialfall  in  der  allgemeinen  Formel  (2)  enthalten  ist. 


ZWEITES    KaPFTEL. 

An  s  zufälligen  Variablen,  deren  jede  ihrem  Verteilungs- 
gesetze  folgt,  werden  ?/i  Vcrsuchsserien  von  je  k  Versuchen 
vorgenommen.  Alle  Versuche  derselben  Serie  werden  an 
einer  und  derselben  Variablen  vorgenommen,  welche  jeweilig 
durch  das  Los  bestimmt  wird;  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
das  Los  die  Variable  Xh  treffe,  ist  gleich  ph,  wobei  Pi  +  P2  + 
+  Ps  +  ■  ■  ■  +  J^s  =  1  ist.  Die  Grössen  ph  bleiben  während  des 
Verlaufs  des  Experimentes  konstant  und  die  einzelnen  Ver- 
suche innerhalb  jeder  Serie  sind  von  einander  unabhängig. 

Setzt  man 


mk  =  n; 

s 

2  PhExh  =  Wi; 


/.=  i 


2  PhExl  =  7n.,; 


7i=l 


^  Vgl.  G-  BoHLMANN,  Die  Gruridbegriffe  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Lebonsversicherung,  Satz  XIII*  (Atti 
del  IV.  Congresso  internazionale  dei  matematici,  vol.  Ill,  p.  262,  Roma, 
1909).  BoHLMANN  erhält  die  Formel  direkt,  aber  auf  ziemlich  uinständ- 
liche  Weise  vermittelst  der  erzeugenden  Funktionen.  Auf  dem  Umwege 
iiber  die  allgemeine  Formel  (2)  lässt  sie  sich  in  einer  durchaus  elementaren 
und  einfachen  Weise  ableiten. 


212 


2  Ph[Exh  —  mif=  ^  pi,{Ezf,) 


h~  1 
so  hat  man  identisch: 


h~i 


y,  PhExh 


h-\ 


m. 


m. 


i]=  ^jv,{Ex,,r--cr-, 

h"  1 

s 

Ä=  1 
Man    iiberzeugt    sich    ferner  leicht,  dass  bei  beliebigera  i 

Exi  =  m^; 
Exi  =  m. 


ist. 


Bezeichnet  man  mit  x'ij  den  Wert,  welehen  die  durch 
das  Los  fur  die  i-te  Serie  bestimrate  Variable  beim  /-ten 
Versuch  der  betreffenden  Serie  annimrat,  und  durch  X{n)  den 
arithmetischen  Durchschnitt  aller  n  empirischen  Werte  der 
Variablen,  wobei  also 

1   "'     ^' 
ist,  so  hat  man: 

EX{n)  =  Wlil 

Ex'ijx'i,i—{Exij){Exhi)  =  0,  falls  h      i  ist, 
und 


Ex'ijx'ii-{Exij){Exii)=^  2  Phii^^-/')'- 


/i-i 


^  VkE 


Xh 


//- 1 


'  Vgl.    BoRTKiEWioz,    rber    die    Zeitfolge    zufälliger   Eroignisso,  S.  9S 
(BuII.  lust.  Int.  Stnt.,  t.   XX.   Livr.  2). 
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woraus  sich  nach  Formel  (2)  ergiebt 

,  X     „r                -lo      »^2  —  ^?  ,   k — 1    .,      w, — m\-¥{k — \)a^ 
(9)     -E[a-,„,-m,]=  =  ^,^+-^«-  =  - ^-^ '- . 


1        *  1 


Sind  nun  die  Grössen  ^  jo/j^u!/')  und  a"  endlich,  so  strebt 

der  mittlere  Fehler  von  x^n)  mit  wachsender  Serienzabl,  m, 
dem  Grenzwerte  O  zu,  ungeachtet,  wie  gross  die  Zahl  h  sein 
mag.  Bei  endlichem  m  hingegen  und  unbegrenzt  wacbsen- 
dem    k    strebt    der    mittlere  Fehler  von  X(n)  dem,  von  O  ver- 

schiedenen,  Grenzwerte    1/  —  a^  zu. 

Falls  die  s  Variablen  nur  Werte  1  und  O  annehmen  kön- 
nen  und  die  Wahrscheinlichkeit  fiir  Xh,  den  Wert  1  anzu- 
nehmen,  gleich  cn  ist,  so  findet  man,  indem  man 


m,  =  3  iphCh  =  c„ 


7j=1 


setzt: 


7#i2    —   Cq, 

s 
A=l 

A=l 

Wir  erhalten  somit  auf  diese  Weise  die  bekannte  Bien- 
AYMÉ-BoRTKiEWicz'sche  Formel,  ^  als  einen  Spezialfall  der 
allgemeinen  Formel  (9). 

Im  Falle,  wenn  die  Versuchszahl  fiir  die  einzelnen  Se- 
rien   nicht    die  gleiche  ist,  sondern  k^  fiir  die  erste  Serie  be- 


^  Vgl.    xneine    Abhandlungen    zur    Theorie    der  Statistik  (2  Aufl.;  rus- 
sisch),  S.  393—395. 
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trägt,    ^^    fiir  die  zweite  u.  s.   w.,  wobei  A-,  ^-ä;,- rkm=n 

ist,  erlialten  wir  aus  der  Formel  (2): 


(10;     E[xu,,-m,y^'"'      "^^  + 


kAk,  — 1)  + k Jk, -])+■■ +  k„,{km-l)   ,_ 

^  '  [/:^+l%+  ...  +kmy  " 


1    <.  ,,.    ,    kl+kl+   ■■■  +kl 


=    ,    1  ?>/./'i'"  + 


71 

Bei  konstanten  ii  und  ??i  fällt  somit  der  mittlere  Fehler 
von  a-(„)  um  so  kleiner  aus,  je  gleichmässiger  die  Gesamtzahl 
der  Versuche  anf  die  einzelnen  Serien  verteilt  ist. 

Falls  k=  I  ist,  sind  alle  Versuche  gegenseitig  unabhän- 
gig.  Bleibt  die  Gesamtzahl  der  Versuche  gleich  n,  so  erhält 
man  aus  (9): 

E[x(n)  —  m,Y=  ^^      ■ 

Bei  m  =  I  werden  alle  n  Versuche  an  einer  und  dersel- 
ben  zufälligen  Variablen  vorgenommen,  die  durch  das  Los 
bestimmt  wird.     Tn  diesem  Falle  erlialten  wir  aus  (9): 

/,  ,x  nr  19       wi->  —  fn\    ,   n  —  I    , 

(11)  £'[a-(„,  — m,]ä=_-_-_i  4-      ^     ftS. 


Durch  die  Grösse  a- =  ^ph[Ex/,  —  7n,Y  wird  die  Disper- 
/i=  1 
sion  der  mathematischen  Erwartungen  der  zufälligen  Vari- 
ablen, an  denen  experimentiert  wird,  gemessen:  dies  ist  die 
so  genannte  »wesentliche  Schwankungskomponente».  Der 
mittlere  Fehler  des  Durchschnitts  der  empirischon  Werte  der 
Variablen  setzt  sich  also  unter  diesen  Verhältnissen  aus  zwei 

n  —  1 
Teilen  zusammen:  aus  dieser,  mit  multiplizierten,   »we- 

71 

senllichen  Koinponente»  und  aus  der  mit  waehsendem  7i  un- 
i>egrenzt  abnehmenden  »zufälligen  Schwankungskomponente». 
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Wir  erhalten  hiermit  in  verallgemeinerter  Form  die  bekannte 

LEXis-BoRTKiEWicz'sche    Formel,   welche  die  Grundlage  der 

LEXis'schen  Dispersionstheorie  biidet.^ 

Man  nehme  nunmehr  an,  dass  die  n  Versuclie,  wie  oben, 

in  m  Serien  zerfallen  und  dass  alle  Versuclie  jeder  einzelnen 

Serie  an  einer  und  derselben  Variablen  vorgenommen  werden, 

dass  aber  die  Variablen  nicht  mehr  durch  das  Los  bestimmt, 

sondern  eine  nach  der  anderen  in  einer  im  voraus  festgeleg- 

ten  Reihenfolge  —  x^,  x^,  .  .  .  Xm  —  genommen  werden.  Unter 

diesen   Verliältnissen,  die  dem  Schema  der  »konstant  zusam- 

mengesetzten  Durchschnittswahrscheinlichkeit»  -  entsprechen, 

sind  die  einzelnen  Versuche  gegenseitig  unabbängig.    Nimmt 

man  an,  dass  die  erste  Serie  Tc^  Versuche  umfasst,  die  zweite 

kh 
Serie    k.    Versuche    u.    s.    w.    und    setzt  man  ferner  ~=qj^, 

n 

so  erhält  man  aus  (2): 

m 

Ex(„)  =  2  9hExh  =  w, ; 

1     771  1     m 

(12)    E[x^n)  -  m,y  =  -^  2  ö^'^t^^^  -  {Exh)']  =  ^  2  ^^'^."i'''  • 

Ä=l  A= 1 

Hatte  man  an  denselben  m  Variablen  n  Versuche  in  der 
Weise  veranstaltet,  dass  die  Wahl  der  Variablen  fiir  jeden 
einzelnen  Versuch  durch  das  Los  neu  zu  bestimmen  wäre, 
wobei  die  Wahrscheinlichkeit,  die  Variable  xh  durch  das  Los 
zu  treffen,  gleich  gh  geblieben  wäre,  so  hatte  man  (vgl. 
oben  S.  214)  erhalten: 


^  Lexis    hat    diese    Formel    fiir    den    speziellen   Fall    der  empirischen 

Häufigkeiten    in    der  theoretisch  nicht  ganz  genauen  Form  aufgestellt,  die 

n— 1 

gleich    1  setzt.     Bortkiewicz   hat  dann  die  erforderliche  Korrektur 

vorgenommen.  (Vgl.  meine  Abhandlungen  zur  Theorie  der  Statistik,  2.  Aufl., 
S.  335.)  Charlier  (Theorems  of  Poisson  and  Lexis,  p.  15.  Arkiv  f.  Mat., 
Astr.  och  Fysik,  1911)  hat  fiir  das  LEXis'sche  stochastische  Schema  auch 
die    math.    Erwartungen  von  [x/^v  —  wj' und  [x/^j  —  mj*  berechnet. 

-  Vgl.    meine    Abhandlungen    zur    Theorie    der    Statistik,    2    Aufl.,    S. 
318—321. 
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Ex(n)=  ^ghExh  =  mi; 


h=  1 
(13)  E[x^„,-m,Y='^^^^^^l^  gn^if^  +  K\ 

h-  1 

Vergleicht  man  die  Formeln  (12)  und  (13),  so  uberzeugt 
man  sich,  dass  die  Anordnung  des  Experimentes  nach  dem 
Schema  des  »konstant  zusammengesetzten  Durchschnittes» 
den  mittleren  Fehler  von  X{n)  um  so  mehr  reduziert,  je 
grösser  a-,  d.  h.  die  Dispersion  der  mathematiscben  Er- 
wartungen  der  betreffenden  Variablen,  ist. 


Drittes  Kapitel. 

Eine  geschlossene  Urne  enthält  w,  Lose,  die  mit  der 
Nummer  |,  markiert  sind,  n^  Lose  mit  der  Nummer  ^r,, 
u.  s.  w.,  nk  Lose  mit  der  Nummer  ^a.  Die  Gesamtzabl  der 
Lose  ist  gleich  n,  +  w^  +  •  •  +  n;t  =  N.  Man  zieht  aus  der 
Urne  r  Lose  heraus,  ohne  das  jeweilig  gezogene  Los  in  die 
Urne  zuriickzulegen.  Es  sind  die  mathematische  Erwartung 
des  Durchscbnitts  der  gezogenen  Nummern  und  dessen  mitt- 
lerer  Fehler  zu  finden. 

Man  bezeicbne  mit  Xi  die  Nummer,  welche  dasjenige 
Los  trägt,  das  bei  der  e-ten  Ziehung  herauskommt,  und  fiihre 
ferner  folgende  Bezeichnungen  ein: 

Es  lässt  sich  leioht  nachweisen,  dass 
Exi  =  Ex,  =  m, 
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ist.     Man  hat  nämlich 


Wi  (Wi  —  1)^,  +  ?i2b2  +  ■■■  +  nk 


TP  ^,  1      \        1  '■'•SI       •       •"2S-'.       '  I       "■K^K       , 

Ex,  ^^  ^^—^^ + 

'^N  N^=J  +■■■  + 

nk  ^ibi  +  ^2b2  +  •••  +  {nk—l)h  _ 
"^  N  N—l 

_nt^i  +  n,^2  +  •••  +  njc^k 
N 


=  m,. 


Es  sei  nun  ph  die  Wahrscheinlichkeit  dafiir,  dass  nacb 
den  ersten  i  —  1  Ziehungen  die  in  der  Urne  gebliebenen 
N  —  i  +  1  Lose  sich  in  einer  bestimmten  Weise  auf  die  ein- 
zelnen  Nummern  verteilen,  und  E'^^^'>Xi  die  sich  aus  der  be- 
treffenden  Verteilung  ergebende  mathematische  Erwartung 
von  Xi.  Bezeichnet  man  die  Gesamtzahl  der  verschiedenen 
möglichen  Verteilungsweisen  mit  t,  so  hat  man: 


Exi  =  2  VhE^f^^ 


/t=i 

Bezeichnet  man  ferner  mit  ^<'*)a;j+i  die  bedingte  mathe- 
matische Erwartung  von  xi+i  unter  der  Voraussetzung,  dass 
nach  den  ersten  i  —  1  Ziehungen  die  7i-te  der  t  möglichen 
Verteilungsweisen  der  iibrig  bleibenden  N  —  i  +  1  Lose  zu- 
stande  kommt,  so  hat  man: 

t 
Exi+i  =  2  PhE^''^Xi+i. 

Wir  haben  aber  bereits  gesehen,  dass 

E(^^Xi^i  =  E^^)xi 
ist.     Folglich  ist 

(14)  Exi+i  =  Exi  =  Exi=mi. 
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In  gleicher  Wcise  findet  man: 

(15)  Ex^  =  Ex\=m, 

und,  bei  beliebigem  /, 

Ex\=Ex[. 
Anderseits  hat  man 


jp^  ^  _**!{:  (w,  — l)g,  +  n^^,  +  ■■■  +nkBk  , 


W2     w,^,  +{n,  —  l)§2  +  ■  •  +nk^k   ,  , 


,   nk  -^  Wi^,  +  W2I2  +  ■••  +  {nk—l)^k  _ 


=  -]^T,^-_  I)  >[^i^»   +  **2^2  +    •  •  •    +  WA-^fc]- 


2V  1 

bh^i  -f-  w,ii  +  •  •  •  +  «A-^A-]]  =  ^^zTi ^i—^r^^- 


und 


£'.r,a:2  —  Exi  Ex.  =^=  —  ,^ .  u^. 


In  ähnlicher  weise  findet  man  leicbt: 

Ex2X,  =  ExiXj. 

Bezeichnet  man  nun  mit  £'"''3',a-,  +  i  und  £"<''' o;, +  1  a, +2  die 
bedingten  mathematischen  Erwartungen  von  XiXi+i  und 
.r,+ia:,+2  unter  der  Voraussetzung,  dass  nach  den  ersten  t 
Zieb ungen  die  A-te  der  /  möglichen  Verteilungsweisen  zu 
stande  kommt,  so  bat  nian: 
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t 

EXi+  1  Xi  +2  =    2  'P''  ^"'^  •^*+  1  ^*+  2  = 


/(=  1 


=  2  ^^hE^^^^XiXi+i  =  ExiXi+1  =  Ex^x, 


fl'''  i 

Bezeicbnet  man  ferner  mit  E^J^Xi  und  E^^^Xi+i  die  be- 
dingten  mathematischen  Erwartungen  von  Xi  und  von  Xi+i 
unter  der  Voraussetzung,  dass  bei  der  ersten  Ziehung  das  mit 
der   Nummer  ^j  markierte  Los  gezogen  wird,  so  findet  man: 

Ex,Xi=   2  ^^J^^^^^i'' 
Ex^  Xi+i  =  2  ^  ^iE^^^Xi+i  =  Ext  Xi  =  Ex^  x^ . 

In  gleicher  Weise  findet  man  dann  schliesslich : 

E  XiXj  =  Ex^x^. 
Es    ist    also,  bei  allén  möglichen  Werten  von  h^  und  h.^, 

(16)  Exh.Xh,  —  (Exh,)  {Exh,)  =  —  -^-^  it<2. 

Setzt  man  die  Werte  aus  (14),  (15)  und  (16)  in  (1)  und 
(2)  ein,  so  erhälfc  man: 

Ex(n)^m^, 

(17)  E[x,,-m,Y  =  '^-^^±-,= 

1       f,       >'— 11       N—v  1 

Hatte  man  das  Experiment  in  anderer  Weise  angeordnet 
und  das  jeweilig  gezogene  Los  in  die  Urne  vor  der  nächsten 
Ziehung  zuriickgelegt,  so  wäre  bekanntlich 
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Ex{„)  =  m,; 

E[xin)  —  ni,Y-=  ^11. 

gewesen.  Dadurch,  dass  das  gezogene  Los  in  die  Urne 
nicht  zuriickgelegt  wird,  wird  also  der  mittlere  Fehler  des 
Durohschnittes  der  gezogenen  Nuramern  ira  Verhältnisse  von 


V 


„         .1  reduziert,  —  ein  Ergebnis,  das  von  erheblichem 

Werte    fiir    die    praktische    Anwendung    der  Stichprobenme- 
tbode  ist.^ 

Setzt    man    nun    I*  =  2,  |i  =  1,  ^2  —  0.   vr  =  7^  1  —  i^  =  <?> 

so    wird    X(n)  zur  Häufigkeit  des  Erscheinens  der  mit  1  mar- 
kierten  Lose  und  man  erhält  aus  (17)  die  bekannte  Formel:* 

N  —  v  \ 


Oberblickt  man  die  oben  betrachteten  Fälle  in  ihrer  Ge- 
samtheit,  so  iiberzeugt  man  sicb,  dass  die  Formel  (2)  alle 
stochastischen  Schemata  in  nuce  enthält,  die  zur  theoretischen 
Beleuchtung  der  Stabilität  statistischer  Zahlen  je  herangezogen 
worden  sind,  bezw.  herangezogen  wcrden  können.  Das  ihr 
zu  Grunde  liegende  Schema  ist  eben  das  allgemeinste,  das 
sich  denken  lässt:  es  setzt  nur  voraus,  dass  an  zufälligen 
Variablen   Versuche  vorgenommen  werden,  ohne  die  Art  der 


'  Vgl.  St.  Kohn,  Cber  die  Anwendung  der  Sticliprobenmethode  bei 
der  Aulbereitung  der  landwirtschaftlichen  Zählungon,  Petrograd,  1917 
.rusaisch;  eine  von  einem  Schiiler  von  mir,  dem  ich  dio  obige  Formel  mit- 
geteilt  habe,  verfusste  amtliche  Donkschrift  des  Lundwirtscliaftsraini- 
steriums). 

^  Cf.  K.  Pearson,  On  cortain  properties  of  the  hypergeometrical  Se- 
ries Phil.  Mag.,  vol.  XLVII.  1899)  Auf  dem  Umwego  iiberdio  allgemeine 
Formel  erhiilt  man  nuch  in  dieseni  Fallo  die  Lösung  dos  spezielleren  Pro- 
blems in  einer  durchaus  elementaren  Weise.  Bei  E.  Czuber  (Wahrschein- 
lichkeitsrechnung,  2.  Aufl.,  Bd  I,  S-  103 — 104)  wird  die  Grösse  des  niitt- 
leren    Fehlera    fiir    den    Fall    dor    nicht   zuriickgolegten  Kugeln  nicht  ganz 

gennu  mit    V\,Pl{^~7^}  (anstått    K  ^  P?!  1  — vr^.  I|  angegeben;  er  inter- 

prätiort  auch  dio  Formel  nicht  richtig  (vgl.  moine  Abhandlungen  zur  Theo- 
rie  der  Statistik,  2.  Aufl,  S.  310,  Anmerkung). 
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Versuche  und  die  Verteilungsgesetze,  denen  die  Variablen 
folgen,  näher  zu  bestimmen.  Durch  geeignete  weitere  An- 
nahmen  lässt  es  sich  miihelos  zu  jedem  beliebigen  speziellen 
Schema  umgestalten.  Das  BoHLMANN'sche  Schema  erreicht 
denselben  Grad  der  Allgemeinheit,  was  die  Art  der  Versuche 
anbelangt,  schliesst  sich  aber  an  ein  bestimmtes  Verteilungs- 
gesetz  an.  Die  BoHLMANN'sche  Formel  biidet  demnach,  wie 
wir  gesehen  haben,  einen  Spezialfall  der  Formel  (2). 


ZWEITE  ABHANDLUNG. 

Uber  die  matheniatisclie  Erwartuiig:  und  den  niittleren 
Feliler  des  DiTergenzcoeffizienten. 

Erstes  Kapitel. 


An  der  zufälligen  Variablen  x  werden  r  Serien  von  je  7i 
Versuchen  vorgenommen;  das  Verteilungsgesetz  von  x  bleibt 
während  des  ganzen  Verlaufs  des  Experimentes  das  gleiche, 
die  einzelnen  Versuche  sind  gegenseitig  unabhängig.  Man 
bezeichno  mit  Xij  den  Wert,  welchen  die  Variable  beim  /-ten 
Versuch  der  i-ten  Serie  annimmt,  und  sctze 


1 

Xi,  in)  ^^  "  ^  ^ij 

,        r       n  j      r 

^^"'"^  "^  ?ir  -^  ^  *"*•'  ^  r  ^  ^''  *"' ' 


man  känn  auch  x^nr)  durch 


j       71  r 

nr  ^^ 
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definieren,  indem  man  alle  Versuche  fortlaufend  numeriert 
denkt.  um  auf  diese  VVeise  dic  doppelte  Summe  durch  eine 
einfache  zu  crsctzen. 

Man  fiihre  ausseidem  die  Bezeichnungen  ein 

E[x —  m,p  =  «jt. 

Betrachtet  man   alle  nr  Versuche  als  ein  ganzes,  so  hat 
man  bekanntlich: 


1  '"^ 

_:  1  E^[Xk~X(nr)\-. 


nr 


Anderseits  erhält  man  fiir  <r, ,  wenn  man  von  den  Durch- 
schnittswerten    fiir   die    einzelnen  Serien  ausgeht,  den  Wert: 


."2  =  yzTi  ^  ^  t^'<")  ~  ^c»»-)]"  • 


Man  hat  demnach: 


Il  r 


1  1 

t-1  ^  ' h=\ 


'ie  < 

Grösse 

1 

/                         1                ^^ 

^                     A-l 

die  man  mit  Q  zu  bezeichnen  pflcgt.  wird  bekanntlich  Diver- 
^enzkoeffi/Jent  (coefficient  de  divergence)  gcnannt.  Sowohl 
DoRMOY,  wie  Lexis,  haben  angenommen,  dass  der  nurae- 
risclie  Wert  von  Q,,  abgesehen  von  zufälligen  Schwankungen, 
gleich  1  sein  miisse.  Prof.  v,  Bortkiewicz  hat  daraiif  auf- 
merksam  gemacht,  dass  nicht  gleichzeitig  EQ  und  EQ^  gleich 
1  sein  könncn  und  dass  EQ,<  1  sein  miisse,  falls  inan  EQ- =  1 


223 

setzt.  Dass  EQ^=l  sei,  blieb  jedoch  bis  vor  kurzem  un- 
bewiesen,  denn  daraus,  dass  die  mathematische  Erwartung 
des  Zählers  der  des  Nenners  gleich  ist,  lässt  sich  der  Schluss 
nicht  ziehen,  dass  die  mathematische  Erwartung  des  Bruches 
gleich    1    sei.     Wäre   der   Schluss  zulässig,  so  hatte  man  aus 

X  II 

Ex=Ey   sowohl   E     =1,  wie  auch  E'-  =  \  folgern  können; 

y  ^ 

v  X 

es  känn  aber  E-  nicht  gleich  1  sein,  wenn  E    =1  ist,  denn 
X  ^  y  ' 

y      X  xy  ° 

E^+E^>2, 
y         X 

falls    X  und   y  beide    positiv    sind,    wie  im  Falle  des  Diver- 

X  Ex 

genzcoeffizienten.     Die  Differenz  zwischen  E     und  ^^   känn 

y  Ey 

sowohl  positiv,  wie  negativ,  und  zwar  beliebig  gross,  sein. 

Dass    im    Falle    der    Divergenzcoeffizienten    die    Voraus- 

x      Ex 
setzungen  erfiillt  sind,  unter  welchen  E  -  =  ^^^  ist,  und  dass 
^  y      Ey       ' 

demzufolge  EQ^  thatsächlich  gleich  1  ist,  ist  zuerst  von  mir 

nachgewiesen    worden    fiir    den    speziellen    Fall    von   r  fiir  r 

Serien    von    je   n  Versuchen  empirisch  festgestellten  Häufig- 

keiten    eines   Ereignisses   mit  konstanter  Wahrscheinlichkeit. 

Meine  urspriingliche  Beweisfiihrung  stiitzt  sich  auf  ein  Lem- 

X 

ma    des    Inhaltes,    dass    E~  =  l    sei,   falls  Exy^  =  Ey^-^^  bei 

k  =  0,  1,  2,  3,  ...  ist,  und  ist  ziemlich  kompliziert.^  A.  Mar- 
KOFF,  dem  ich  das  Ergebnis  mitgeteilt  habe,  hat  dann  einen 
direkteren  und  einfacheren  Beweis  geliefert,  der  auch  den 
Fall  umfasst,  wo  die  Versuchszahlen  der  einzelnen  Serien 
verschieden  sind.^  Später  ist  es  mir  gelungen,  einen  ganz 
allgemeinen    und  sehr  einfachen  Beweis^  zu  finden,  den  ich. 


^  Cf.  meine  Untersuchung  »Uber  die  mathematischen  Grundlagen  der 
Theorie  der  Stabilität  statistischer  Reihen»,  zweite  Abhandlung  (Mitt.  des 
Polytechn.  Inst.  in  Petrograd,  im  Druck,  russisch). 

^  A.  A.  Märkoff,  Ueber  den  Divergenzcoeffizienten  (Bull.  de  TAcad. 
d.  Se-,  Petrograd,  191();  russisch). 

*  A.  TcHOTJPROFF,  Ueber  die  mathematische  Erwartung  des  Diver- 
genzcoeffizienten (Bull.  Ac  d.  Se,  1916;  russisch). 
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des  Zusammenhaijgea  hal  ber,  unten  in  aller  kiirze  folgen  lasse 
Neulicb    hat  auch  Prof.  v.  Bobtkiewicz  einen  Beweis,  ohne 
nähere  Angaben  iiber  dessen  Gäng,  angekiindigt.  ^ 


II. 
Man  setze 


1=1 

I  11  r 

n{nr —  l).-^ 


/(=i 


und  lege  dem  Quotienten  -  den  Wert  1  bei,  wenn  sowohl  z, 

wie   y,   gleich   O   werden.     Es    lässt    sich    leicht    zeigen,  dass 
Ezy^=  Ey''+^  sowohl,   wenn  k>0,  wie  auch,  wenn  k<0  ist. 
Man  hat  ncämlich: 


/(=i  ;i=i 

und  folglich 

"  n  [nr —  1)      j''    ^'-  j 

[nrEy^  [xn  —  mj-  ~  nr  Ej/  [x^nr)  —  w,]-} . 


n  {nr —  1) 
Da  nun  aber 


Ey'' [x^nr)  -m,V  =  ~ly,  E  \y^\  ^ [xn  - m,]T\  = 


j  nr  ^"~  1 

=  ^^Ei/[xh  —  7)i^Y-  +  Ey''[xh  —  mi][xj  —  7n,] 

nr  nr 


'  v.  HoRTKiEwirz,  Die  Iterationen,  S.   195  (Berlin,  1917). 
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ist,  so  hat  man  schliesslich: 

Anderseits  hat  man 

r  r 

1=1  1=1 

woraus 

Ezy^'  =  ^_^E  h/  ^  [a;/,(„)  —  X(„,)j-2   = 
I     t=i  ' 

=  yzzi  y^^y^  t^*''(")  —  ^.]^  —  »'^'?/^'  [^{nr) — wj-;  == 

*•         [  J  Yl  —  1 

=  - A^Ey^\xh  —  m,Y  +  ---'-Ey^[xh  —  m,][Xj  —  m,] 

—  ^^ Ei/ [Xh  —  m,f  —  ^~  Ey^ [xh  —  m,][xj  —  mjl 
=  {Ey^'[xh  —  miY  —  Ey''[xh  —  7ni][xj  —  m^])-  =  Ey^+K 
Setzt  man  nun  k  =  —  1,  so  erhält  man: 


y 


^  Der  obige  Beweis  geht  davon  aus,  dass 

EyH^h  —  ^"i]'  =  EykU-j  —  m,f 
und 

EyK^h  —  Wj]  [Xj  —  OTj]  =  Ey^lXf—m^]  [x^  —  m,] 

isfc.  Unter  den  Voraussetzungen,  dia  wir  als  geltend  angenommen  haben, 
bediirfen  diese  Sätze  keines  Beweises.     Was  die  inathematische  Erwartung 

y 

von  '^  anbelangt,  so  lässt  sie  sich  r.icht  auf  gleichem  Wege  finden,  da 
Ez^[xj^  —  mj  [Xj  —  m,]  nicht  denselben  Wert  hat  in  dem  Falle,  wenn  Xj^ 
und  Xj  zu  gleicher  Versuchsserie  gehören,  und  in  denijenigen,  wenn  sie 
verschiedenen  Serien  entnommen  werden. 

Skandinavisk  Aktuarietidsktift.    1918.  i82.'.i      15 
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III. 


Die  obige  Beweisfiihrung  lässt  sich  mutatis  mutandis 
auch  auf  den  Fall  anwenden,  wo  die  Versuchszahlen  der 
einzelnen  Serien  verschieden  sind.  Es  sei  5,  die  Zahl  der 
Versucbe  der  ?-ten  Serie  und  5,  +  5,  t  •••  +Sr  =  s.  Man 
setze : 


•T(a)  = 


1 


V  v  ... 


1 


y.  x/, , 


;/=i 


2.  ^i  =  ^(r) . 


1  * 

y  V  .=1 


[i 


[?.- —  •■'•(»)1- =  ?^ 


1-1 
I 

yl  r 

Si        s  —  1 
1  —  1 


o    ,      '^^   V    '    i-l 


Unter  cler  Vorausselzung  cines  unabänderlichen  Ver- 
teilungsgesetzes  von  x  und  gegenseitiger  Unabbängigkeit  aller 
Einzelversuehe  liat  man: 

Eij  =  Ew  =  Eu  ^  Ev  =  El  =  iij. 


227 


Setzt  man  nun 


^       y 

Q"  ="' 
y 

Q"'  = "" ' 
y 

y 

so    lässt    sich    in    einer   der   obigen    analogen  Weise  miihelos 
zeigen,^  dass 

EQ-'  =  EQ'^  =  EQ"'-  =  EQ'"^  =  1 

ist. 


IV. 

Bestimmt  man  nun  das  Verteilungsgesetz  von  x  in  der 
Weise,  dass  x  nur  die  Werte  1  und  O  mit  den  Wahrsehein- 
lichkeiten  p  und  1 — P  ="  q  annimmt,  und  lässt  dann,  wie 
oben  (Erste  Abhandlung,  S.  210)  ein  Ereignis  A  so  mit  x  /.u- 
sammenhängen,  dass  A  eintritt,  falls  a;  =  1  wird,  und  aus- 
bleibt,  falls  x  den  Wert  O  erhält,  so  wird  durch  Zi  die  Häu- 
figkeit  von  A  fiir  die  ?'-te  Versuchsserie  und  durch  rr(.,)  die 
Gesammthäufigkeit  von  A  fiir  die  r  Serien  ausgedriickt. 

Da  ferner  bei  einem  derartigen  Verteilungsgesetze  xl 
stéts  gleich  Xh  ist,  so  ist 


h=1  h=l  h=l 


2  [Xh  —  ^{s)Y  =  2  ^'»  ~  "^^^"^^  ""  !Z  ^''  ~  *^'«)  ^  SX{s)[l  —  X{s)] 

und  folglich 


'  Vgl.  meine  oben  zitierte  Abhandlung:  »Ueber  die  mathematische 
Ervvartung  der  Divergenzcoeffizienten».  Die  Variante  Q"',  die  dort  niclit- 
ervvähnt  wird,  lässt  sich  in  gleicher  Weise  behandeln. 
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1 

r  — 1 

»-1 


'■         '      Vr..       ,    Ii 

r  —  lr.  ^L-.— Mr)l 


5 


^a-(,)[l  —  a:(s)] 


s  — 


1  »• 


7-  ^  5i 


5 

5  — 


yrr,,)[l— .r{,)] 
Setzt  man 

Oj    O 2   '   '  *    Of   /i  j 

SO  reduzieren   sich   alle  vier  Varianten  auf  eine  und  dieselbe 
Form : 

1       XV  T» 

7i  — 

r 
Wie  oben  nachgewiesen  wurde,  liat  man: 
EQ*  =  ^g'*  =  EQ"-  =  i&g"'«  =  1 . 
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ZwEiTES  Kapitel. 


Das  Verdienst,  die  Frage  nach  dera  mittleren  Fehler  des 
Divergenzcoeffizienten  gestellt  zu  haben,  gebiihrt  Prof.  v. 
BoRTKiEWicz.^  Von  ihm  stammt  auch  der  erste  Versuch, 
die  Grösse  des  mittleren  Fehlers  zu  bestimmen.  Bortkiewicz 
gelangt  zu  dem  Ergebnis,  dass,  falls  man  den  Divergenz- 
coeffizienten flir  r  Serien  von  je  n  Versuchen  berechnet,  der 

mittlere    Fehler    desselben    näherungsweise    gleich     1/  "    zu 

setzen  sei.  Obgleich  die  Beweisfiihrung  die  erwunschte 
Strenge  vermissen  lässt-  und  iiber  das  Maass  der  Annäherung 
kein  sicheres  Urteil  gestattet,  —  es  lässt  sich  nicht  oinmal 
feststellen,  ob  der  erhaltene  Näberungswert  eine  obere  öder 
eine  untere  Grenze  des  zu  bestimmenden  mittleren  Fehlers 
darstellt,  —  war  dies  immerhin  eine  hoch  zu  schätzende 
Leistung,    und   die  BoRTKiEWicz'sche  Formel  hat  langa  Zeit 


'  L.  v.  Bortkiewicz,  Uber  den  Präcisionsgrad  des  Divergenzcoeffi- 
zienten (Mitt.  d.  Verbandes  der  öst.  vi.  ung.  Vers.-Techn. ;  Wien,  1906). 

"  Das  von  Bortkiewicz  angewandte  Verfahren  beruht  auf  der  Ver- 
nachläs«igung  im  Zähler  und  im  Nenner  des  Bruches,  dessen  mathema- 
tische   Ervvartung   berechnet  werden  soll,  von  Gliedern,  welche  den  Faktor 

enthalten.      Da  die  statistische  Praxis  meistens  mit  kleinen  r,  aber  ver- 

hältnissmässig    grossen    n    zu   tun   hat,  ist  dieses  Verfahren  an  sich  gewiss 

nicht  unzulässig,  falls  man  die  erforderliche  Vorsicht  walten  lässt  und  den 

hierbei    begangenen    Fehler    einigermassen   sicher  abschätzt,  —  namentlich 

dessen    Vorzeichen    feststellt.     Die   Vertreter   der  englischen  Schule,  die  zu 

solchen    Näherungsverfahren    eine    besondere    Vorliebe   aufweisen  vind  die- 

selben    in    ihrer  Anwendung  auf  statistisch-mathematische  Probleme  syste- 

matisch    ausgebildet,    aber  gelegentlich  recht  unkritisch  angewandt  haben, 

sind    auch    in    letzter    Zeit    vorsichtiger   geworden  vind  widmen  jetzt  mehr 

Aufmerksamkeit  der  Schätzung  der  erzielten  Annäherung. 

Zu    den    Gliedern,    die    Bortkiewicz    vernachlässigt,    gehören   solche, 

1  {q~P? 

die    die    Form bezw. haben.     Falls  «  öder  q  sehr  klein  sind, 

nrpq  nrpq  ^  ^  ' 

können    diese    Glieder    derselben    Grössenordnung   sein,  wie  die  vibrig  blei- 

henden-     Unter    solchen    Verhältnissen    wird    die   Beweisfiihrung  ganz  hin- 

fällig.     Namentlich  ist  das  der  Fall  im  Bereiche  des  sogenannten  »Gesetzes 

der  kleinen  Zahlen»  — vim  mich  an  den  Sinn  des  m.  E.  nicht  sehr  glvicklich 

gewählten  vind  bereits  vieldeutig  gewordenen  Avisdrucks  zvx  halten,  welchen 

Bortkiewicz  ihm  in  »La  legge  dei  piccoli  numeri>,  p.  12,  13  (Giornale  Degli 

Economisti,  1908)  beilegt,  wo  er  das  bekannte  von  Poisson  fvir  den  Grenz- 

fall   von   n  =  CO    und  (np)n=co  =  m  abgeleitete  Verteilungsgesetz  damit  be- 

zeiclinet.     (Vgl.    meine    Abhandlvingen    zur    Theorie   der  Statistik,  2.  Avifi., 

S.  398—400.) 
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die  einzige  Grundlage  fiir  dic  Schätzung  des  Spielraums  der 
zufälligen  Schwankungen  des  Divergenzcoeffizienten  gebildet. 
Später  hat  Prof.  v.  Bortkiewicz  seine  urspriinglicbe  Formel 
modifiziert,  indem  er  den  mittleren  Fehler  des  Divergenz- 
coeffizienten   nunmelir    gleich     1/      *^ setzt.     In    der 

f^    r  —  In 

oben  zitierten  Abhandlung  von  A.  Markopf  »Ueber  den  Di- 
vergenzcoeffizienten» wurde  das  von  Bortkiewicz  gestellte 
Problem  einwaiidfrei  gelöst:  es  ist  nämlich  Markoff  gelungen 
nacbzuweisen,  dass 


nr — 1 


2r-n{n—l)         "'^■m—\nr—m—l  1.2.3...(wr) 


■^  in—  1  nr — rri — i  i  .  ^  .  ö  .  • .  \nri 

_Q\   ^      -,n         nr  —  m     1~9        »w.    1     9        l'nr—m\^    ^ 


til  fjiir — m 


(r — l)(wr— 2)(nr— 3)  •^    w       nr  —  m    1.2...m.  1 .2...(?ir— wi) 

m  =  \ 


ist,  woraus 

2r'n{n—\) 


E[Q-^~ir-< 


(r— 1)  (nr— 2)  (nr  — 3j 


folgt.     Aus  diesen  Formeln  hat  Markoff  den  Schluss  gezogen, 

2 
dass,    bei   r>o,      "       die  obere  Grenze  von  E[Q- — 1]*  dar- 

stellt,    zu  welcher  E[Q- — 1]-  sich  mit  wachsendem  nr  unbe- 
grenzt  annähert.     Ersetzt  man  in  der  obigen  Formel 

m  —  I  nr  —  m  —  1    ,       ,     ,  nr  —  1 

durcb   1  —      ,  ) 

m         nr  —  m  m  [nr  —  vi ) 

so  iiberzeugt  man  sich  Jeicht,  dass 

r —  \n—\nr  —  3 

ist,    da    m{nr  —  in)<     ,       ist.     Der   mittlere   Fehler    von  ^- 

4 

V^    2  2 

,  wenn  r>  \    V     ,  d.  h.  in  allén 

in    Betracht   kommenden  Fallen,  denn  fiir  eine  einzelne  \'er- 
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suchsserie,  sowie  auch  fiir  zwei  Serien,  die  aus  je  einem  Ver- 
such  bestehen,  lässt  sich  der  Divergenzcoeffizient  nicht  be- 
reehnen. 

Was    die    Behauptung    anbelangt,    dass    E[Q- — 1]-    mit 

2 
waohsendem    nr  dem  Grenzwerte      ~  .   zustrebe,   so  begriin- 

r —  1 

det  sie  Markoff  mit  dem  Hinweis  darauf,  dass  bei  grossem 

nr  diejenigen  Werte  von  tn,  fiir  welche 

l.2.3...(7.r)  ^^ 

1.  2.  m.  1.2...  {nr  ~m)^    ^ 

m  —  1  nr- —  m  —  1 


nicht  versohwindend  klein  ist,  den  Wert  von 

m        nr  —  m 

lim  so  näher  an  1  bringen,  je  grösser  nr  ist.  Diese  Argu- 
mentation ist  offenbar  nur  dann  zwingend,  wenn  weder  p 
noch  q  so  klein  sind,  dass  np  (bezw.  nq)  mit  wachsendem  n 
einem  endlichen  Grenzwert  znstrebt.  Auf  den  Fall  des  »Ge- 
setzes  der  kleinen  Zahlen»  (vgl.  obpn  die  Anmerkungzu  S.  229) 
ist  die  obige  Argumentation  nicht  anwendbar.^ 

Die  oben  fiir  die  Berechnung  von  EQ-  angewandte  Me- 
tliode  gestattet,  in  einer  ebenso  aljgemeinen,  wie  einfachen 
Weise  die  Grenzen  festzustellen,  innerhalb  derer  der  mittlere 
Fehler  von  Q'^  liegt,  sowie  einen  Begriff  von  der  Form  des 
Verteilungsgesetzes  der  Q^-Werte  zu  bilden. 


'  C.  v.  L-  Chärlier  gibt  in  seinen  Contributions  to  the  mathematica 
theory  of  statistics  (Nr.  4,  The  statistical  series  in  homograd  statistics 
p.  23,    Anmerkung;    Arkiv    f.    Mat.,    Astr.    och    Fysik,  Bd.  VIII,  1912)  den 

Q         -I  /  («j      Q    Y         n 

mlttleren    Fehler  von    Q,  als  gleich     ,        1/  i  -^  V*  Q',  an,  wobei  mit 

v -Ir  '^npoq„ 

Pn  die  Durchschnittshäufigkeit  des  Ereignissrs  bezeichnet  wird  ;  er  tlieilt 
aber  nicht  mit,  wie  diese  Formel  abgeleitet  worden  ist. 

Gleichfalls  ohne  Beweis  wird  in  der  1917  erschienenen  Untersuchung 
von  BoRTKiEWicz  iiber  die  Iterationen  auf  S.   195  eine,  in  meinen  Bezeich- 

2(n — l)n'r-[nr  —  m- — l][m--l] 

nungen     als     EIQ   — 11-  =      / ^\/~        r>^V ..w \^      zuschreibende, 

°  '-  -'  n{r — l)(nr  —  2)(nr— 3)(nr  — m)>H  ' 

Formel  mitgeteilt,  wobei  m  die  Wiederholungszahl  des  Ereignisses  fiir  die 
nr  Versuche  bezeichnet.  Diese  Formel  entspricht,  wie  ich  von  Prof.  v. 
BoRTKiEwicz  erfahre,  einer  veränderten  Problemstellung,  welche  sicli  im 
wesentiichen  mit  der  ersten  Stufe  der  MARKOFF"schen  BeweisfiihriKgdeckI . 
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II. 

Unter  Beibehaltung  der  Voraussetzungen  iind  der  Be- 
zeichnungen  der  §§  I  luid  II  des  ersten  Kapitels  erhält  man 
leicht    folgende,    fiir   alle  Werte  von  k  giiltige,  Beziehungen: 

—  3EyHx,—miY(x,  —  mJ^  + 
+  l2Ey^(Xi  —  mj-(a:,  —  mi)(x3  — mj  — 

(1)  —6Ei/{Xj—m^){x^  —  m^){x3  —  m^){x,  —  m.)]  + 

+  ^J'^^^^:^,[EyHx,-m,)Hx-m,y-- 

—  2Ey^{Xi — rUif  {x^  —  m^)  {x^  —  mj  + 

+  ^?/^(a;,  — 7n,)(X;  — m,)(a:3  — 7ni)(x,— 7W,);. 

E,,k+-2  _  ^  ^^  {Ey^{x,—7n,y  —  iEy''{x,~7n,)Hx,  —  m,)  — 

—  2Ey^{x,—m,)-{x.  —  mX-  + 
+  \2  E  y^{x,  —  m^)-  {x.—m,)  {x^—m,)  — 

(2)  —QEy''{x,—m,){x,  —  m,){x^—m,){x^  —  m;,]  + 

—  2£'i/^(a;,  — m,)-(a:2  — m,)  [x^  —  niy)  + 

+  Ey^{x,  —  m,){x^  -  1n^){x^  —  1n^)(x^  —  mX■ 
Y\\\^vi  man  nun  die  Bezeichnungen 


1    „(a-, -m,)*(a:,-m,)-^2(a;,-?n,)*(a:2-7W,,)(.r3-m,)  + 
+  (.r,-m,)(a:,-m,)(j:,-7w,){.r<-w,)  ^    , 
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1   J^(x^-m^)^-4:{x^-m^)^(x.-m^)-3{x^-m^Yix2-m^)^+ 

Hl 

n-  y^ 

\2{x^-miY{x^-my){x^~m^)-Q{x^-m^){x,-m^){x3-mi){Xi-m.^) 


B 


ein  und  setzt  dann  k  =  —  2  in  (1)  und  (2),  so  erhält  man: 


2^  1  r  4-  1 

y^  nr  r — 1 


1=1  b  +  "^]a, 

n  r  n  r  —  1 


woraiis 


i3^EQ'=l +  ---.'^-114  =  1+     '     '■<"-" 


r  —  i  nr —  1 


r —  1  nr  +  i   \_        nr 


y\ 


folfft. 


Set/t  man  ferner 


-  „  JL -., =  o  , 


so  hat  man: 


und 


B  =  C-6A 


(4)  EQ^^1  + 


2  r{n — l)nr 

r —  1  {nr —  2)  [nr  —  3) 


ri-'oi. 

|_        nr     \ 


Die  Aufgabe  reduziert  sich  demnach  auf  die  Bestimmung 
des  Wertes  einer  der  Grössen  A,  B  öder  C,  die  sich  auch  in 
folgender  Form  darstellen  lassen: 


(5)  A  =  (nr ^)"  E^^       ^^^.c^xa -r '<^f<^2-^3-^4 

2^{Xh  —  X{nr)) 


74  =  1 
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B=^(7ir—\)-E    ^  '    *  '    -  »    -•   s  >    2_s ^ 

r  '"■  -Ii 


x\  —  4.r'^,  +  3.r;.r.. 


C  =  {?ir—\y-E 

^(rh  —  Xinr))-\ 
I.  _  1  -I 


/(-I 


III. 

Die  exakte  Grösse  von  A,  B  und  C  und  folglich  auch 
von  EQ^  liängt  vom  Verteiliingsgesetze  von  x  al).  Es  lassen 
sich  aber  fiir  A,  B  und  C  gewisse  Grenzen  angeben,  die  vom 
Verteilungsgesetze  von  x  unabhängig  sind. 

Um  die  obere  Grenze  von  EQ^  bezw.  E[Q- — 1]-  zu  fin- 
den,  bietet  die  grösse  C  die  passendste  Handhabe. 

1)  Aus 

jp X I       4 ^1  Xj  ~j~  o x^ X n       j;i  ^n       *'*'i'*o       *y X j X ^ 
r  '•'■  "12  r  "'^  T 

y{Xh  —  X(nr)Y\  y{^'h  —  r{f,r))*\ 


foljlt  unmittelbar: 


_  (nr  -  D'  ^         (^\  - •'K^)i__ 


Die    Grösse  C    ist    demnach    stets    positiv    und    folglich, 
laut  (4), 

EQ^^l+      -  rin-l)nr 

^    ^     ^  r— I  {nr— 2)  {nr  -3) 

Bei    r>5    ist    also    E(?' <  1  +      ^.     und     ElQ-—iy-<     ^, 

r  —  1  r —  I 

(Vgl.  oben  S.  230.) 


2)  Aus 


folgt: 


und 


nr  ■.     Jir — ]   nr 

2  {xn  —  »■(„,))-  =  ^^.2  2  (*'»  ~  ^>)' 


h=i 


i=\j=i+i 


^,      n-r-inr—iy  (x,—x^V 


-  ^" 1  - .'Il  J 


i  =  j^=/4-l 


C> 


^2,-2  (^,. 1)2 


^ 


(3— .T2^)^ ' 

nr—1  nr 


Da  nun  aber 
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E 


{x,-x,Y 


2  2  (•'^t—^i)- 


E 


t=ii=i4-i 


2 


"^i-^'"  wr(wr— 1)     ''^'^^  nr{nr—\) 

2  2(^'-^i)'  2  2^''^'-^i)' 


ist,  so  ist 


1  11  r *> 

C>2  und  1-    -  C<  " 

nr  nr 


Man  erhält  mithin  aus  (4) 


EQ'  <  1  + 


2_  r[n—  1) 
r —  1  wr  —  3 


woraus  bei  r  >  3 


i5;(?*  <  1  +      -  -  und  E[Q'--\Y  <  --, 
r  —  1  r — 1 


folgt. 
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3)  Aus 


(x,  —  j:,)-U,  — Xj)-  _      x\ix'Xj  +  3x]xl 

y^{Xh  —  Xi„r))-\  y{Xn  —  Xun))-\ 


■h-\ 


/<-! 


folgt 


C=={nr-iyE  l^^^-^ll*  ^'•^— ^^]* 


[nr  -|2 

y,{x,,  —  x^„,■))-\ 

A-1  -^ 


=  nh- {nr-ir-E [^_^  ^^ll!l£i_^ 


[nr— 1  nr  -n» 


■i  =  l;  =  «  +  l 


Man  hat  demnach 


n-r-  nir—iy  t^ „,",  .;i ~  = 

=  2{nr~  l)C  +  {nr— 1) {nr— 2) C  ==  nr{nr—l)C, 


Da  nun  aber 

[{x.  —  x,)'  +  (a:, —a;,)-  H +  (re,— a*,.,)']- 

^^  rnr-l  nr  > 


—  i  7»r  -IM 


1=1 j-t  +1 


> 


i; 


(r,— a:^)- +  (a:,  —  ajj*  + \-{x^  —  x„r)- 

nr — 1  nr 

^^iri-xjY 

1  =  1  _;■=,-(- 1 


4 

n-  r- 


ist,  so  ist 


^,      ,  nr  —  \         ,    ,        1   ^     (nr— 2)- 
C  >  4  und   1  —       C  <        ,       ' 

nr  «?•  n-r* 


Folglich  ist 


(6) 


EQ'  <  1  + 


2     n—\nr  —  2 
r  —  1      n      nr  —  3 
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und 


öder 


E[Q-'-lY< 


2     n —  Inr  —  2 

r —  1     n     nr  —  3 


E[Q^  —  \Y  <      -- ,   falls  r  >  1  +  *"   ist. 
r —  1  ~         n 

Da  aber  weder  n,  noch  r  <  2  sein  können,  so  folgt  hier- 
aus  (vgl.  oben  S.  230),  dass  der  mittlere  Fehler  des  Diver- 
genzcoeffizienten  im  Falle,  wenn  die  Versuchszahlen  der  ein- 
zelnen    Serien    untereinander    gleich    sind,    stets    kleiner,    als 

1/ T  ist. 


IV. 

1)  Eine  vom  Verteilungsgesetze  der  Variablen  x  unab- 
hängige  untere  Grenze  von  EQ^  lässt  sich  nicht  feststellen, 
wenn  man  von  der  Ungleichheit  EQ^  >  1  absieht,  welche  sich 
aus  EQ^ylEQ']-  unmittelbar  ergiebt,  sowie  auch  aus  leicht 
zu  beweisenden  Beziebungen 

.4  >0, 


nr 


C<1 


folgt. 

Im  Falle,  wenn  die  Variable  x  nur  die  Werte  1  und  O 
mit  den  Wahrscheinlichkeiten  p  und  1  —  p  =  5"  annehmen 
känn,  lässt  sich  leicht  eine  untere  Grenze  von  EQ^  feststeilen, 

welche  f iir  p=^  q  =  ^  eine  gute  Annäherung  liefert. 
Aus 


j~,X^X,,         Z ar,  3^2 -^3  "T"  2Jj  3^2 '''3 '^4  ^     T?    ^^         •^'2/    V^a        '^4/ 

4  -  ■■ 


^  \Xh       ^(nr 


h-l 


^{Xj,  —  X{nr))- 


7i=l 
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folgt,  bei  beliebigem  Verteilungsgesetz, 
4  r  '""  1* 

y,{X/i—Xlnr))-\ 


Ä-l 


n-  r-  (wr  —  1 )-      (^,  —x,)-{r^  —  x^)^ 
4  r"lT^^  "i2 


2  2  (-•.-^>)=J 


i=lj=j+l 


Da    nun    (Xi  —  Xj)-  luir  1  und  O  gleich  sein  känn,  falls  x  ent- 
vveder  1   oder  O  sein  muss,  so  ist 


.1^'  < 


j=l 7=1+1 


n~r^ 


Folglich  ist 


oder 

und 
(7) 


71'  r- 


7i-  r- 


^ ^ .  2     ?i  —  I  nr  —  1  , ^    .,   ., 

EQ'>1+  -  \Qp-q'. 

^  r—  I     n         nr 


Wenn  p  =q=^  ^  J^*^»  '^^ 


A  > 


nr  —  I\- 


iir 


und 


[8) 


EQ'  >  1  + 


2     w  —  1  7ir  —  1 
r  —  1      n         nr 


Da  anderseita 


/;g'  <  1  + 


2        71—  l7t>— 2 

—  I      74      n  r  —  3 
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ist,  so  schliessen  die  beiden  Ungleichheiten  die  Grösse  EQ^ 
in  hinreichend  enge  Grenzen  ein. 

In    dem    Falle    hingegen,    wo    p    und   q  von       stark  ab- 

weichen,  erhält  man  aus  (7)  eine  unverhältnissmässig  niedrige 
untere  Grenze;  der  Spielraum,  in  welchen  der  Wert  von  EQ^ 
eingescblossen  wird,  bleibt  fiir  praktische  Zwecke  nicht  ge- 
niigend  eng. 

2)  Eine  vom  Verteilungsgesetz  der  Variablen  x  abhängige 
iintere  Grenze  von  EQ^  lässt  sich  in  ganz  allgemeiner  Form 
in  folgender  Weise  feststeilen. 

Von  der  Identität 

1 _ 1 _a— & 
a      b         a  b 

ausgehend,  erhält  man  fiir  beliebige  zufällige  Variablen  iden- 
tiscb;^ 

a       Ea         1        a[/J-^/J] 

^^^   ^'li^Eji-Ej^^ — r^ — == 

=    ,7-,  —  F  7,-71,  Ec([d—EtS]  +  p7.- .,  E  -^ ~-^-^    U.  S.  W. 


Falls  die  Werte,  welche  die  Variablen  a  und  (j  annehmen, 
i    dasselb€ 
folgt  aus  (9): 


C( 

stets    dasselbe    Vorzeiehen    haben,    so    dass   -    nie  <  O  wird 


öder 
r^  a      Ea 


'  Vgl.  meine  oben  zitierte  Untersuchung  »Xjber  die  mathematischen 
Grundlagen  der  Theorie  der  Stabilität  statistischer  Reiben»,  zweite  Ab- 
handlung. 
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öder  auch 


Voraussetzung,    -É'j>^    ist,    vvenn    Kccji — Ea  .  E^i  <  O    ist. 


Aus   diesen  Ungleichheiten  folgt,  dass,  unter  der  obigen 
,«      Ec( 

.        ^^ 

Und   in   dera  Falle,  wenn  Eaii — Ecc .  Eji  >0  ist,  hat  man  in 
diesen    Ungleicblieiten    eine    sichere    Handhabe    zur   Bestim- 

mung  einer  unteren  Grenze  von  E  ,  • 

Erscheint  die  Annäberung,  die  man  durcb  Anwendung 
von  (10)  erzielt,  nicbt  hinreichend,  so  braucbt  man  bloss,  das 
Verfahren,  welcbes  zur  Formel  (iO)  fiihrt,  zu  wiederholen. 

3)  Um  die  Formel  (10)  auf  den  Fall  von  EQ*  anzuwen- 
den,  hat  man 


a^Z^  =  ,      _  2  (•^■'.(n)  —  ^inr))- 


(r 


1_ 

n^{nr —  1)- 


r    '"■ 

^  (.T/,  —  Xi 


12 
nr))' 


ZU  setzen,  woraus 


1  2  1 

n-  n-(r  ■-  \)  n^r 


'  Diese  Ungleichheiten  liahen  den  V^orzug  vordcr  bekannten  Pearson'- 
schen  Näherungsformol,  die  in  meinen  Bezeichungen 

a  ^  J5;a  j  ET-   _  E{a  —  Ea\ .  [§  —  E^]] 
fi~  E/i  \[Ei3Y  [Ea].[Ef]  I 

lauton  wiirde  (ef.  Pearson,  On  a  form  of  spiirioiis  correlation  which  may 
arise  vvlirn  iridices  are  iised  in  the  ineasurement  of  organs;  Proc.  R.  Soc, 
vol.  LX,   1897),  dass  man  mit  Sicherheit  weiss,  dass  der  erhaltene  Näherungs- 

wert    eine    untere    Grenze   von  E  ^  darstellt.    Setzt  man  in  den  Pearson'- 

schen  XilheriiDgsformeln  .r,  =  1,  so  erhtilt  man,  als  oinon  Spezialfall,  die 
Formeln,  welche  Prof.  v.  Uortkiewicz  auf  S.  38—39  seiner  Untrrsuchung 
iiber  die  Iterationen  —  offonhar,  ohne  die  rEAnsoN'8clie  Abiiandlung  zu 
kennen,  —  ableitet. 


E 
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n^    -      n^{nr — i)  n^r 


Ea^,  2     r{n  —  l)  '     1 

Eji  r —  1  nr  — 


nr — 1       nr  in;        J 


folgt. 

Unvergleichlich  beschwerlicher  wiirde  sich  die  Berech- 
nung  von  Eal^  gestalten.  Die  Sache  lässt  sich  dadurcli  ver- 
einfachen,  dass  raan  nach  (10)  die  untere  Grenze  von  A  be- 
stimmt  und  den  erhaltenen  Wert  in  (3)  einsetzt,  anstått  die 
untere  Grenze  von  EQ^  unmittelbar  nach  (10)  zu  berechnen. 

Setzt  man 


f  r-nr—l  nr 

ir —  1)"L  '^  "^ 


^  - j-iy=/+i 


1^', 


so  hat  man: 

Ea'  =  ul, 


E§'  =  nl  +  ——T."'  +  — (/'4  — 3«;), 
^  -      nr —  1  nr 


Ea 


nr — I      wrL,".a        J 


Den  Wert  von  Eu' {■i'  känn  man  auf  verschiedene  Weisen 
berechnen.     Man  känn  z.  B.  von  der  Identität 


[nr—l   nr  -lo         p    4      nr  -|2 

2  2  i^i-^jn  =22  ^^i-^i)"\  + 

[i     nr  -1      rnr—l  nr  -i         r-nr—l  nr 

1 1  i^i-^j)']  -22  (^^-^^■)' r  I  2  2  (^^-^>^ 

Skandinavisk  Aktuarietidskrift.    19 IS.  isjöi      16 
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ausgehen,  woraus  man,  nach  langwieiigen,'  aber  keine  Schwie- 
rigkeit  bietenden  Rechnungen, 

+  2{n-r^—2nr  +  3)ul  + 
+  i5n^r^  — 20n*r*  +  53nr  — 50)  fl  ^^ll  — 

—  4(4wV2— 187ir  +  29)«^.»,,  + 

Ea'(i'-Ej'Ei3'  =  ^^2r^nr-iy^  {2{nr-  ir-u,u,-S{nr-l)u,,t,  + 

+  2{n^r'  —  2nr  +  3)ul  + 
+  (4  nh-^—\8n^r*  +  52nr— 50) u^ul  — 

—  4(4w-r*— 18wr+  29)ulu^  — 
—  {é7iH^—22n^r^  +  68wr— 98)«J] 

Ea'ti'  —  Ecc'ElS'  ^ 

_  2 ( nr-l)\ii^U2~8(nr-l)u,fi3  +  2{n^r*-2nr+3)ul  +  {^n^r^-lSn'-r^  +  52nr- 
~  '  [(nr— l)/t,  +  (wV*— 2nr+3)«n*  " 

-50).»«.a^-4(4nV'-18wr+29)»^/t3-(4?iV»-22w«H+68yir-98)it< 

[{7ir—l)ft,+{nh-^  —  2nr  +  S)uiy- 

erhält. 

Man  hat  demnach 

(nV+wV-17n-r«+65nr-98)»;  +  4(4nV'-18wr+29)«;.«;-(3nV»- 
^^^'    ^>  l{nr—l)fi,  +  {n'r'  —  2nr  +  -S)uiy 

-16n-r'  +  5l7?r-50)»,»--2(nV-2nr+3),«;  +  8(nr-l)i<,»,-2(wr-l)»/<B.M3 
[(nr  — l)i/,  +  (riV«— 2  m' +  3)i<J]* 


*  Im  Anhang  sind  einige,  sowohl  in  diesem  Falle,  wie  niicl»  vielfftch 
sonst  niitzlicho  Formeln  zusammengeBtellt,  welclie  die  Bercchnung  von 
Ka'ji'  wesentlich  erleiditcrn. 
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Bei  nicht  zii  kleinen  Werten  von  nr  ergiebt  diese  Un- 
gleichheit  eine  hinreichend  hohe  untere  Grenze  von  EQ^. 
Der  Spielraum,  in  welchen  EQ^  eingeschlossen  wird,  hängt 
hierbei  vom  Verteilungsgesetze  der  Variablen  x  ab.  Im  Falle, 
wenn  x  dem  GAUSs'schen  Verteilungsgesetze  folgt,  hat  man: 

n^r^{nr  +  1)^ 
und 


/.«x      ,    ,      2     n — Inr  —  2      „^, 

12         1  + ;^>EQ^>1  + 

r —  1     n     nr  —  3 

_2_  n—l  n^r^  —  8n^y3  _  17^2^.2  4.  gwr  —  32  . 
r — 1     n  {nr -[•  iynr(nr — 1) 

bei  nr  =10  erhält  man  hieraus: 

2     n  —  ll        1\       „^^      ,  2     n  —  ]  I        10542\ 

aber  bei  nr  =  ]00  bereits 

.+     2     n-,/         .U^^.>,+     2    '-W,       9  150.32 


r— 1     w     \        97/         ^  r—ln\        100989900 


Falls  X  mit  gleicher  Wahrscheinlichkeit  Werte  1  und  O 
annehmen  känn,  ist  a^  =  u-=0,  iii  =  iil,  /<6  =  /'2  ^^^  dem- 
nach  (vgl.  oben  S.  238) 

n^r^  —  2n^r^  —  5n^r^  +  22nr — 56 
[n-r^ — nr+2Y 

2     n — 1     nr     n'^r^—2n^r^—5n^r^+22nr—56 


(13)  EQ^>1  + 


r — 1     n     nr — 1  [w*r* — nr+2Y 

bei  nr  =10  erhält  man  hieraus: 

.  +  -^  tii  (1 + M  >£Q^>  1  +  -2-'^'  il-m 

r — lw\        7/  r— In\        8464/ 
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Falls    die    Grossen  *  .  -^,,     I ,  -,-     !   und      _  ,  '-—' 

nr  ul    n^r^  u,    n^r^  ul  n^r^    //; 

mit    vvachsendem    n    dem    Grenzwerte    O    zustreben,    strebt 

nr^t<\i —       gleichzeitig  dem  Grenzwerte  O  und  E  ^,  dem 

(w  \ 
^  ,\       ==  1   zu.     Unter  diesen  Voraussetzungen 
-C/p  I n—cc 

fallen    die   obere  und  die  untere  Grenze  von  EQ^  bei  w  =  00 

2 

zusammen;    EQ*^    wird    also    bei  w  =  00    gleich  1  -| ,   und 

r —  1 

Sind   hingegen   die  obigen  Bedingungen  nicht  erfiillt,  so 
wird  dieser  Schluss  hinfällig.     Man  betracbte  etwa  den  Fall 

von    ii2  =  PQ,   f'k  =  pq[q''~^  +  { — I)^p*~^],    setze    p=        und 

lasse   dann  n  unbegrenzt  zunehmen;      -  '  t  strebt  unter  die- 
®  nr  u; 

sen    Verhältnissen    dem    Grenzwerte  und  -^  ,,  '~l  —  dem 

mr  n'r^  fil 

Grenzwerte  —r-.  zu;  was  die  untere  Grenze  von  A  anbelangt, 
m*r*  ^ 

so  erhält  man  aus  (11),  bei  n=oo, 

.  mr      m^r^ 

A  >  — ^  — 


L        mrj 


5 
öder    ^  >  1  —  .    und    niobt    ^  >  1 .     Man   hat  somit  in 

7nr  +  I 


diesem  Falle,  bei  n  =  00  , 


Im  Falle  des  Gesetzes  der  kleinen  Zahlen  versagt  also 
auch  die  obige  Methode  (vgl.  oben  S.  231):  es  Lässt  sich  mit 
ihrer  Hilfe  der  mittlere  Fehler  von  Q^  selbst  fiir  w  =  00  nicht 
genau    bestirnmon,    und  die  Frage,  ob  er  mit  wachsendem  n 
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der  Grenze    1/ r,  öder  einera  anderen,  niedrigeren  Grenz- 

r     f  —  1 

werte  zustrebt,  bleibt  unentschieden.  Unter  der,  an  sich 
plausiblen,  aber  in  obiger  Weise  nicht  zu  beweisenden  An- 
nahme,  dass  aiich  unter  diesen  Voraussetzungen,  bei  n=  cc  , 

EQ^  =  E^  =  '^r^  wird,  wiirde  man,  bei  n  =  cc  , 


y'      Ey' 


E[Q^-\Y=.     ^        ""'"^ 


r —  1  rm  +  1 


erhalten. 


In  gleicher  Weise,  wie  oben,  lässt  sich  die  Grösse  von 
EQ^  auch  in  dem  Falle  bestimmen,  wenn  die  Versuchszahlen 
von  einer  Serie  zur  anderen  wechseln.  Ohne  auf  die  Ana- 
lyse  aller  denkbaren  Varianten  des  Divergenzkoeffizienten 
(vgl.  Erstes  Kapitel,  §  Til)  einzugehen,  will  ich  bloss  die 
oben  mit  Q^  bezeichnete  Abart  näher  ins  Auge  fassen.  Halt 
man  sich  an  die  Bezeichnungen  des  §  III  des  ersten  Ka- 
pitels, so  findet  man  in  gleicher  Weise,  wie  oben  im  §  II 
dieses  Kapitels,  unter  Beibehaltung  der  Bezeichnungen  A, 
B  und  G: 

s  s — 1 

und  hieraus 

'  r— Is — 1  (r— 1)^L.    «*       ■sJL'5 — 1  J 


x^  1      r^ 
Sind   die  Grössen  si  einander  gleich,  so  ist    > =  0 

■^"^  Si  S 

und  wir  kehren  zur  Formel  (3)  zuriick.    Sind  die  Grössen  si 
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verschieden,    so    ist    ^     —     >0:    das  Vorzeicben  der  Diffe- 

1-0 

renz  der  mittleren  Fehler  von  Q-  laut  (14)  und  laut  (3)  hängt 

,s  +  1 
sorait    vora    Vorzeicben    der    Differenz  A  —  1    ab.      Ist 

s —  1 

s  +  1 

,  A —  1  <0,  so  stellt  sicb  der  raittlere  Fobier  von  Q-  um 

so    grösser,    je    ungleicbmässiger   die   einzebien  Versuchc  auf 

s  +  1 
die    Serien    verteilt    sind.      Ist  ,A  — 1>0,  so  wird  im 

^"  —  1 

Gegenteil    der    raittlere    Febler    von    Q-   durcb    die   ungleich- 

mässige   Verteilung  der   Versucbe    auf   die    Serien  reduziert. 

Scbliesslicb    bleibt    er    durcb    die    Verteilung    unbeeinflusst, 

Ä  4-  1   , 
wenn       — .^—1=0  ist. 
s —  1 

Falls   die    V^ariable  x  mit  gleicbcn  Wabrscbeinlicbkeiten 

die   Werte    1    und    O    annehmen  känn,  erbalten  wir  aus  (13), 

5+1 

bei    s>5,  ,A  — 1>0.     In    diesem    Falle   ist   somit   der 

s  —  1 

raittlere    Febler    des    Divergenzcoeffizienten  um  so  geringer, 

je  ungleicbraässiger  sicb  die  Versucbe  auf  die  einzelnen  Serien 

verteilen.     Ira  Falle  der  GAUss'scben  Verteilung  gestatten  die 

oben    festgestellten    Grenzen  fiir  A  kein  sicberes  Urteil  iiber 

5+1 

das  Vorzeicben  der  Differenz      — ^A  —  1. 

5 —  1 

Wenn    mit    wachsendera   s  alle  Grössen  5,  in  der  Weise 

zunehmen,  dass    ',  bei  5=00,    gleicb  einer  endlichen  Grösse 

s 

2 
/,  wird,   so  strebt  E[Q-  —  IJ-  dem  Grenzwerte      "  y  zu,  falls 

r  —  1 

.4,  bei  5  =  00  ,  gleicb  1  wird.     Nimmt  A  bingegen  bei  5=00 

einen  von  1  verscbiedenon  Wert  an,  so  strebt  A'[Q- — l]-mit 

2 
wacbsendem  s  einem  von  .  verschiedenen  Grenzwerte  zu. 

r —  1 

Wird    etwa    A,    bei    5=00,   gleicb  (vgl.  oben  S.  245), 

so  wird  gleicbzeitig 

•'IV        «J        r— Irm+ll        2)mr— iL-^)',         .II' 
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Der  mittlere  Fehler  von  Q-  ist  unter  diesen  Voraussetzungen 
um  so  grösser,  je  ungleichmässiger  die  Verteilung  der  Ver- 
suche  auf  die  einzelnen  Serien  ist.     Er  känn,  je  nachdem,  ob 

-\Zi r-    >  2,  =2,    öder   <2    ist,    sowohl   kleiner,    als 

r  —  11'^n         J 

y T,  wie  gleich    1/ -,   vvie  namentlich  auch  grösser 

als    V  ,   sein. 

r       y ]_ 


Drittes  Kapitel. 


Die  Frage  nach  dem  Verteilungsgesetze  der  ^--Werte 
ist  in  der  statistischen  Litteratur  nur  gelegentlich  gestreift 
worden.     Man  hat  in  der  Regel  mit  der  BoRTKTEWicz'schen 

Formel    \E[Q'-  —  1]"==     I    in    der    Weise   operiert,    als  ob  die 

Verteilung  eine  GAUss'sche  wäre,  ohne  diese  Annahmeirgend- 
wie  zu  begriinden.  Prof.  v.  Bortkiewicz  hat  zwar  neuer- 
dings  zur  Begriindung  darauf  hingewiesen,  dass  Q^  »einen 
arithmetischen  Durchschnitt  darstellt»,^  ein  solcher  Hinweis 
ist  jedoch  nicht  hinreichend.  Selbst  in  dem  Falle,  wenn  die 
Grössen  x^,  X2,  •  .  •  ^s,  deren  arithmetischer  Durchschnitt  — 
X{3)  —  in  Betracht  gezogen  wird,  von  einander  unabhängig 
sind,  strebt  bekanntlich  das  Verteilungsgesetz  von  X(s)  mit 
wachsendem  s  der  LAPLACE-GAUSs'schen  Form  bloss  unter 
gewissen  Voraussetzungen  zu.  Was  aber  Q^  anbelangt,  so 
kommt  noch  die  Komplication  hinzu,  dass  Q^  einen  arith- 
metischen Durchschnitt  von  gegenseitig  abhängigen  Grössen 
darstellt.  Unter  solchen  Umständen  miissen  nicht  nur  ge- 
wisse  Bedingungen  in  Bezug  auf  die  Verteilungsgesetze  der 
Summanden,  sondern  auch  Bedingungen  in  Bezug  auf  die 
Art  der  gegenseitigen  Abhängigkeit  zwischen  denselben  erfiillt 


^  Bortkiewicz,  Realismus  und  Formalismus  in  der  mathematischen 
Statistik,  S.  234  (Allg.  Stat.  Archiv,  Bd.  IX;  Miinchen,  1915);  ef.  Bort- 
kiewicz, Die  Iterationen,  S.   196  (Berlin,  1917). 
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sein,  damit  das  Verteilungsgesetz  von  X(s)  sich  mit  wachsendem 
s  der  GAUSs'8chen  Form  nähere. 

Wenn   die    Grössen  'T/,r   bei    beliebigen  ganzzabligen 

positiven  h  mit  wachsendem  n  dem  Grenzwerte  O  zustreben, 
lässt  sich  die  Frage  fiir  w  =  oo  ohne  Schwierigkeit  in  der 
Weise    lösen,    dass    man    nach    (10)    die    untere    Grenze   von 

EQ^^  =  E -,  (fc  =  3.  4,  5,  .  . .)    bestimmt.     Beriicksichtigt  man 

y 

nämlich,  dass  in  dem  Falle,  wenn  a=-f{fi)  +  y  ist,  wo  y  mit 
,i  nicht  zusammenhängt,  Eccii  —  Ea  .  E;^  =  Efdijii  —  Ej({i)E^i 
ist,  so  iiberzeugt  man  sich  leicht,  dass  mit  wachsendem  n 
Ez^y^—Ez^Ey^ 

[Ey^Y 

(10),  bei  n=  cc 


dem  Grenzwerte  O  zustrebt  und  folglich,  laut 


^^^">(I^L^^^^ 


EQ^f^  > 


n''inr  — 
(r-lj^- 


E\    ^{Xi,{n)  —  Tinr)y\ 


[nr  -i;( 

2  {Xh  —  X(nr)Y 
h-l  -^ 


Ä—SD 


ist. 

Nun  ist  aber  bekanntlich  im  Falle,  wenn  die  Variable  z 
dem  GAUSs'schen  Verteilungsgesetze  folgt, 

E\2izJ-z^,^YJ  =  is-l){s+\){s  +  3)■■■{s  +  2k-3)v'i, 

wobei  duich  Zj  der  Wert,  den  z  beim  ^-ten  Versuche  erhält, 
durch  2(,)  der  arithmetische  Durchschnitt  aller  5  empirischen 

Werte  von  z    2(a)  =     ^~>    und  durch  r.  die  Grösse  7!^[2  —  EzY 

bezeichnet  werden.  Da  das  Verteilungsgesetz  von  a-,-.(„)  unter 
obigen  Voraussetzungen  sich  mit  wachsendem  n  der  Gauss'- 
schen  Form  nähert,  so  ist 


2i9 

k 


\E\^{xiM)-^(nr)Y\\        =(r-l)(r+l)(r  +  3).-(r+2Ä:-3)''^| 

v  i—\  !  n=cr> 


und 


^(r  -T)*  [  2  ^^'  ^"^ "  ""'"'^  J 


;t=co 


2    \/.   ,      4    \        /,   ,   2(i— 1)\., 


1  +  .^     l  +  r-l    ••     1  +  i^.l"'- 


Da  anderseits 


/  1  r-  nr  -ij^ 

ist,  SO  ist  demnach,  bei  7i  =  qo  , 

Bei  Ä- =  3  und  Z;  =  4  findet  man  aus  (15): 
(16)  EQ<^>]  +~+       ^ 


r— 1       (r— 1)« 

12  44  48 

(17)  jE(9»>1  +  -^+^^-,+ 


r— 1      (r— 1)2      (r— J)3 

Diese  Ungleichheiten  lassen  deutlich  erkennen,  dass  das 
Verteilungsgesetz  von  Q^  bei  wachsendem  n  einer  Form  zu- 
strebt,  die  von  der  GAUSs'schen  wesentlich  verschieden 
ist.      Wäre    das    Verteilungsgesetz    von    Q^    symmetrisch,    so 

wiirde    man,    aus    EiQ-—lf==0,    EQ'^=l  +  ~_^,    anstått 

6  8 

EQ^  >  I  -\ +  7 —^    erhalten.     Wäre    das    Verteilungs- 

r — 1       (r  —  1) 

gesetz    von    Q^    das    GAUSs'sche,    so    hatte    man    EQ^  =  1  + 

12  12 

H ,  +  7 ,— ,  haben  miissen. 

r — 1       (r — 1)- 
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Bei  mässigen  Werten  von  r,  wie  sie  in  der  statistischen 
Praxis  vorzukommen  pflegen,^  bleibt  sorait  das  Verteilungs- 
gesetz  der  ^--Werte  selbst  bei  n  =  co  und  unter  der  Voraus- 

setzung,   dass   (r    -   -iL  I        =0  ist,  merklich  asymmetrisch:- 

der  häufigste  Wert  (die  Mode)  von  Q-,  sowie  die  Mediane, 
sind  <1;  negative  Weite  von  Q-  —  1  kommen  zahlreicher 
vor,  als  positive;  ihre  Diirchschnittsgrösse  ist  aber  entspre- 
chend  geringer. 


II. 

1)  Die  Frage  nach  dem  Werte  von  EQ  ist  mathematisch 
interessant,  bietet  aber  kein  grösseres  statistisches  Interesse, 
seit  man  eingesehen  hat,  dass  die  Berechnung  von  Q-  so- 
wohl  aus  principiellen,  wie  aus  kalkulatorischen  Griinden, 
der  friiher  iiblichen  Berechnung  von  Q  vorzuziehen  ist.  Wie 
die  meisten  der  auf  den  Ausbauder  mathematischen  Theorie 
des  Divergenzcoeffizienten  sich  beziehenden  Fragen,  wurde 
auch    diese    Frage    von   Prof.  v.  Bortkiewicz  gestellt/  von 

dem  auch  die  erste  Lösung  stammt:  EQ=  1 .     Die  Be- 

wcisfiihrung,  welche  zu  dieser  Lösung  fiihrt,  ist  jedoch  nicht 
hinreichend   streng.     Bortkiewicz  geht  von  den  Annahmen 

9 
aus,    dass   EQ-=  1    und  EQ*^=  1  +  ~   sind.     Die  erste  dieser 

r 

Annahmen    ist,  wie  von  mir  nachgewiesen  worden  ist,  unter 

allén    Vcrhältnissen,    bei    jedsveden    n   und  r  und  beliebigem 

Verteilungsgesetz    von  x,  richtig.     Was  die  zweite  Annahme 

anbelangt,    so    ist    sie    unbewiesen   und  in  allgemeiner  Form 

nachweisbar  unrichtig.     Will  man  sich  an  den  Grenzfall  von 

n  =  00    halten,   so  wäre  sie  unter  den  oben  mehrmals  formu- 

^  In  der  oben  zitierten  Abhandlung  von  Bortkiewicz  (Realismiis  und 
Formalismiis,  S.  234)  werden  z.  B.  Fälle  betrachtet,  wo  r=9  und  r  =  14 
ist;   iiber  25  Reht  r  in  keinom  der  da  b^liandelten   Beispiele  hinaus. 

"  Die  Hehauptung  von  Prof.  v.  Bortkiewicz,  dass  man  verlangen 
könne,  »dass  bei  einer  grösseron  Anz'ihl  von  Beobachtiingsreihon  q  und  7i 
ungefähr  ^;loioh  oft  positiv  wie  negativ  aiisfallen»  (Realismus  und  Forma- 
bsmus,  S.  2.31),  berulit  auf  der  Annahme  der  OAUS8"schen  Vertoilung  der 
(^'-VVorlo  und  tillit  mit  derselben 

"  L.  v.  Bortkiewicz,  Der  wahrscheinlichkoitsthooretische  Ståndpunkt 
im  Lebensverrticherungswesen  (Ocsterreichisclie  Revue,  AVien,   1900). 
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2 
lierten  Voraussetzungen  (vgl.  S.  244)   durch  EQ^=  1  H — -_- 

zu  ersetzen. 

Die  fiir  EQ-  und  EQ^  angenommenen  Werte  werden  von 
BoRTKiEWicz  in  die  annähernd  gelten  sollende  Beziehung 

eq^\-\e[Q^--\Y 

eingesetzt,    woraus    sich    eben    EQ=\—  bezw.    EQ  = 

—  \ ; --)    ergiebt,     Die  Ableitung  dieser  Beziehung  ist 

4(r —  \)} 

jedoch  gleichfalls  nicht  einwandfrei.  Man  setze:  z=^Ez-  —  A 
und   bezeichne   EA   mit  u.     Man  findet  leicht:  z^  =  [Ez-]-  — 

—  2AEz^--V  A\  woraiis  E  A- ^  {\  ^-2a)  Ez^ —  [Ez-f  folgt.  In 
gleicher  Weise  findet  man 

^2*  =  [Ez^^f  —  i[Ez'-fci  +  %[Ez^f  .  EA^  —  4^2-  .EA''  +  E  AK 

Ersetzt  man  hier  E A-  durch  (1  +  2a)^2-  — [j^s-]-  und  streicht 
die  Glieder,  welche  E A^  und  E A^  enthalten,  so  entsteht  eine 
Gleichung    ersten   Grades,  aus  der  a  bestimrat  werden  känn. 

Bei  Ez-  =  \  ergiebt  diese  Gleichung:  a  =    E\z- — 1]-. 

o 

Die  Anwendbarkeit  des  von  Bortkiewicz  vorgeschla- 
genen  Verfahrens  zur  Bestimmung  von  Ez  auf  Grund  der 
bekannten  Werte  von  Ez-  und  Ez^  hängt  von  der  Berechti- 
gung  ab,  EA^  und  EA^  zu  vernachlässigen.  Gerade  in  dem 
Falle  des  Divergenzcoeffizienten  erscheint  die  Berechtigung 
hierzu  eher  zweifelhaft.  Bei  Ez-^\  ist  nämlich  EA'^  =  2a. 
Da   nun  EA^>[EA^f  ist,  so  ist  EA^>'ict^  öder,  wenn  man 

von    EQ=\  —  -      ausgehen    will,    EA^>—^.,.     In   der   Glei- 
4r  4?- 

chung  EQ^=\  +  ^a  —  4:EA^  ^- EA^  ist  also  das  letzte,  zu 
streichende,  Gh'ed  schwerlich  als  verschwindend  klein  in  Ver- 
gleich  zu  Cl  anzusehen.  Um  das  Verfahren  zu  rechtfertigen, 
bätte  man  nachweisen  miissen,  dass  EA^  —  4^^^  verschwin- 
dend klein  im  Vergleich  zu  8a  sei.  Ein  solcher  Nachweis 
lässt  sich  kaum  liefern.  Nicht  einmal  das  Vorzeichen  von 
EA^ — åEA^  lässt  sich  mit  Sicherheit  bestimmen. 


Berechnet  man  also  EQ  nach  der  Formel:  EQ  = 
=  1  —  o^[Q^ — 1]",  so  begelit  man  einen  Fehler,  iiber  dessen 

o 

Grösse  man  gar  nichts  weiss,  und  erhält  einen  Wert  von 
EQ,  der  sowohl  grösser,  wie  kleiner,  als  der  wahre  Wert 
sein  känn. 

2)  Eine  sichere  Handhabe,  um  einen  Begriff  von  der 
Grösse  von  EQ  auf  Grundlage  der  Werte  von  EQ-  und  EQ^ 
zu  gewinnen,  hat  man  in  dem  bekannten'LjArouNOFF'schen 
Lemma:  Wenn  x  keine  negativen  Werte  annehmen  känn  und 
/  >  m  >  w  >  O  ist,  so  ist 

[Ex"^]'-"  <  [Ex'']'-'"  .  [Ex']"'-**.^ 
Aus    {EQ).{EQ^)>[EQ-'Y     erhält    man    EQ>J^^    und 


aus    {EQ^).{EQ^)>[EQ^f   erhält  man  EQ' <  1/  -'  -,,  wor- 

aus    ^Q>|/'.~|    folgt.      Da   anderseits    EQ-^>[EQf    ist, 
so  ist 

Diese  Ungleichheiten  gelten  unter  allén  Verhältnissen, 
bei  jedera  r  und  jedem  n,  sowie  bei  beliebigem  Verteilungs- 
gesetz  von  x.  Unter  Zugrundelegung  eines  bestimmten  Ver- 
teilungsgesetzes  von  Q'  liesse  sich  EQ,  selbstverständlich, 
genauer  bestimmen. 


Die  oben  erzielten  mathematischen  Ergebnisse  berech- 
tigen  zu  gewissen  Schliissen,  die  fUr  die  statistische  Praxis 
von  Belang  sind. 

Der  theoretische  Wert  von  E[Q- — 1]-'  findet  in  der  sta- 
tistischen  Praxis  eine  dreifache  Verwendung: 

*  Man  känn  glcichfnlls  von  den  Ungleicliheiten  von  Stieltjes  aus- 
gehen,  die  dem  LjAPODNOFF'8chen  Leinma  aequivalent  sind,  vgl.  Stieltjes, 
Rocherclies  sur  les  fractions  continues,  p.  49  (Annales  de  la  faculté  de 
Toulouse,  vol.  VII). 
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1)  Am  mittleren  Fehler  von  Q^  werden  die  Abweichun- 
gen  der  empirisch  festgestellten  Q^^-Werte  gemessen  mit  der 
Absicht,  ein  Urteil  iiber  die  Wahrscheinlichkeit  zu  bilden, 
dass  die  betreffende  Abweichung  innerhalb  des  Spielraumes 
der  zufälligen  Schwankungen  liegt; 

2)  Der  mittlere  Fehler  einer  Reihe  empirischer  Q--Werte 
wird  mit  dessen  mathematischer  Erwartung  verglichen; 

3)  Unter  der  Annahme  des  GAUSs'schen  Verteilungsge- 
setzes  wird  die  faktische  Verteiliing  einer  Reihe  empirischer 
^^-Werte  mit  der  erwartungsmässigen  verglichen. 

Die  Annahme  der  GAUSs'schen  Verteilung  lässt  sich,  wie 
wir  gesehen  haben,  in  keiner  Weise  rechtfertigen :  selbst  bei 
w=oo   und    unter  der,  dazugiinstigsten,  Voraussetzung,  dass 

(p — ^^^rr)        =  O  ist,  bleibt  die  Verteilung  der  O^-Werte  aus- 

gesprochen  asymmetrisch.  Mit  wachsendem  r  verringert  sich 
allerdings  die  Asymmetrie,  und  die  Gestalt  der  Verteilungs- 
kurve  nähert  sich  einigermassen  der  GAUSs'schen  Form;  bei 
den  in  der  Regel  vorkommenden  Werten  von  r  weicht  jedoch 
die  Verteilung  merklich  von  der  GAUSs'schen  ab,  so  dass 
der  Vergleich  der  faktischen  Verteilung  mit  der  GAUSs'schen 
wenig  Sinn  hat.  Von  erheblichem  Interesse  könnte  hingegen 
der  Vergleich  mit  derjenigen  PEARSO]si'schen  asymmetrischen 
Verteilungskurve  sein,  welche  fiir  die  Momente  die  durch  (15) 
gegebenen  Werte  ergiebt.  (Cf.  unten,  Dritte  Abhandlung, 
Zweites  Kapitel,  §  III.) 

Aus  gleichen  Griinden  ist  Vorsicht  geboten  bei  der  Schät- 
zung  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  beobachtete  Abweichung 
eines  empirischen  Q^-Wertes  von  1  die  Grenzen  des  Zufälhgen 
nicht  iiberschreitet.  Legt  man  der  Schätzung  die  Annahme 
der  LAPLACE-GAUSs'schen  Verteilung  zu  Grunde,  so  werden 
die  negativen  Abweichungen,  —  namentlich  wenn  sie  grösser 
ausfallen,  —  unterschätzt,  die  positiven  hingegen  iiberschätzt. 
Bei  nicht  zu  kleinen  r-Werten  diirfte  jedoch  der  Schätzungs- 
fehler  kaum  so  erheblich  sein,  dass  die  Schätzung  als  wert- 
los  anzusehen  wäre:  in  der  Regel  wird  man  sich  wohl  an 
die  KRAMp'sche  Tafel  des  LAPLACE'schen  Integrals  halten 
diirfen  um  eine  ungefähre  Vorstellung  von  der  Grössenord- 
nung  der  betreffenden  Wahrscheinlichkeit  in  Jedem  Einzel- 
falle  zu  bilden. 
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Was  die  Grösse  des  mittleren  Feb.lers  von  Q-  anbelangt, 
von  der  man  auszugehen  hat,  so  wird  man  in  der  Praxis  im 

Falle,  wenn  (    ^"^    )       =0  ist,  unbesorgt  ^[Q=^— Ip  =  — 

annehmen  diirfen:  der  Fehler,  der  hierbei  begången  wird, 
wird  in  der  Regel  unerheblich  sein;  mit  Hilfe  der  oben  ab- 
geleitetcn  Ungleichheiten  lässt  er  sich  erforderlichenfalls  rob 
abschätzen.  Sind  die  Versuehszahlen  der  einzelnen  Serien 
einander  gleich,  so  wird  der  mittlere  Fehler  von  Q~  stets  zu 

2 
hoch  gegriffen,  wenn  man  E[Q- — 1]-=         r  setzt.    Sind  sie 

hingegen  von  einander  sehr  verschieden,  so  scheint  es  nicht 
ausgeschlossen  zu  sein,  dass  er  hierdurch  gelegentlich  unter- 
schätzt  wird. 

2 
Von    der    Beziehung    E\Q'- — 1]- =      —   wird  man  imter 

r —  1 

der  Voraussetzung,  dass  (^      -.i  =0,  in  der  Regel  auch 

bei    unmittelbaren   Vergleichen    zwischen  den  empirisch  fest- 

gestellten    Werten    des    mittleren  Fehlers  von  Q-  und  dessen 

erwartungsmässiger  Grösse  ausgehen  diirfen.    Bloss  darf  man 

hierbei    nicht    iibersehen,    dass   der   mittlere   Fehler  der  em- 

pirischen    Bestimmung    des    mittleren    Fehlers    von    Q-    sehr 

6  8 

gross  ist.    Nimmt  man  etwa  an,  dass  EQ''^'  =  1  +         ,  +  ,        ,  ^., 

r — 1       (»■ — 1)" 

12  44  48 

und  EQ^=1  -\r "  +  , ,-,0  +  ,—    ,  H,  so  erhält  man  ja: 

r—1      (r — 1)^      (r — 1)^ 

P  -•       r— 1)        [r-iy^  (r—l)^ 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  L      '  -,h   ]       =  O  ist,  lässt 

sich  also  die  iibliche  statistische  Praxis  im  wesentlichen  auf- 
rechterhalten,  —  man  soll  bloss  von  Vergleichen  der  fak- 
tischen  Verteilung  der  ^--Werte  mit  der  GAUSs'schen  ab- 
sehen.  In  den  Fallen  hingegen,  wo  die  obige  Bedingung 
niehtorfiillt  wird  (also  namentlich  im  Bereiche  des  »Gesetzes 
der  kleinen  Zahlcn»),  lässt  sich  iiber  die  Grösse  des  mittleren 
Fehlers  des  Divergenzcoeffizienten  gegenwärtig  mit  Sicherheit 
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2 

nur    behaupten,    dass    E[Q-  —  11- < ist,    wenn  die  Ver- 

r  —  1 

suchszahlen   der   einzelnen    Serien  untereinander  gleich  sind. 

o 

Die    Grösse    der    Differenz   E[Q'- — 1]- ^-      lässt  sich  vor- 

r  —  1 

läufig    nicht    abscbätzen  und  es  bleibt  sogar  fraglich,  ob  sie 

bei  wacbsendem  n  dem  Grenzwerte  O  zustrebt:  es  sieht  viel- 

mehr  so  aus,  als  ob  sie  selbst  bei  n=  co   negativ  wäre. 

Noch    weniger    weiss  man  iiber  die  Grösse  des  mittleren 

Feblers   der   Divergenzeoeffiziente,  die  im  Bereiche  des  »Ge- 

setzes  der  kleinen  Zahlen»  auf  Grundlage  von  Versuchsserien 

mit    von    einander    verschiedenen   Versuchszahlen    berechnet 

werden  :  unter  solchen  Verhältnissen  känn  der  mittlere  Fehler 


von  Q'^  sowohl  kleiner,  wie  auch  grösser,  als    1/ ~,  sein, 

und  die  Untersohiede  in  den  Versuchszahlen  brauchen, 
wie    es    scheint,    nicht   einmal   auffällig  gross  zu  sein,  damit 

E[Q"'-1Y>~~-  wird. 
r —  1 

2 
Alle    auf   die    Beziehung    E[Q~ — 1]'  =  - ;    sich    griin- 

denden  Schliisse  im  Bereiche  des  »Gesetzes  der  kleinen 
Zahlen >  miissen  mithin  bis  auf  weiteres,  als  in  der  Luft 
schwebend,  gelten.  Man  hatte  eigentlich  auf  die  Berechnung 
des  Divergenzcoeffizienten  in  diesen  Fallen  lieber  verzichten 
sollen,  bis  man  der  mathematischen  Schwierigkeiten  des  Pro- 
blems Herr  wird,  —  das  Opfer  wäre  ja  kein  schwerwiegendes, 
da  man  in  der  Berechnung  der  »wesentlichen  Komponente» 
(vgl.  die  unten  folgende  Abhandlung)  ein  zweckmässigeres  und 
inhaltreicheres  Forschungsverfahren  zur  Hand  hat,  welches 
zweifellos  dazuberufen  ist,  die  Berechnung  des  Divergenz- 
coeffizienten aus  der  statistischen  Praxis  iiberhaupt  allmäh- 
lich  zu  verdrängen. 
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Anhaiiiir- 

E(xi  —  Xj)-  =  2!t,, 

E{Xi—Xjy  =  2u^  +  6u], 

E{Xi  —  Xj)^  =  2u^  +  30u^u,  —  20ul, 

E{xi  —  Xjf  =  2««  +  56«6«2— 112,«.//3  4-  70//- , 

E{Xi  —  Xj)-{Xi  —  Xh)-  =  u^  +  3/<2, 

^{a;.— a;^)*(a;i— a-A)ä  =  .«g  +  Ö/^/'.  — 4</i  +  6//^ , 
E{xi—XjY{xi—Xh)-{Xi—Xf)'-  =  /<c  +  3<<,,»,  +  4«^ , 
E{xi  —  Xj)^{xi  —  X},)-{Xf—Xh)-  =  '^[i,ii-,  —  2n\^r'^n\, 
E{xi  —  Xj)-{Xi  —  Xh)-{xj  —  XhV  =^  6/<4«2 — 6(<3  —  6«j , 

^(Xj  —  Xjy{Xi—Xf)-{Xj  —  Xh)-  =  4/<o//2  —  8//5/<a  +  6/«^  +  16,«<,<<2  — 

—  8/<3.«2  +  6.«2, 

EiXi  —  XjYixi  —  XfY-ixf—XhY-  =  2,ne,"2  — 2/'5^'3  +  Sn^  +  22»,//^  — 

—  I2ula,  +  6ul, 

E{xi  —  XjY(xi  —  XfY{xi—XhY{xj  —  XgY  ^  2<<6<<2  — 2«5."3  +  /'i  + 

+  Su^ul  —  4/<3/t2  +  5/<J , 

E  {,Xi-XjY{xi-XfY{xi  —  XhY{xj—XfY  =  2u,u,  —  åu,u,  +  2ul  + 

+  2*«4/<;  —  4/<3//2  —  6/<* , 

^(xi  — a;j-)-(^t  — a-/-)-(x,— a;Ä)-(r/— a-^)-  =  //I  +  10//,</*  — 4/<^  »j  + 

^(Xi  — a;>)-(a:i— a:/)-(a:/  — a-A)-(xA  — a-^)-  = /<^  +  10,«,/q  — 4t<J,Hj + 

^(x,— a;y)*(a:,— a:/')2(a:,— a:/.)'(a:^  — a-,)2  =  2«e,"7  +  6/<,»^  +  8»*. 
i;(a;,— a:>)2(a:i  — x/)«(a:A  — xv)2(a:/  — a-r)*=4«,«^  +  12*/:, 
E{xi-xjY{Xi-XfY{Xj-XhY{xf-XhY  =  ^f']  +  12/^,"I  +  18//J. 

(Fortsetzung  folgt) 
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L.  v.  BoitTKiEwicz.  Die  Iterationen.  Ein  Beitrag  zur  Walirscbein- 
liclikeitstlieorie.     Verlag  von  Julius  Springer.     Berlin   1917. 

Bei  einem  Vergleich  zwisclien  den  Voraussagungen  der  Walir- 
scheinlichkeitstlicorie  und  der  Erfahrung  geht  man  in  der  Regel  von 
(lem  sog.  Bernoullisclien  Theorem  öder  einer  der  wolilbekannten  Ver- 
allgemeinerungen  desselben  aus.  Gewölinlicli  pflegt  man  dabei,  sei  es 
dass  die  Erfahrung  aus  uuter  möglicbst  »idealen»  Bedingungen  aus- 
gefuhrten  Experimenten  (mit  Karten,  Wiirfeln  o.  dergl.)  gewonnen 
öder  durcli  statistisclie  Beobacbtungen  an  den  Erscbeinungen  des 
menschlichen  Lebens  gesammelt  ist,  die  Häufigkeit,  mit  welcber  ein 
gewisses  Ereignis  auftritt,  in  einer  Anzalil  Versucbsreiben  bezw.  Popu- 
lationen  zu  bestimmen  und  dann  zu  untersucben,  ob  die  Art,  in  welcher 
sich  die  so  gewonncnen  Häufigkeitszablen  um  ihren  erwarteten  Wert 
bezw.  ibren  Mittelwert  gruppieren,  mit  dem  tbeoretischen  Schema  in 
Ubereinstimmung  steht.  Das  Prinzip  besteht  also  hier  darin,  dass  man 
die  Anzahl  Vorkommnisse  eines  gewissen  Ereignisses  in  Betracht  zielit, 
ohne  die  Reihenfolge,  in  welcher  dieses  sich  wiederholt,  zu  beriicksich- 
tigen.  Will  man  iudessen,  um  den  Vergleich  zu  vertiefen,  die  Unter- 
suchung  auch  auf  die  Reihenfolge  der  Ereignisse  erstrecken,  so  liegt 
es  nahe  zu  prufen,  wie  oft  es  geschieht,  dass  das  betrcffende  Ereignis 
sich  nacheinander  wiederliolt,  ein,  zwei,  drei  usw.  Male,  und  im  Ge- 
gensatz  hierzu,  wie  oft  es  sich  ereiguet,  dass  es  ausbleibt,  ein,  zwei, 
drei  usw.  Male  hintereinander.  Solche  Wiederholungen  einer  gewissen 
»Länge»  nennt  Boetkiewicz  Iterationen.  (Auf  Deutscb  heissen  sie  oft 
»reine  Gruppen»,  auf  Englisch  »runs».) 

Betrachtungen  iiber  Iterationen  trifft  man  schon  bei  Multatuli 
(dem  holländischen  Verfasser  E.  D.  Dekker,  1820 — 1887)  und  bei 
Pearson  (1897).  Den  Anlass,  dass  das  Problem  auf  die  Tagesordnung- 
kam,  gab  aber  in  erster  Reihe  der  wiirzburgische  Psychologieprofessor 
Kakl  Marbe.  In  einer  Arbeit  mit  dem  Titel  »Naturphilosophische 
Untersuchungen  zur  Wahrscheinlichkeitslehre»,  Leipzig  1899,  hatte 
dieser  auf  Grund  melirerer  vorzugsweise  vom  Roulett  in  Monte 
Carlo  entnommener  Beispiele  beobachten  zu  können  geglaubt,  dass 
Iterationen,  von  »rouge»  und  »noir»,  sobald  sie  eine  gewisse  Länge 
iiberstiegen,  in  Wirklichkeit  seltener  vorkommen,  als  tbeoretisch  zu 
crwarten  war.  Die  MARBEschen  Beispiele  und  seine  Erkläfung  der- 
selben  (die  ubrigens  nicht  einmal  originell  ist,  da  man  in  derselben 
den  mit  dem  Namen  D'Alembert  verknupften  in  der  Geschiclite  der 
Wahrscheinlichkeitsberechnung  so  wolilbekannten  Ståndpunkt  sehr  wohl 
erkennt)  regten  sehr  umfassende  Erörterungen  an,  in  denen  sich  sehr 
verschiedene  Ansichten  geltend  machten.  die  aber  doch  beinahe  ein- 
stimmig    auf    eine    Zuriickweisung    der    MARBESchen  Konklusionen  aus- 
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gingeu.  In  einer  späteren  Arbeit  (Die  Gleichförmigkeit  in  der  Welt, 
Miinchen  1916)  fand  diescr  aucli  Veranlassung,  seine  Formeln  nicht 
unbedeutend  zu  berichtigeu,  wiihrend  er  jedoch  betreffs  seiner,  nun 
mit  einem  teilwcise  neuen,  zum  Teil  der  Statistik  uber  das  Geschlecht 
der  geborenen  Kinder  entnommenen  Material  illustrierten  SchlUsse  in 
wesentlichen  Punkten  auf  seiner  urspriinglichen  Auffassung  verharren 
zn  kunnen  meinte. 

H.  Brins  hatte  das  Iterationsproblem  schen  einer  eingehenden 
matliematischen  Behaudluug  unterzogen,  als  Boktkiewicz  die  Frage  auf- 
nahm.  Während  die  BnuNssche  Darstellung  sich  weit  avanzierter  ma- 
thematischer  Methoden  bedient  und  sich  ausschliesslich  an  Mathema- 
tiker  von  Fach  wendet,  hat  Bortkiewrz  sich  die  Aufgabe  gestelit, 
eine  auf  die  niedere  Algebra  und  die  einfachere  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung  gestutzte  Entwicklung  der  Theorie  der  Iterationen  zu  geben. 
Und  man  muss  Boktkiewicz  dies  und  die  in  stilistischer  und  methodo- 
logischer  Beziehung  meisterhafte  Weise,  in  der  dieser  i 'lan  in  allén 
Teilen  durchgefuhrt  ist,  zu  Danke  wissen.  Uherhaupt  durfte  man  sägen 
können,  dass  die  Iterationen  durch  die  B(iRTKiEwicz"sche  Arbeit  eine 
wirklich  voUendete  Theorie  erhalten  haben,  obwohl  Ubertreibung  darin 
liegen  durfte,  wenn  er  sagt,  dass  die  BRUNs'sche  Behandlungsweise  sich 
im  Verhältnis  zu  seiner  ungefähr  wie  eine  Auflösung  der  Gleichung 
2x  —  3  =  5  mit  Hilfe  von  Determinanten  ausnimmt.  Ein  Zugeståndnis 
in  dieser  Riclitung  macht  auch  der  Yerf.,  indem  er  in  Frage  stellt, 
ob  die  BRUNs'sche  Theorie  sich  nicht  bei  der  Behandlung  verwickelterer 
Probleme    innerhalb    der   »Iteratorik»   als   zweckmässig  erweisen  känn. 

Dem  Inhalte  nach  zerfallen  »Die  Iterationen»  in  drei  in  gewisser 
Beziehung  freistehende  Abteilungen.  Die  erste  Abteilung  beschäftigt 
sich  einleitungsweise  mit  Definitionen  und  begriifsmässigen  Ermitte- 
lungen.  Auch  wird  eine  auf  diesem  Gebiete  länge  vermisste  Termino- 
logie  eingefiihrt.  Die  zweitc  Abteilung  wird  durch  eine  vorbereitende 
Darstellung  gewisser  Ilauptsätze  der  Wahrscheinlichkeitslehre  einge- 
leitct,  und  im  Anschlusse  hieran  folgt  dann  die  au  die  Wahrschein- 
lichkcitstheoric  oricntierto  Lehrc  des  Verf:s  iibcr  die  Iterationen.  Die 
ilrittc  Abteilung  endlich  ist  der  Anwendung  und  Vergleichen  mit  mat- 
thcmatischcn  und  statistischen  Zahlenreihcn  gcwidmct  und  ausserdem 
zum  grossen  Teil  mit  einer  eingehenden  kritischen  Priifung  der  ver- 
schicdenen  in  der  Literatur  zum  Vorschein  gekommenen  Anschauungcn 
angefidlt.  Kritischc  lietrachtuugon  sind  iil)ngens  ubcrall  in  den  Text 
und  in  zalilreichc  Fussiioten  eingeHochten.  An  einigen  Stellen  ist  diese 
Kritik  dazu  recht  temi)crainentvoll  und  oft  in  das  (iewand  beissendcn 
Sarkasmus  geklcidet.  Obschon  Yerf.  fiir  seine  Ansichten  selbst  die 
Verantwortung  zu  trägen  hat,  känn  Kezensent  indessen  nicht  finden, 
dass  die  Grenzen  einer  objektiven  Kritik  irgendwo  tiberschritten  wor- 
den  sind.  Um  der  Darstellung  selbst  willen  wäre  es  jedoch  wiinschens- 
wert  gewesen,  wenn  verschiedene  Anmerkungen  gegen  reine  Kleinig- 
keiten  ausgeschlossen  worden  wären. 

Die  in  der  ersten  Abteilung  des  Buches  gemachten  systematisie- 
rendon    Aufteilungen    und    theoretischen    Distinktionen    verdienen    die 
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grösste  Aufmerksamkeit.  Sie  schliessen  sich  iunig  an  die  fruheren, 
um  die  theoretische  und  mathematische  Statistik  äusserst  verdienstvol- 
len  Arbeiten  des  Verfassers  an.  Verf.  beginnt  seine  Darstellung  mit 
einer  allgemeinen  Definition  des  Begriffes  Statistik.  »Fasst  man»  — 
sagt  er  — »  beliebige  Erscheinungen,  die  un  ter  einen  gemeinsamen  Be- 
griff  fallen  .  .  .  gedanklich  zusamnien,  so  kommt  ein  Ganzes  zustande, 
das  man  als  eine  empiriscJie  Vielheit  bezeichnen  känn.  Dadurch  dass 
man  die  Elemente  (Einzelfälle),  aus  denen  sich  eine  empirische  Viel- 
heit zusammensetzt,  als  solche  der  Beobachtung  unterwirft  und  die  so 
gewonnenen  Beobachtungsresultate  summiert,  macht  man  die  betretfende 
empirische  Vielheit  zum  Gegenstand  der  Statistik. y>  Die  Statistik  wird 
also  liier  als  eine  immer  mit  einer  konkreten  Massenbeobachtung  ver- 
bundene  Summierung  empirischer  Daten  aufgefasst. 

In  gewissem  Sinne  unterschieden  von  der  Statistik  selbst  känn 
nian  die  allgemeine  Zusammenfassung  des  betreffs  der  empirischen 
Vielheit  jeweils  begrifflich  Gegebenen  betrachten.  Diese  Zusammen- 
fassung wird  vom  Verf.  »Sylleptik»  genannt.  Es  handelt  sich  also 
hier  um  die  Vorhcreitimg  zu  einer  statistischen  Summierung,  die  not- 
wendig  ist,  wenn  diese  nichf  bloss  »Selbstzweck»  werden,  sondern  den 
Charakter  einer  ihrer  vvissenschaftlichen  Aufgabe  bewussten  Forschung 
erhalten  soll.  Um  einige  gerade  in  diesem  Zusammenliang  treffende 
Ausdriicke  von  Prof.  Fahlbeck  (aus  einem  Briefe  an  den  Rezensenten) 
anzuwenden,  diirfte  man  sägen  können,  dass  die  Sylleptik  die  »Begriffs- 
analyse  ohne  Ziffern»  ist,  durch  die  man  sich  dafiir  bestimmt,  »wo 
und  wie  die  zahlenmässige  Behandlung  einzusetzen  ist,  um  eine  klare 
Einsicht  in  die  behandelte  Saehe  zu  erhalten». 

Der  Sylleptik  nebengeordnet  und  in  gleicher  Weise  von  Bedeutung 
fiir  die  statistische  Wissenschaft  ist  die  vom  Verf.  mit  dem  Namen 
»Stochastik»  —  ein  schon  von  Jacob  BeruouUi  angewendeter  Aus- 
druck  —  bezeichnete,  an  die  Wahrscheinlichkeitstheorie  orientierte 
Lehre  von  den  rein  numerischen  Eigenschaften  der  statistischen  Mass- 
zahlen.  »Die  Stochastik  ist  nicht  sowohl  Wahrscheinlichkeitstheorie 
schlechthin,  als  vielmehr  Wahrscheinliehkeitstheorie  in  ihrer  Anwen- 
dung,  sei  es  auf  empirische  Vielheiten  iiberhaupt,  sei  es  auf  empirische 
Vielheiten  einer  bestimmten  Art.»  Mit  Stochastik  meint  man  also  die 
Theorie  der  mathematischen  Statistik  zum  Unterschied  von  ihrer  Me- 
thodenlehre.  Von  Interesse  känn  es  sein,  hier  folgenden  Ausspruch 
anzufiihren,  dem  wir  uns  voll  und  ganz  anschliessen,  »dass  erst  die 
Durchdringung  der  Statistik  mit  der  stochastischen  Auftassungsweise 
ihr  nicht  nur  einen  höheren  theoretischen  Wert,  sondern  auch  eine 
grössere  praktische  Bedeutung  verleiht». 

Eine  endliche  Auzahl,  N.  Elemente,  die  mit  den  Nummern 
1,  2,  3  ...  iV  versehen  sind,  sei  gegeben.  Eine  Anzahl  beliebig  die- 
sem »Vorrat»  entnommener  Elemente,  jedes  durch  seine  Nummer  ge- 
kennzeichnet,  nennt  Verf.  eine  »Masse».  Zu  dem  Begriff  Masse  gehört 
indessen  nicht,  dass  alle  die  darin  enthaltenen  Elemente  verschieden 
sind;  ein  und  dasselbe  Element  känn  vielmehr  mehrmals  in  derselben 
Masse  enthalten  sein.  Besteht  eine  Masse  aus  lauter  verschiedenen 
Elementen  (verschiedenen  Nummern),  heisst  sie  eine  »Gruppe», 
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IJei  seiiier  weitereii  Beliaudlung  bedient  sich  der  Verf.  der,  wie 
man  es  ncnnen  köniite,  ziiklischcn  lk'traclitungs\\eise.  Uuser  Vorrat 
au  iV  iu  Nuiiuiierfolge  geordneteu  Kloiiieuten  wird  näiiilicli  uicht  als 
oinc  Ileilie  mit  freiliegeiiden  Eiideii,  sonderii  als  aut"  eiuo  Kreisperi- 
plierie  eiugefuhrt  gedacht,  so  dass  das  Element  Nr.  N  und  das  Ele- 
ment Nr.  1  nebeneinander  kommen.  Jedes  Element  des  Vorratcs  ist 
somit  von  zwei  »Nachbarelementen»,  cinem  »vorgeordneten»  und  einem 
>nachgeordueten»  unifreben.  Mostelit  eine  »Gruppe»  aus  n  Elementen  in 
ununterbrochener  Keiiienfolgc,  so  lieisst  sie  eine  »Se<|uenz»  der  Länge  u. 

Sind  die  Elemente,  ausser  durch  ilire  Nummer,  durcli  zwei  öder 
melirero  alternativc  Eigenscliaften  tliarakterisiert  (wenn  wir  uns  auf  zwei 
Eigenscbaften  bescliränkon,  können  wir  sie  A  und  Ji  nennen),  so  kommt 
man  zu  dom  Itcrationsbegriffu.  Die  »^-Elemente»  und  »JB-Elemente» 
können  nlmlich  in  einer  gegebenen  Sequeuz  entweder  einander  unauf- 
hörlich  »ablösen»,  öder  es  kommen  dort  läugere  öder  kiirzere  Folgen 
von  einzig  ^l-Elemcnten  öder  einzig  7?-Elementen  vor.  Diese  Folgen 
sind  natiirlicli  selbst  Sequenzen,  d.  b.  sie  besteben  aus  einer  lautenden 
E'olge  von  Nummeru.  Eine  Iteration  ist  somit  eine  <ius  hmter  A-Ele- 
menten öder  laulcr  B- Elementen  hcstchende  Scqucnz.  Verf.  unter- 
scbeidet  bier  aucb  zwisdien  verscbiedenen  Arten  von  Iterationen.  Die 
wicbtigsten  sind  die  »vollständigen»  Iterationen  und  die  »unvollstän- 
digen»  Iterationen.  Bestebt  eine  Iteration  aus  den  Elementen  Nr. 
a,a-f  \ ,  a  +  2  .  .  .  a  +  n  —  1  (sie  beisst  dann  eine  Iteration  der 
Länge  n)  und  sind  im  Gesamtvorrat  die  Elemente  a  —  1  und  a  -|-  n 
beide  anderer  Art  als  die  in  der  Iteration  entbaltenen,  so  ist  diese 
>  vollständig».  Ist  dagegen  eines  die.^er  Elemente  odcr  beide  von  der- 
selben  Art  wie  die  Elemente  der  Iteration,  so  ist  diese  »nnvoUständig». 
Fiir  den  Hegriff  vollständige  Iteration  ist  es  also  von  Bedeutung,  dass 
man  alle  Elemente,  die  in  einer  Iteration  von  gleicber  Art  sind,  mit- 
nimmt,  wäbrend  eine  unvollständige  Iteration  stets  nur  ein  Teil  einer 
vollständigen  ist.  Die  vollständigen  Iterationen  werden  aucb  au  go- 
wissen  Stellen  in  der  Litcratur  zum  Unterscbied  von  »iibcrgreifendcn 
Gruppen»,  womit  unvollständige  Iterationen  gemeint  sind,  »reine  Grup- 
pen genannt.  Ein  in  den  Bemcrkungen  z.  B.  gegen  ]\Iarbes  erste 
Arbeit  vorberrscbendes  Tbema  war,  dass  er  seine  IJetraebtung,  anstått 
auf  die  vollständigen  Iterationen,  auf  die  unvollständigen  Iterationen 
eingericbtet  batte. 

Das  cigentlicbe  Iterationsproblem  enstebt,  wenn  man  sicb  denkt, 
dass  der  Zufall  f(ir  jedes  bcsondere  Element  entscboidet.  ob  es  zu  der 
Art  A  öder  zu  der  Art  B  gebört.  Dem  Iterationsproblem  iu  soiner 
(ilhjcmeinsten  Form  känn  die  folgendc  Fassung  gegeben  werden: 
Es  ist  ein  Vorrat  von  X  Elementen  dcraitig  gobildet,  dass  filr  jedes 
Element  fur  sicb  die  Walirscbeinlicbkeit,  dass  es  die  Eigonscbaft  A 
bat,  p  ist  und  dafur,  dass  es  die  Eigenscbaft  B  bat,  7  [q  —  \  —  p) 
ist;  wie  gross  ist  die  Wabrscbeinlicbkeif,  dass  sicb  darin  eine  im  vor- 
aus  angegebene  Anzalil  x  und  nicbt  mebrere  Iterationen  der  Länge  ;i 
linden?  Wenn,  um  ein  Boispiel  zu  geben,  ein  Geldstilck  lOU  mal 
geworfen    wird,    mit    webber    Wabrscbeinlicbkeit  kaiin  man  erwarten, 
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dass  iu  gerade  x  uud  niclit  in  mehr  Fallen  »Kopf»  auf  »Kopf»  und 
»Schrift»  auf  »Schrift»  n  mal  nacheinander  folgen?  OfFenbar  hat  das 
Problem  verscliiedene  Lösungen,  je  nachdem  es  sich  um  voUständige 
öder  unvollständige  Iterationen  handelt. 

In  dieser  allgemeinen  Form  wird  das  Problem  indessen  von 
BoRTKiEvvicz  nicht  aufgestellt,  und  ich  glaube  aucli  nicht,  dass  es  jemals 
behandelt  worden  ist,  sondern  folgendes  spezielles  Problem  wird  von  ihm 
zu  beantworten  gesuclit:  Wenn  ein  Vorrat  von  N  Elementen  auf  die 
obenangegebene  Weise  gebildet  wird,  wie  vielmal  känn  man  envarten, 
dass  Iterationen  der  Länge  n  vorkommen;  und  von  welcher  Grössen- 
orduung  sind  die  Abweichungen  zwischen  der  beobacliteten  Anzahl  und 
der  erwarteten  Anzahl,  die  in  der  Regel  zu  befiirchten  sind?  An  Stellc 
der  Felilerfunktion  selbst  werden  somit  zwei  quantitative  Eigenschaften 
desselben,'d.  h.  der  Burclischnitt  und  das  Verbreitungsmass,  gesucht. 
Unter  der  erwarteten  Anzahl  versteht  Boktkiewioz  nämlich  immer  den 
Mittelwcrt  in  der  theoretischer  Fehlerfunktion  (er  wendet  hierfilr  den 
Nameu  »die  mathematische  Erwartung»  an),  und  die  Grösse  der  beob- 
achteten  Abweiclmngen  wird  auf  Grund  des  s.  g.  mittleren  Fehlers  (=  die 
mittelquadratische  Abweichung  in  der  theoretischen  Fehlerfunktion) 
beurteilt.  Ist  also  die  in  dem  »allgemeinen»  Problem  gesuchte  Wahr- 
scheinliehkeit  fur  x  Iterationen  der  Länge  n  mit  Wn{x)  bezeichnet, 
so  ist  die  mathematische  Erwartung  von  x 

En  (ic)  =  2  iC  Wn  {x) 

und  der  mittlere  Fehler  in  x 

Mn{x)  =  V¥{x^^n{x)y  Wn{x). 

Das  Bemerkenswerte  ist  hier,  dass  es  Bortkiewicz  gelingt,  En(x) 
und  Mriix)  zu  bestimmeu,  oJuie  erst  die  Fehlerfunktion  llnC^)  abzu- 
leiten  öder  iiberhaupt  zu  erwähuen. 

An ,  und  tur  sich  ist  der  >  erwartete  Wert»  ein  recht  vieldeutiger 
Begrilf.  Man  kanu  nämlich  darunter  je  nach  den  Umständen  ausser 
dem  Mittelwert  (der  mathematischen  Erwartung)  sowohl  den  wahr- 
bcheinlichsten  Wert  (die  »Mode»  der  Fehlerfunktion)  als  auch  den 
tvahrscJieinlichen  Wert  (die  »Mediane»  der  F^lerfunktion)  verstehen. 
Da  Bortkiewicz  konsequent  den  erwarteten  Wert  mit  dem  theoretischen 
Mittelwert  identifiziert,  so  liegt  die  Bedeutung  und  der  Yorteil  dieser 
Betrachtungsweise  wesentlich  gerade  darin,  dass  dasselbe,  so  aufgefasst, 
bestimmt  werden  känn,  ohne  dass  die  Fehlerfunktion  bekannt  zu  sein 
braucht.  Diesen  Vorteil  hat  man  nicJd,  wenn  es  gilt,  den  wahrschein- 
lichsten  Wert  öder  den  wahrscheinlichen  Wert  zu  bestimraen.  Auf 
ähnliche  Weise  verhält  es  sich  mit  dem  Verbreitungsmass.  Abwei- 
chungen von  dem  wahrscheinliclisten  Werte  und  dem  wahrscheinlichen 
Werte  lassen  sich  quantitativ  nicht  beurteilen,  ohne  dass  man  noch 
einmal  auf  die  Fehlerfunktion  selbst  zuriickgreift.  Etwas  anderes  ist 
es  indessen,  ob  die  mittelquadratische  Abweichung  vom  Mittelwert 
immer    eine    adäquate    Bedeutung  als  Verbreitungsmass  hat,  wenn  die 
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Felilerfunktion  uicht  gleiclizeitig  beachtet  wird.  Es  ist  ja  (ibrigeiis 
natiirlicli,  dass  der  Vorteil  der  vereinfachten  rroblenistellung  aut  ir- 
gendeine  W^ise  auf  Kosten  der  Allgemeingiiltigkeit  des  Resultates  er- 
kauft  werden  niuss. 

In  dem  dritten  angcwandten  Teil  des  Kuches  priitt  Verf.  seiue 
Formeln  u.  a.  auf  das  Vorkommen  von  Iterationen  in  dem  Geschlechte 
der  geborenen  Kinder,  wobei  die  Wahrscheinlichkeiten  p  und  q  erst 
aus  den  cnipirischen  Daten  bestimmt  werdon.  Die  Kcibenfolge 
zwisciien  den  Kindern  wird  bierbei  nacli  der  Keibe,  in  welcher  sic  in 
die  Standesamtsregistcr  eingetragen  sind,  lestgestellt.  Eine  in  allem 
wesentlifben  befriedigcnde  (ibereinstimmung  zwiscben  Theorie  und  Er- 
falirnng  wird  nachgewiesen. 

In  den  kritisclien  Betraclitungen  zu  ■NIarbes  Arbeiten  und  den 
iiierdurch  bervorgerufenen  Forscbungen  iiber  Iterationen  kommt  Verf. 
zu  dem  in  gewisser  Beziebung  ilberrasclienden  Kesultate.  dass  Marbes, 
zwar  auf  statistiscbe  Roiben  iiber  das  Gescblecbt  der  geborenen  Kinder 
und  auf  Spielresultate  fussende,  alter  sonst  wider  alle  gesunde  Ver- 
nunft  streitende  Auflfassung  sicb  nicbt,  wie  von  viclen  geltend  geniaclit 
wnrden  ist,  auf  die  Anwendung  falscber  Formeln  grUndet.  Marbes 
Formeln  seien  zwar  nicbt  einwandtVei,  sie  könnten  aber  docli  als  ap- 
proximativc  Formeln  angeseben  werden,  dio  in  dem  vorliegenden  Falle 
v^  und  q  beinabe  gleicbgross)  einen  geniigend  genauen  Näberungswert 
geben.  »Ilim»  —  sagt  Bortkif.wicz  —  »der  in  seincn  Konstruktionen 
den  'Zufair  .  .  .  nicbt  geltcn  lasson  will,  ist  der  Zufall  gnädig  gewe- 
sen.»  Wcnn  Bortkiewhz  indessen,  wie  er  selbst  sagt,  Marbe  weniger 
»gnådig>  ist  und,  so  wcit  wir  seben  können.  desscn  ganzes  Lebrge- 
bäude  in  Stiicke  zerstrilmmert,  so  berubt  dies  auf  einer  von  Marbes  ganz 
abweicbender  Auttassung  uber  die  richtige  Deutung  der  bebaupteten 
Uniibereinstimmungen.  Erstens  ist  die  Korrespondenz  zwischen  Theorie 
und  Erfabrung  nicbt  so  scblecht,  wie  Marbe  geltend  macben  will, 
und  es  ist  etwas  däran,  dass  Marbe  sicb  einer  in  gewisser  Be- 
ziebung tcndentiösen  Deutung  seiner  Zahlen  scbuldig  gemacbt  hat. 
Zweitins  können  die  Uniibereinstimnuingen,  wo  solcbe  wirklicb  vorbandon 
sind,  der,  objektiv  geseben,  weniger  befriedigenden  Bescbaftenbeit  des 
Mateiials  zugescbrioben  werden.  Vor  allem  gilt  dies  fiir  die  vom 
Koulettspiel  entnommenen  Zablen,  die  ziemlicb  triiben  Quellen  entstam- 
men,  Aber  aucb  betrof^s  der  Reilienfolge  zwiscben  den  in  die  Standes- 
amtsregistcr eingetragencn  Geburten  ist  es  nicbt  ausgcscblossen,  dass  mit 
einer  gewissen  Anordnung  nach  Gescblecbtcrn  unter  den  wäbrend  des- 
sclben  Tages  eingetragencn  Geburten  zu  recbnen  scin  känn.  In  Bokt- 
kiewicz'  eigencm,  sorgfälti^er  gcwäbltcm  Bcispiel  ist  die  rbercinstini- 
mung  untadclbaft. 

Ausscr  den  von  Burtkiewicz  gegon  JMakhe  gcricbtctcn  Beniorkun- 
gen  scbeint  sicb  nocb  eine  zu  linden,  die  von  wenigstens  prinzipieller 
Bedeutung  ist.  So  weit  wir  finden  können,  streitet  namlicb  das  Ver- 
billtnis,  dass  lilngere  Iterationen  ilircr  Anzabl  nacb  ctwas  binter  der 
mafiicniatisclicn  Erwartung  zurilckbleiben,  an  und  fiir  sicb  nicbt  gegen 
die    VVabrscbeinliclikeitstbeorie.     Dass    die  Abwcicbungen  in  dem  vor- 
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liegenden  Falle  so  gross  siiid,  dass  man  eine  besondere  Erklärung 
hierftir  zu  suclien  gezwungen  ist  (und  da  die  von  Bortkiewicz  gegebene), 
ist  eine  Saclie,  allein  Marbe  selbst  zeigt  eine  Neigung,  ein  grösseres 
Gewicht  auf  die  Zeichen  der  Abweicliungen,  als  auf  ihre  Grösse  zu 
legen.  Seine  Auffassung  griindet  sicli  grossenteils  darauf,  dass  negative 
Abweicliungen  von  der  mathematischen  Envartung  bei  Iterationen 
von  bedeutenderer  Länge  doniinieren.  Unserer  Auffassung  nach  sind 
indessen  gerade  bei  Iterationen  von  grösserer  Länge  negative  Abwei- 
cliungen wahrschelnliclier  als  positive.  Die  inathematische  Erwartung 
ist  nämlicli  nicbt  so  definiert,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  lur  eine 
Abweichung  nach  oben  ebenso  gross  ist,  wie  fiir  eine  Abweichung  nach 
unten. 

Nennen  wir  die  Wahrscheinlichkeit,  in  einer  gegebenen  Versuchs- 
reilie  von  N  Versuchen  Vn  Iterationen  der  Länge  n  zu  finden,  Wnivn), 
so  erfiillt  die  inathematische  Erwartung  die  Bedingung 

E{vn)  =  1 .  Wn{\)  +  2  TF„(2)  +  3  TF„(3^  +  •  ■• 
eder,  was  auf  eins  herauskommt 

(L)      {E{Vn)  —  Q)  Wn{0)  +  {E[Vn)-\)  TT'n(l)  +  {E^Vn)-^)  Wn{2)  + 

+  •  •  •  +  (E(y„)  —  e)  Wn (e)  =  (e  +  1  —E{vn)  Wn (e  +  1)  + 
+  (e  +  2  —  E{vn))  W„ (e  +  2)  +  ■  •  •   usw. 

wo  e  die  nächst  unter  E{vn)  liegende  ganze  Zahl  ist. 

Sehen  wir  von  dem  seltenen  Sönderfall  ab,  dass  E{vn)  eine  ganze 
Zahl    ist,    so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  fur  eine  negative  Abweichung 

(Vn<E(Vn)) 

Wn  (-)=Wn  (0)  +    Wn  (l)  +    >F„  (2)  +  •  •  •  +    TF„  (c), 

und  die  Wahrscheinlichkeit  fiir  eine  positive 

W„(  +  )  =  Wnie  +  1)+  Wn{e  +  2)  +  Wn{e  +  3)  +  •  •  •   usw. 

Aus  der  Gleichung  (l)  folgt  naturlich  nicht,  dass  TF„( — )=  Wni  +  )- 
Mit    wachsendem    ii    wird  E(vn)  immer  kleiner.     Betrachten  wir 
vorläufig    nur    solche    ii    Werte,    dass    7'J(y„)<0.5,    so    bekommt  die 
Gleichung  (1)  folgendes  Aussehen 

EiVn)  .  Wn  (0)  =  (1  —  E(Vn})  Wn  (l  )  +  (2  —  E  (Vn))  Wn  (2)  +     USW. 

Ebenso  haben  wir 

Wn{—)=   Wn{0)    und     IFn(  +  )=  Wn  (D  +    Wn{2)  +     USW. 

Nach  dem  sog.  ersten  Mittelwertsatz  folgt  nun,  dass 

E(Vn)Wn(-)-=l-nWn(  +  ), 

wo  /."„  die  Bedingung 

kn>l  —  E  (%)  erfullt. 
Da  indessen,  laut  Voraussetzung,  E(v„)  <  0.5,  so  folgt  hieraus,  dass 
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iFn -)>  ir„(  +  ). 

Fur  den  Fal!,  dass  E{vn)  >  0.')  känn  diesc  Ungleicluing  niclit 
l)0\viesen  worden,  wenn  nian  nicht  die  Form  der  Funktion  TT'„  (>„) 
kennt.  Wie  vorher  nachgewiesen  ist.  gibt  Boktkiewrz'  Buch  keine 
Ajifklärung  uber  diese  Funktion.  Es  lässt  sich  indessen  mit  ziemlicher 
Siclierheit  annehmen,  dass  Vn  fiir  grössere  Werte  von  n  dem  von 
BoRTKJEWicz  an  anderen  Stellen  aufgestellten  sog.  Gesetz  der  kleinen 
Zahlcn  unterworfen  ist.  Auf  Seite  84  in  »Die  Iterationen»  ist  näm- 
lich  gezeigt,  dass  der  Mittelfcliler  -l/(t„)  =  1/A'((„;,  welclies  gerade 
eine  wichtige  Eigenschaft  in  dem  Gesetze  der  kleinen  Zahlen  ist. 
Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man  nun ' 

\Vn 

Infolgedesseu  lässt  sich  folgeude  kleine  Tabelle  aufstellen: 


^(r,j^  4,5         3,5         2.5  1,5         0,5         0,4         0,3         0.2         0,1      1 

Wn\—)     .    .      0.532     0,537     0,544     0,558     0,G06  ,   0,670     0,741     0,819     0,905  1 
Wn{  +  )     .    .      0,468  1   0,463,   0,456  J   0,442,  0,394     0,330  j  0,259     0,181  |  0,095  i 

Es  folgt  also  (fiir  so  grosse  w,  dass  E(v„)  eine  ziemlich  kleine 
Zahl  ist).  dass 

Es  känn  somit  nicht  iiberraschen,  weun  die  Anzahl  Iterationen 
der  Länge  n  in  der  Regel  etwas  unter  der  mathem atischen  Erwartuug 
ist.  Diese  Zahlen  sind  allerdings  nicht  unabhänpig  voneinander.  da 
sie  an  die  Bedingung 

S  »  .  In  =  AT 
n=l 

gebunden  sind.     Da  gleichzeitig  auch 

n-l 

SO  mässen  negative  Abweichungen  von  E{r„)  irgcndwo  durch  positive 
aufgewogen  werden.  Dieses  hindert  indessen  niclit,  dass  fiir  grosse 
Werte  von  n  die  Minuszeichen  dominieren  könncn,  da  dort  eine  posi- 
tive Abweichung  genug  ist,  um  mchrerc  negative  aufzuwägen. 

Ob  das  oben  dargelegte  A>rhältnis  von  irgendwolcher  praktischer 
Bedcutung  fiir  die  Beurtcilung  der  ^IarpescIiom  Zjililon  ist.  wollcn  wir 
dahingestellt  sein  lasson.  Eine  prinzipielle  Bodcntnng  lässt  sich  un- 
serer  Bemerkuiig  jcdenfalls  nicht  absprechen. 

*  In  Wirklichkeit  hat  B.  diese  Formel  in  einem  älinlichen  Falie  selbst 
angewendet,  siohe  Fii.ssnote  S    185. 

.S.  J).    Wicl-sell 
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^  1.    Einleitung.    Der  Begriflf  der  statistischen  Variablen. 

Die  mathematische  Statistik  ist,  nach  der  Meinung  des 
Verfassers,  die  Wissenscliaft  gewisser  Schemata,  welche  ge- 
schaffen  werden,  um  den  Phänomenen  zu  entsprecben,  die 
die  praktische  Statistik  behandelt. 

Nach  Muster  der  klassischen  Wahrscheinliebkeitsrecbnung, 
—  von  der  nach  dieser  Auffassung  die  mathematische  Statistik 
nur  ein  Teil  ist  —  hat  diese  zierabcb  junge  Wissensohaft  sich 
auf  die  Schemata  speziaHsiert,  welche  als  Gliicksspiele  bezeich- 
net  weiden.     In  ihrer  einfachsten  Form  sind  diese  Schemata 

1  —  18IG8.     Skandinavisk  Aktuarietidskrift.    1919. 


sog.  Urnenschemata.  Das  wichtigste  von  ihnen  ist  das  Ber- 
NOULLi'sche  Urnenscheraa.  Von  diesem  Schema  wird  bekannt- 
lich  die  »Fehlcrfunktion»  hcrgeleitet. 

Die  betreffenden  Schemata  leiden  sämtlich  an  einem  we- 
sentlichen  Fehler:  sie  sind  zu  allgemein,  zu  abstrakt.  Wenn 
es  uns  gelungen  ist,  einen  deutlichen  Parallelismus  zwischen  zwei 
solchen  Erscheinungen  aufzinveisen,  wie  z.  B.  die  Anzahl  weis- 
ser  Kugeln  einer  gewissen  Ziehung  einerseits,  und  andererseits 
die  Anzahl  Pflanzen  von  einer  bestimmten  Eigenschaft,  so 
scheint  damit  fiir  das  wirkliche  Verstehen  der  Erscheinung 
nicht  viel  gewonnen  zn  sein.  Es  zeigt  sich  auch,  dass  die  vom 
Statistiker  gezogenen  Schliisse  oft  ziemlich  unbestimmt  und 
interesselos  sind.  In  einem  Fall  haben  jedoch  seine  Resultate 
beim  ersten  Blick  den  Anschein,  sehr  wertvoll  zu  sein,  nämlich 
wenn  es  sich  darum  handelt,  den  Zusammenhang  der  Erschei- 
nungen zu  entdecken.  Wir  werden  im  folgenden  die  betreffende 
Methode  —  die  Korrelationstiieorie  —  etwas  näher  unter- 
suchen.  Zuerst  nur  noch  einige  Worte  iiber  die  iibrigen  Teile 
der  mathematischen  Statistik. 

Der  Begriff  einer  statistischen  Veränderlichen  wird  fol- 
gendermassen  bestimmt.     Es  sei 

p{x) 

eine  positive  Funktion  von  der  Eigenschaft,  dass 

+  00 


I  p{x)dx 


existiert  und  =  1  ist.  Ich  sage,  dass  i'  eine  statistische 
Veränderliche  mit  der  Verteilungsf  tinktion  p  (x)  ist,  wenn 
die  Wahrscheinliclikeit,  dass  i;  ins  Intervall  ai<x<ai  fällt, 
durch  das  Integral 


p{x)dx 


ausgedriickt  wird. 


Es  sei  beraerkt,  dass  dieser  Funktionsbegriff  als  eine 
direkte  Verallgemeinerung  des  Begriffs  der  reellen  Verän- 
derlichen  angesehen  werden  känn.  Man  sagt,  dass  §  in 
einer  gewissen  Punktmenge  der  a;-Achse  variiert,  vvenn  es  alle 
Werte  dieser  Menge  annebmen  känn.  Was  bier  zukommt, 
ist  fiir  jeden  Punkt  x  der  Menge  eine  Zabl  pix).  Wenn  p{x) 
ausser  der  Menge  =  O  und  in  der  Menge  konstant  und  folgboh 

~  mE 

ist,  wo  m.E  das  Mäss  der  Menge  bezeicbnet,  so  bat  man  eine 
Bildung,  die  mit  der  sogenannten  cbarakteristiscben  Funktion 
der  Menge  verwandt  ist. 

Das  Studium  der  Verteilungsfunktionen  spielt  in  der 
matbematischen  Statistik  eine  wesentlicbe  Rolle.  Eine 
Eigentiimlicbkeit,  die  von  grossera  Interesse  ist,  in  der  mo- 
demen Literatur  aber  durcb  unwesentlicbere  Dinge  beseitigt 
worden  ist,  ist  das  reicblicbe  Vorkommen  in  der  Natur  der 
speziellen  Verteilungsfunktion,  die  wir  schon  oben  erwäbnt 
haben,  nämlich 

v  It 

Nun  kommt  es  aber  oft  vor,  dass  man  eine  Abweichung 
von  dieser  Form  beobachtet.  Eine  bedeutende  Arbeit  ist  von 
vielen  Forschern  darauf  verwandt  worden,  analytische  Ent- 
wicklungen  solcber  anormalen  Funktionen  aufzustellen.  Man 
hat  zweifellos  diesem  Problem  eine  Bedeutung  zuerteilt,  die  ibm 
nicht  zukommt.  Gelehrte  Streite  sind  dariiber  gefiihrt  wor- 
den, ob  die  eine  öder  die  andere  Entwicklung  vorzuziehen 
wäre.  Wir  haben  in  diesem  Zusammenhange  keinen  Grund, 
näher  hierauf  einzugehen. 

Wir  wollen  aber  noch  einmal  den  Wert  davon  betonen, 
dass  konkretere  Schemata  aufgestellt  werden  als  die  klas- 
sischen  Urnenschemata,  welche  jetzt  das  Fundament  der  Theo- 
rie  bilden.  Die  mathematische  Statistik  sollte  sich  den  Ge- 
bieten  der  Mathematik  nähern,  welche  den  Namen  mathe- 
matische   Physik     fiihren.      Die    Potentialtheorie    ist    nichts 


änders  als  oiii  abstrakt.es  Schema  der  Mathcmatik,  nach  dem 
gewissc  Naturerscheinungcn,  Gravitation  und  elektrisclie  Phä- 
nomene,  mit  grosser  Annäherung  vor  sich  gehen.  Aber  dieses 
Scliema  hat  festo  Wurzehi  in  der  Wirkhchkeit,  sehmiegt  sich 
der  Naturerscheinung  nach,  und  ist  darum  wertvoll.  Auf 
diesel  be  Weise  sollten  konkrete  Schemata  in  allén  Wissen- 
scbaften  aiisgearbeitet  werdcn,  wo  die  mathematische  Stati- 
stik Verwendung  findet:  in  der  Astronomie,  der  Botanik,  der 
Erblichkeitslehre,  der  Bevölkerungskunde  iisw.  Der  Verfas- 
ser  dieses  Aufsatzes  hat  in  einer  friiheren  Arbeit^  ein  Schema 
gegeben,  das  in  dieser  Hinsicht  vielleicht  fiir  die  biologischen 
Wissenschaften  niitzlich  werden  känn. 


5}  2.     Die  statistische  Funktion. 

Wir  haben  oben  den  Begriff  der  statistischen  Veränder- 
lichen  definiert.  Wenn  7)(.r)  die  Verteiliingsfunktion  der  Ver- 
änderlichen  £  bezeichnet,  so  ist 


ip{x)dx 


die  Wahrscheinlichkeit  dafiir,  dass  i'  ins  Intervall  ai<x<a.. 
fällt.  Es  sei  nun  ?^  eine  neue  statistische  Variable  mit  der 
Verteilungsfunktion  q(y).  F  {x^y)  sei  eine  positive  Funktion, 
fiir  welche 


+  <X    +00 

F{x,ii)dxdy 


+  <x  +c 

fp 


existiert  und  =-  1  ist.  Die  Funktion  F{x,y)  wird  als  Kor- 
relationsfunktion der  Veränderlichen  i'  und  »^  bezeichnet, 
wenn  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  gleichzeitig  i'  ins  Inter- 
vall o,  <  X  <  a.,  ij  ins  Intervall  6,  <  y  <  b.  fällt,  durch  das  In- 
tegral 

'    Kin  erblic'likei(s(ho<.)roti.sihea  CIn'nz|ir<)l)loiii.     Svenska   Aktuarieförc- 
ningens  'I'i(l«krift.     S.  102  ff.     Ifll7. 


i   I  F{x,y)dxdy 

bl  ai 

ausgedriickt    wird.     Wenn   die  Funktion  F(x,y)  bekannt  ist, 
kcnnen  p(x)  und  g{y)  berechnet  werden.     Man  hat 

+  00 
p{x)^  iFix,y)dy, 


+  CO 


qiy)    -  iF{x,f/)dx. 


Betrachten  wir  nämlich  das  Integral 


4-00  a-) 

I    i  F{x,y)dxdy, 


so  finden  wir  nach  der  Definition,  dass  es  die  Wahrschein- 
lichkeit  dafiir  bedeutet,  dass  i'  zwischen  »j  und  a^,  rj  irgendwo 
ins   unendliche  Intervall  —  00  ••  •  +  00  fällt,  und  somit  gleich 


ip{x)dx 


ist.  Die  Integralzeichen  des  Doppelintegrals  diirfen  umge- 
tauscht  werden. 

Wir  fiihren  jetzt  zwei  neue  Funktionen  ein, 

a{x,y)  und  ii{y,x), 

die  wir  die  generierenden  Funktionen  von  t]  mit  Bezie- 
hung  auf  ^  und  von  i;'  mit  Beziehung  auf  r]  nennen.  Diese 
Funktionen  werden  durch  folgende  Gleicliungen  definiert: 

F{x,y)~-p (x)  a (x, y)  -  q {y)  fi {y, x) . 
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Man  hat 


ia{x,i/)dy 


=  1, 


j(i{y,x)dx  = 


Wir  vverden  bei  diesen  Voraussetzungen  auch  sägen,  dass 
»/  eine  statistische  Funktion  von  ^  ist,  bestiramt  durch 
die  generierende  Funktion  a{x,y),  und  vice  versa. 

Um  diesen  Funktionsbegriff  näher  zu  untersuchen,  wol- 
len  wir  die  folgende  Konstruktion  machen. 

Wir  wählen  auf  den  x-  und  ?/-Achsen  zwei  grosse  Inter- 
vallf  und  teilen  sie  in  kleinere  Intervalle 

di,d,.d^  .  .  .dl, 
bzw. 

In  jedem  Intervall  d),  wird  eine  Zahl  X).  gewählt,  in  je- 
dem  €fj  eine  Zahl  ?/,».  Nun  känn  man  annähernd  die  Wahr- 
scheinlichkeit,  dass  i'  in  ()';.  fällt, 

setzen,  die  Wahrseheinlichkeit,  dass  i^  in  t„  fällt,  ebenso 

und    die   Wahrseheinlichkeit,    dass  gleichzeitig  i:  in  d;.  und  r. 
in  t,,  fällt, 

=  F(x^.,yn)(h.f-!,. 

Wir  suchen  die  Wahrseheinlichkeit,  dass  "weiiii  i'  in  öi, 
fällt,  ?;  in  t,,  fallen  wird.  Die  Wahrseheinlichkeit,  dass  ^  in 
dl  und  1^  in  é,^  fällt,  ist  =  die  gesuchte  Wahrseheinlichkeit 
mal  die  Wahrseheinlichkeit,  dass  i  in  d;.  fällt.  Die  gesuchte 
Wahrseheinlichkeit  ist  folglich 


J 


'p{X).)d;. 

öder  nach  der  Definition  von  a.{x,y) 

=  a{x).,y,,)(:,^. 

Die  Bedeutung  der  Funktion  a{x,y)  ist  somit  klar:  Die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  weiin  i'  in  den  Punkt  x  fällt, 
iq  ins  Intervall  b^<  y  <b^  fallen  wird.  ist 

=  la{x,y)dy. 

bl 


§  3.     Zwei  statistische  Funktionen  einer 
unabhängigen  Variablen. 

Sei  T  eine  statistische  Veränderliche  mit  der  Verteilungs- 
funktion  'Ufit).  P{t,x)  und  Q{t,y)  seien  die  generierenden 
Funktionen  der  statistischen  Funktionen  i'  und  i]  von  r.  Wir 
vvählen  auf  der  i-Achse  ein  grosses  Intervall  und  teilen  es  in 
kleine  Intervalle 


In  jedem  Intervall  y^  wird  eine  Zahl  ty.  gewählt. 
Die  Wahrscheinlichkeiten,  dass  wenii  r  in  /;,  fällt,  einer- 
seits  ^  in  x;,,  andererseits  i^  in  ?/„  fallen  werden,  sind  bzw. 

P  {ty. ,  a-/)  dy.  und  Q  {t^ ,  y^)  é„ . 

Wir  machen  jetzt  von  4  und  »;  die  Voraussetzung,  dass 
sie,  abgesehen  von  t,  gewissermassen  von  einander  unab- 
hängig  sind,  nämlich  dass  wenn  r  in  y.y.  fällt,  die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  B.  in  d,.  und  gleichzeitig  t]  in  £,,  fallen  wird, 
durch 

P  {ty.,X).)Q{ty.,yn)dieft 

ausgedriickt  wird. 

Unter  dieser  Voraussetzung  wird  die  Wahrscheinlichkeit, 


dass  gleichzeitig  /   in  '/y,,^  in  ();  und  /_  in  f„  fällt, 

=  P  (/, ,  r,)  Q  {t, ,  //,.)  -er  (/, ) ,),  ^„  -, . 

Summiert  man  fUf  y  von  1  bis  k,  so  erhält  man  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  i"  in  d^  und  »^  in  t,,  fällt,  während  r 
irgendwo  ins  grosse  Intervall 

;'.  +  7:-  +  ;';i  +  •••  +  ;'* 

fällt.  Man  sieht  also,  dass  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ^  ins 
Intervall  a,  <  x<  a^,  »;  gleichzeitig  ins  Intervall  bi  <  y  <  62  fällt, 
durch  das  Integral 

b>  a>  +00 

i    \dxdy\P{t,x)Q{t,y)'Ui{t)dt 

ausgedriickt  wird,  was  deutlich  angibt,  dass  man  fiir  die  Kor- 
relationsfimktion  hat 

+^00 

F{x,y)=^  jP{t,x)Q{t,y)tff{t)dt. 

— 05 

Als  Korrelationsfunktion  der  drei  Veränderlichen  i',^;,^ 
ergibt  sich 

P{t,x)Q{t,y)rjr{t). 


'^  4.     Diskussion  der  Hypothese. 

Zwecks  näherer  Untersuchung  der  Hypothese  von  dem 
Zusammenhang  zwischen  den  abhängigen  Variablen  i:  und  »/, 
wollen  wir  dio  Hypothese  in  ein  UrnenscluMna  transformicreii. 

Man  mische  in  einer  Urne  U  eine  Anzahl  von  Kugeln, 
die  mit  /,,<2,.../a;  gemerkt  sind.  Die  Anzahl  von  Kugeln, 
welche  mit  t;^  gemerkt  sind,  sei  der  Zahl 

t3'(/x)7x 


proportional.  Jedem  ty,  sei  eine  Kombination  von  zwei  Urnen 
(/i"'  und  'U\f  zugeordnet.  Diese  Urnen  seien  mit  Kugeln  ge- 
fiillt,  die  in  C/i"'  mit  x^,x.,  .  .  .xi,  in  lj\f  mit  yi,y2  -  ■  ■  .Vm  ge- 
mei^kt  sind.  Die  Wahrscheinlichkeiten,  aus  Ux  eine  Kugel, 
die  mit  X},,  aus  Ul^^  eine,  die  mit  tj,,  gemeikt  ist,  zu  erhalten, 
mogen   sich   wie  die  Zahlen  p{x?.)ö;.  bzw.  q{yi(.)£/,.  verhalten, 

Wir  ziehen  nun  aus  U  eine  Kugel.  Wenn  sie  mit  t^  ge- 
merkt  ist,  so  sei  die  Vorsciirift  aufgestellt,  dass  man  aus  jeder 
der  beiden  entsprechenden  Urnen  t/i^'  und  Vy^  eine  Kugel 
ziehen  muss. 

Man  sucht  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  man  in  diesen 
letztgenannten  Ziehungen  eine  Kugel,  die  mit  X/,,  und  eine,  die 
mit  yf,  gemerkt  ist,  erhalten  werde. 

Man  könnte  die  gemachte  Voraussetzung  als  die  Hypo- 
these  von  einer  einzigen  Ursache  bezeichnen.  Die  Vari- 
ablen  i'  und  i]  sind  von  einander  abhängig,  aber  die  Abhängig- 
keit  ist  von  einer  sehr  einfachen  Art,  durch  die  Veränderliche 
r  allein  vermittelt. 

In  der  Natur  sind  zweifelsohne  solche  Fälle  ziemlich 
zahlreich  vorhanden,  wo  man  mit  grosser  Annäherung  die 
Hypothese  von  einer  einzigen  Ursache  voraussetzen  känn. 
So  könnte  man  sich  z.  B.  r  als  die  Grösse  eines  sozusagen 
konstituierenden  Organs  eines  gewissen  Organismus  vor- 
stellen,  während  i;  und  t]  sägen  wir  die  Länge  von  verschie- 
denen  Extremitäten,  öder  §  die  Länge,  ij  das  Gewicht  bedeu- 
ten.  Es  sei  z.  B.  /  die  Grösse  der  Schilddriise  des  Men- 
schen,  und  wir  nehmen  fiir  einen  Augenblick  an,  dieses  Or- 
gan sei  in  der  Meinung  konstituierend,  dass  seine  Grösse  die 
Mittellänge  und  das  Mittelgewicht  des  betreffenden  Indivi- 
duums  bestimmte.  Die  wirkliche  Länge  und  das  wirkliche 
Gewicht  wiirden  zwar  um  diese  Mittelwerte  oszillieren  kön- 
nen,  aber  nur  nach  Gesetzen,  die  von  r  —  und  also  von 
den  Mittel werten  selbst  —  unabhängig  wären.  In  diesem 
Falle  hatten  wir  unsere  Hypothese  realisiert.  Die  Korrela- 
tion zwischen  ^  und  //  wäre  bekannt,  wenn  man  nur  die 
Funktionen  P,  Q  und  tar  kennte. 

Eine  solche  Beziehung  zwischen  zwei  statistischen  Verän- 
derlichen  wiirde  zweifellos  als  Korrelation  in  der  allgemein 
angenommenen   Bedeutung   bezeichnet  werden.     Um  dies  zu 
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erkennen,  nehmen  wir  z.  B.  an,  dass  r  nur  zwei  Werte  an- 
niaimt,  /,  und  /  .,  und  dieses  mit  gleicher  Wahrscheinlichkeit. 
Es  sei  nun  i  in  der  Bedeutung  eine  Funktion  <f  von  r ,  dass, 
wenn  i  den  Wert  /,  bzw.  /,  annimmt,  i:  zwar  jeden  Wert 
annehmen  känn,  aber  dass  die  grosse  Mehrzahl  der  von  ^' 
angenommcnen  Werte  in  unmittelbarer  Xähe  der  Werte 
«/(/,)  bzw.  'f{t.)  liegt.  Fiir  i^  wird  eine  ähnliche  Bezie- 
hung  zur  Funktion  </'  voransgesetzt.  Man  beobachtet  nun 
eine  grosse  Menge  von  zusammenhörenden  Werten  von  |  und 
}.  Es  wird  sich  dann  ergeben,  dass  ein  Wert  von  ^  in  der 
Nähe  von  '/(<,)  mit  sehr  grosser  Häufigkeit  einem  Werte  von 
1^  in  der  Nähe  von  «/'(^)  zngeordnet  ist,  wälirend  das  analoge 
fiir  die  Werte  (f  {t,)  und  '/'(/J  gilt.  Dies  wiirde  aber  eine 
strenge  Zusammengehörigkeit  von  ;  und  /^  bedeuten,  im  Sinne 
der  Korrelationstheorie. 


i}  5      Zwei  statistische  Funktionen  vieler  unabhängigen 

Variablen. 

Die  Hypothese  von  einer  einzigen  Ursache  känn  auf  fol- 
gende  Weise  zu  einer  Hypothese  von  moh  reren  Ursachen 
verallgemeinert  werden. 

Es  seien  i\,  r^,  '3.  .  •  .  '«  s  statistische  Veränderlichen  mit 
der  Korrelationsfunktion 

d.  h.  dass  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  gleichzeitig  i,  einen 
Wert  des  Intervalls  c,  <  /,  <  c\ ,  i\  einen  Wert  des  Intervalls 
Cj  <t2<  c';  usw.  annehmen,  durch  das  Integral 

jtir (/.,/, t,)dt,dt,.  .  .dt, 

ausgedriickt  wird,  das  Integral  iiber  den  eiitsprechenden  Be- 
reich  au^gestreckt.  D.^finiert  man  nun  eine  generierende 
Funktion 

P(<,./,,/.3,.../,;x) 

so  dass  durch  das  Integral 
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i 


P{ty,t2  •  '  •  h',  x)dx 


die  Wahrscheinlichkeit  dafiir  ausgedriickt  wird,  dass  wenn  r, 
den  Wert  <, ,  rj  den  Wert  U  usw.  angenommen  hat,  §'  ins  In- 
tervall ai<  X  <a2  fallen  wird,  —  weiter  ganz  analog  eine  ge- 
nerierende  Funktion 

fiir  r;,  so  wird  die  Korrelationsfunktion  fiir  i'  und  7] 
F{x,y)  -   i  P{t,,...ts;x)Q{t,,.  ..U;y)r^(t,  ...Qdt,..  .dt,. 

Das  Integral  wird  von  —  oo  bis  +  oo  fiir  alle  Variablen 
t^,  . .  .ta  genommen. 

Die  Korrelationsfunktion  fiir  i',  ?;,  ri.r, . .  .Ts  wird  offenbar 

P  .Q  .TU. 

Die  Verallgemeinerung  zu  mehr  als  zwei  Variablen  ist 
ganz  analog. 

§  6.    Bezeichnungen. 

In  diesem  Aufsatze  werden  wir  fast  ausschliesslich  zwei 
Haupttypen  von  Verteilungsfunktionen  und  generierenden 
Funktionen  betrachten.  Der  eine  Typus,  den  wir  hauptsäch- 
lich  aus  theoretischem  Interesse  studieren,  besteht  aus  Funk- 
tionen, die  in  kleinen  Intervallen  konstant  sind,  der  andere 
Typus  aus  sogenannten  normalen  Verteilungsfunktionen,  d.  b. 
Funktionen  vom  Typus  der  LAPLACE-GAUSs'schen  Fehler- 
verteilungsfunktion. 

Wir  fiihren  einige  Bezeichnungen  ein,  die  im  folgenden 
niitzlich  sein  werden. 

Sei 

O,  [z) 

eine    Funktion    von    der    reellen    Veränderlichen  z,  die  =  ^r^ 

2  € 
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fiir    |2|<<, -=0   fiir  |2|>^   ist.     Durch  folgende  Definitionen 
wird  nuii  ein  Zeichen 


eingefiilirt,  das  »gleich  bis  auf  «»  gelesen  wird,  und  dae  eine 
Art  von  statistischer  Gleichheit  bezeichnet. 

1.  Die  statistische  Veränderliche  ^  ist  der  Zabl  ar^, 
wenn  ihre  Verteilungsfunktion 

ist. 

2.  Die  Bezeichnung 

wo  t  eine  statistische  Verändeiliche  rait  der  Verteilungsfunk- 
tion tu'(<)  ist,  bedeutet,  dass  die  Korrelationsfunktion  von  ^" 
und   r 

0e{x-f{i))l7f{t) 

ist,  d.  b.  dass  die  generierende  Funktion  Of,{x  —  /(/))  ist.    Mit 
anderen  Worten :  wenn  r  den  VVert  t  angenommen  hat,  so  ist 
i  bis  auf  i:  gleich  /  (t) . 
.3.     Die  Gleichheit 

soll  bedeuten,  dass  die  Korrelationsfunktion  fiir  ^,  fj,  r, . . .  1, 

=  OAx~l{t,,L,...Q)nr(t,,t,,...t,) 

ist,    wo  T7t  die  Korrelationsfunktion  von   / 1 ,  / ,  .  .  .  /«  ist,  öder 

0,{x-   fU,,{,,  .  ../,)) -nr,  (/,) -er,  (/,)  ..  .-CT,(/,), 

wenn  die  Verändtrlichen  z,,/,,.../.,  unabhängig  sind  und 
ihre  VcTteilungsfuiiktionen    rrr, ,  tiT^ ,  .  .  .  TuT,  sind. 

4.  Wenn  die  Verteilungsfunktionen  fiir  die  Veränder- 
lichen  i'  in  2.  und  .'J.  oben  gegen  bestimnite  ( Jrcn/.funktionen 
konvcrgieren,  wenn  /  unbegren/.t  gegen  Null  abnimmt,  schrei- 
ben   wir  fiir  die  statistischen  Veränderlichen,  die  durch  diese 
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Grenzfunktionen  charakterisiert  sind, 
§~f{i),  bzw. 

i"  "  f  {i  1,^7^  •  •  •  Is). 

Fiir  den  zweiten  Typus  von  Verteilungsfunktionen  wer 
den  wir  nocli  eine  Art  von  Gleichheitszeichen  einfiihren, 


das    wir    »äquivalent   h»   lesen.     Die   Äquivalenz  wird  durch 
folgende  Definitionen  bestimmt. 
1'.     Durch 

■c  /« 

driicken  wir  aus,  dass  die  Verteilungsfunktion  von  ^ 

ist. 

2'.     Die  Gleichheit 

soll  bedeuten,  dass  die  Korrelationsfunktion  fiir  ^  und  r 


V7T. 


ist. 

3'.     Endlich  soll 


bedeuten,  dass  die  Korrelationsfunktion  von  i^',  Tj,  v.^, .  .  . /« 

VTt 

ist,    öder,    wenn    r^^,...Ts    nnabhängig  sind  und  ihre  Vertei- 
lungsfunktionen tu', ,  ,  .  .  'CJ'»  , 
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4'.  Wenn  die  Verteilungsfnnktionen  von  ^  in  2'  und  :V 
fiir  h—^'Xi  gegen  bestimmte  Grenzfunktionen  konvergieren, 
wollen  wir  fiir  die  so  definierten  Veränderlichen  schreiben 

;•-/(/),  b/w. 
Wir  schreiben  schliesslich 

i'      /('i, '•-, '3>  •  •  • '«) 

(»identische»  statistische  Gleichheit),  wenn  die  Veränderliche 
I  den  Wert  j{t),  bzw.  j {t^,t.,,  .  .  .  Ig)  annehmen  muss,  wenn 
r  den  Wert  /,  bzw.  wenn  /, ,/.,...  r,  die  Werte  <, ,  <,,  .  .  .  /, 
angenommen  haben. 

!$  7.     Bravais'  Beitrag  zur  Korrelationstheorie. 

In  einer  Abhandlung',  der  Akademie  der  Wissenschaften 
in  Paris  im  Jahre  1846  mitgeteilt,  hat  Bravais  znm  ersten- 
mal  die  Frage  von  der  Korrelation  untersucbt.  Wir  wollen 
einige  seiner  Resultate  herleiten. 

Es  seien  / , ,  i .,,  .  .  .  /,  s  unabhängige  statistische  Veränder- 
lichen, deren  Verteilungsfunktionen  durch  die  Relationen 

/,~0(Ä=  1,2,3,  ..  .s) 
gegeben  sind.     Wir  betrachten  die  Veränderliche 

^1         ,"i  'i  +  ,"::  ':■  "I f"  ."«'»• 

Laplace  hatte  schon  bewiesen,  dass  din  Verteilungs- 
fiinktion  dicser  Veränderlichen 


c 

K,/ 


-cäxä 


'  Sur  les  probabililés  dos  orretirs  tio  situation  d'iin  poiiit.     Sléni.  piés. 
par    (Jiv.    sav.   å  l'Acad.  roy.  des  scienccs  de  Tlnst.  do  France.     Tcrnio  IX. 
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ist,  d.  h.  dass  man  hat 

wo  c  durch  folgende  Gleichheit  bestimmt  ist: 

c^'       cl       cl  cl 

Bravais  niramt  sich  vor,  die  Korrelationsfunktion  der 
Veränderlichen 

I,  :^!.ii  / ,  +  /<2  ^2  "1 ^  ."s  ^s  und 

zu  finden.     Dies  känn  anf  folgende  Weise  geschehen. 

Die  Wahrscheinlicbkeit,  dass  (rj,  rj,  .  .  .  Tj)  in  einen  ge- 
wissen  Teilbereich  g  des  s-dimensionalen  Raumes  t^,tny...1s 
fällt,  wird  durch  das  Integral 


'nY     j^     '  ' 


'■«  's  d^i  tZr, . . .  dtg 


gegeben.  Die  sesuchte  Korrelationsfunktion  sei  durch  Fi(x,y) 
bezeichnet.  Wir  berechnen  die  Wahrscheinlicbkeit  dafiir» 
dass  ^,  ins  Intervall  a^  <  x  <  a2,ri  ins  Intervall  &i<_?/<^&2 
fällt,  d.  b.  folgendes  Integral  iiber  die  unbekannte  Korrela- 
tionsfunktion: 

02     Os 

F^  {x,  y)dxdy. 

öl   m 

Als   Integrationsgebiet   a  wird  man  den  Bereich  wählen 
miissen,  welcher  durch  die  Ungleichheiten 

^i  <  «<i  ^  +  "o^2  H +  ."s^s  <  dy, 

(«) 

&1    <    ^'l  <l    +    »^2  '2   +  ■      •   +    »^^  ^S   <  &2 

definiert  ist.  Wir  verändern  die  Variablen  durch  folgende 
Gleichheiten: 
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^1   =  ."i  ^    +    /'S^L'    +  •      •  +    flstg, 

Un  ==  r,  t^    +    1-2  t..   +  ■■  ■  -\-   )',ts. 


Ws  =  a*  1  <i  +  «.s  j  ^2  -H 1-  ÖM  ^»  I 


wo  die  Konstanten  a,A,  so  gewählt  werden,  dass  die  Substi- 
tutionsdeterminantc  /\  nicht  Null  wird,  aber  im  iibrigen 
boliebig.     Der  Bereich  (/  geht  in  den  folgenden  Bereich  iiber: 

a,  <  w,  <  aj, 

Ö,    <    Uj  <   &2, 

—   00   <  «3  <    -f    00, 


00  <  21^  <   4-  Qo  . 


Wir  woUen  im  Vorbeigehen  konstatieren,  dass  man  hier 
den  Fall 

fi^:  v,  =  .«., :  r^  =  •  •■  =  /<, :  r, 

völlig  ausgeschlossen  hat. 

Wird  das  System  (l^)  nach  /;.  aufgelöst,  so  ergibt  sich 


t>.-^hy.u,  (A=  1,2,3,  ...«). 


Da  die  jACOBi'sche  Determinante  gleich         ist,  geht  das 


Integral  in 

1  c,  ...  c.,  r 

A  iV 


n)"  j 


iiber,  unter  /  eine  liomogene  Form  zweiten  Cradcs  verstan- 
den. Integriert  man  hier  nach  Ug,  erhält  man  nach  einer 
bokannten  Formel ' 

'  Siehe  Fi>rrncl  (/ij,  S.  -'>. 
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,  I  e-M"i. 


wo    fl    eine    horaogene    Form  zweiten  Grades  ist.     Man  inte- 
griert  weiter  nach  Us-i,Vs-2  •  ••     Endlinh  erhält  man 

il- -- 

bl  ai 

WO  /o  eine  homogene  Form  zweiten  Grades  wird.     Die  Kon- 
stante Cq  känn  bestimmt  werden,  und  man  bekommt 

F.  (x,y)=  ~  ~e-fo(!>:,y), 

Hier  ist  K'^  die  Diskriminante  der  Form  /q.  Bravais  hat 
auch  die  Koeffizienten  dieser  Form  berechnet.     Er  findet 

wo 


«1 

^2  4 

«0 

S            2 

~-^  cl' 

;.=i    '■ 

/^o 

-^     cl 

^2      2  ^  ^  c?  c^ 

Auch  hier  sieht  man,  dass  die  Korrelationsfunktion  keine 
Bedeutung  hat,  wenn  ,«;. :  r;.  =  //;, :  Vy,  {?.,  v.  =  1,  2,  3,  ...  s). 

Im  iibrigen  ist  die  BRAVAis'sche  Abhandlung  teils  Verall- 
gemeinerungen  zu  drei  Variablen  gewidmet,  tf  ils  auch  eini- 
gen  Berechnungen,  die  in  diesem  Zusammenhange  kein  Tnte- 
resse    haben.     Das  Problem  war  fiir  Bravais  nur  ein  Wahr- 

2  —  i8i(;s.     Sknndinamsk  ATituarietidshrifl.    1910. 
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scheinlichkeitsproblem :  die  Wahrscheinlichkeit  dafiir  zu  be- 
rechnen,  dass  ein  Punkt  in  einen  bestinimten  Btreich  des 
Raumes  fällt. 

§  8.     Möderne  Untersuchungen 

Die  Entstehung  des  modemen  Korrelationsproblems  lässt 
sich  vom  Jahre  1886  datieren,  als  Francis  Galton  eine  Ab- 
handluiig  mit  dem  Titel:  »Family  Likeness  in  Stature»  ^  ver- 
öffentlichte.  Das  Problem  ist  hier,  die  Beziebung  zwischen 
den  Werten  einer  gewissen  messbaren  Eigenschaft,  als  welche 
die  Länge  gewähit  wurde,  bei  den  Menschen,  die  näher  öder 
ferner  verwandt  sind,  zu  finden.  Nach  den  eignen  Worten 
des  Verfassers  hat  er  sich  die  Aufgabe  gestellt,  zu  »explain 
the  processes  through  which  family  pecularities  of  stalure 
gradually  diminish,  until  in  every  remote  degree  of  kinship, 
the  group  of  kinsmen  becomes  undistinguishable  from  a  group 
selected  out  of  the  general  population  at  random.» 

Um  alle  Individuen  der  untersuchten  Population  ver- 
gleichbar  zu  machen,  fiihrt  der  Verfasser  zuerst  fiir  die  Diffe- 
renz  zwischen  der  Mittellänge  der  Männer  und  derjenigen  der 
Frauen  eine  Korrektion  ein.  Durch  friihere  Untersuchungen* 
hatte  der  Verfasser  es  sehr  wahrscheinlifh  gefunden,  dass  die 
Länge  der  Kinder  nur  von  dem  Mittel  der  Länge  des  Vaters 
und  der  (reduzierten)  Länge  der  Mutter  abhängt,  öder,  wie 
Galton  es  ausdriickt,  nur  von  der  Länge  ihrer  »mid-parent». 

Der  Verfasser  berechnet  nun  fiir  eine  gewisse  Länge  der 
mid-parents  die  Mittellänge  der  Kinder.  Es  zeigt  sich,  dass 
wenn  die  Länge  der  mid-parents  einen  gewissen  Wert  I  hat, 
welcher  grösser  ist  als  der  Mittelwert  l^  der  ganzen  Bevöl- 
kerung,  so  haben  die  Kinder  dieser  mid-parents  eine  Mittel- 
länge I',  die  auch  >  l^  ist.  Eine  gewisse  Erblichkeit  ist  also 
bestätigt.  Es  ist  aber  nicht,  was  man  vielleicht  im  Durch- 
schnitt  erwarten  könnte,  I  nahe  gleich  /',  sondern  man  findet 

1>1'>K, 

'  Family  Likencss  in  Stuttire.  Witli  un  nppenilix  by  J.  D.  Humilton 
Dickson.       Proc.  Roy.  Soc.  Vol.  XL.   1886,  p.  42. 

'  Regression  towards  Medioority  in  Hereditnry  Stntnre.  Jour.  An- 
throp.  Inst.  Vol.  XV,  1886,  p.  246. 
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d.  h.:  die  Kinder  der  grossen  Eltern  sind  auch  im  Mittel 
gross,  aber  sie  »kehren  zuriick»,  nähern  sich  im  allgemeinen 
dem  Mittel  der  ganzen  Bevölkerung.     Analog  ist  auch  wenn 

l<V<k. 

Die  Erscheinung  wird  von  Galton  »regression»  genannt. 

Bestimmt  man  fiir  jedes  I  das  ensprechende  V  und  stellt 
V  graphisch  als  Funktion  von  I  dar,  so  bekommt  man  eine 
Kurve,  die  mit  genligender  Genauigkeit  als  eine  Gerade  be- 
trachtet  werden  känn,  sägen  wir 

Hier  setzt  man  auch  voraus,  dass  der  Nullpunkt  so  ge- 
legt  wurde,  dass  /„  ==  0.  (Man  rechnet  also  nur  mit  Abwei- 
chungen  vom  Bevölkerungsmittel.)  Der  Koeffizient  k,  welcher 
nach  dem  soeben  gesagten  <  1  ist,  wird  von  Galton  »the 
ratio  of  regression»  genannt. 

Beim  ersten  Blick  scheint  eine  Konsequenz  hiervon  zu 
sein,  dass  man  hatte 

wo  /'  wie  friiher  die  Länge  der  Kinder  bezeichnet,  /  die  ent- 
sprechende  Länge  der  mid-parents.  Wenn  man  nun  die  Kin- 
der von  gleicher  Länge  zu  einer  Gruppe  zusammenfasst  und 
dann  das  Mittel  der  Längen  der  zugehörigen  mid-parents 
berechnet,  so  findet  man  zwar  eine  Gerade 

l^k'V, 

aber  k'  ist  nicht  =7-     Im    Gegenteil  findet  man  auch  hier 

eine  Zahl  k'  die  <  1  ist.  Galton,  der  teils  »the  ratio  of  re- 
gression from  the  statare  of  men  of  the  same  height  to  the 
mean  of  the  statures  of  all  their  children»  {k),  teils  den  ge- 
gensätzlichen  Regressionsquotienten  {k')  suchte,  erhielt  fiir  k 

I  2 

den  Wert  „>  fiir  k'  den  Wert  .,• 

ti  O 
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Dieses  unerwartete  Resultat  fiilirte  Galton  zum  Studium 
der  Korrelationsfunktion  selbst,  d.  h.  zum  Studium  einer 
Doppeltabelle  mit  der  Länge  der  raid-parents  und  der  Länge 
der  Kinder  als  Argumente,  fiir  jede  vorkommende  Kombina- 
tion der  beiden  Argumente  die  Anzahl  von  beobachteten  Fal- 
len angebend.  In  dieter  Tabelle  zog  der  Verfasser  die  Äqui- 
probabilitätslinien,  die  geschlossene  Kurven  von  elliptischer 
Form  wurden.  Einige  mathematische  Eigonschaften  der  Funk- 
tion wurden  von  J.  D.  Hamilton  Dickson  in  einer  Note  der 
Abhandlung  behandelt. 

Der  beriihmte  »Korrclationskoeffizient>  wurde  in  einem 
Aufsatze  von  Galton  im  Jahre  1889^  geboren.  In  dieser 
Årbeit  kommt  folgcnde  Definition  der  Korrelation  vor: 

»Two  variable  organs  are  said  to  be  co-related  when  the 
variation  of  the  one  is  accompanied  on  the  average  by  more 
or  less  variation  of  the  other,  and  in  the  same  direction.» 

Zur  besseren  Verständnis  der  Gesichtspunkte  dieses 
Verfassers  sei  die  folgende  Stelle  angefiihrt:  >  It  is  easy  to 
see  that  co-relation  must  be  the  consequence  of  the  two  or- 
gans being  partly  due  to  common  causes.  If  they  Avhere 
wholly  due  to  common  causes,  the  co-relation  would  be  per- 
fect,  as  is  approximately  the  case  with  the  symmetrically 
disposed  parts  of  the  body.  If  they  wcre  in  no  respect  due 
to  common  causes,  the  co-relation  would  be  ??//.  Between 
these  two  extremes  are  an  endless  number  of  intermediate 
cases,  and  it  will  be  shown  how  the  closeness  of  co-relation 
in  any  particular  case  admits  of  being  expressed  b}-  a  single 
number.»  Der  Verfasser  definiert  dann  rechnerisch  den  Kor- 
relationskoeffizienten  ;•  und  macht  die  Behauptung,  dass  »r 
measures  the  closeness  of  co-relation». 

Das  Problem  wurde  von  Karl  Pearson  wieder  aufge- 
nommen.-  Dieser  Verfasser  hat  dem  Gegenstand  eiii  eifriges 
Studium  gewidmct  und  hat  den  Formelapparat  geschaffen, 
mit  welchem  die  modemen  Korrelationisten  in  der  Biologie, 
der  Astronomie,  der  Meteorologie  usw.  arbeiten.  Pearson's 
Definition  der  Korrelation  ist  die  folgende: 

'  Co-relations  and  their  Measuremeut,  chiefly  ironi  Anthropomctric 
Data.     Proc.  Roy.  Soc  Vol.  XL  V,  1889,  p.  135. 

*  Mathematical  Contribiitions  to  the  Tlieory  of  Evolution.  III.  Re- 
gression, Heredity,  and  Paninixia.    Phil.  'Irans.  Roy.  Soc.  A  187, 189ö,  p.  253. 
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»Tvvo  organs  in  the  same  individual  or  in  a  connected 
pair  of  individuals  are  said  to  be  correlated,  when  a  series 
of  the  first  organ  of  a  definite  size  being  selected,  tbe  mean 
of  the  sizes  of  the  corresponding  second  organs  is  found  to 
be  a  function  of  the  size  of  the  selected  first  organ.  If  the 
mean  is  independent  of  this  size,  the  organs  are  said  to  be 
non-correlated.  Correlation  is  defined  mathematically  by  any 
constant,  or  series  of  constants,  which  determine  the  above 
function.» 

Diese  Definition  ist,  wie  man  sieht,  vorsichtiger  als  die 
GALTON'sche.  Schade  nur,  dass  die  Vorsicht  sich  nieht  auch 
bis  zur  Anwendung  der  Pearson 'schen  Theorie  in  der  Praxis 
gestreckt  hat.  Sowohl  der  Urheber  als  auch  besonders  seine 
zahlreichen  Nachfolger  in  allén  beobachtenden  Wissenschaf- 
ten  haben  sich  aus  der  Korrelationsrechnung  einen  deus  ex 
machina  gemacht,  welcher  imstande  ist,  die  schwierigsten 
Fragen  durch  mechanische  Rechenarbeit  zu  lösen. 

Von  iibrigen  Korrelationisten  werden  wir  im  folgenden 
Gelegenheit  finden,  uns  mitYuLE  und  Chaelier  zu  beschäf- 
tigen.  Von  dem  letzteren  haben  wir  folgende  Aussage,  die 
seine  Ansichten  in  diesen  Fragen  deutlich  zuni  Ausdruck 
bringt^: 

»Welchen  Nutzen  känn  man  nun  von  diesem  Korrelations- 
koeffizienten  haben?  Um  dies  zu  verstehen,  muss  man  zuerst 
einige  allgemeine  Eigenschaften  des  Korrelationskoeffizienten 
kennen. 

Es  geht  aus  der  mathematischen  Analyse  hervor,  dass  r 
einen  Wert  hat,  der  numerisch  kleiner  als  eins  ist.  Der  Kor- 
relationskoeffizient  känn  positiv  öder  negativ  sein;  ist  er  po- 
sitiv, so  wächst  im  allgemeineyi  die  eine  der  beiden  betrach- 
teten  Eigenschaften,  wenn  die  andere  wächst,  und  nimmt  ab, 
wenn  die  andere  abnimmt.  Ist  r  negativ,  so  wächst  im,  all- 
fjemeinen  die  eine  Eigenschaft,  wenn  die  andere  abnimmt,  und 
umgekehrt. 

Ist  der  Korrelationskoefficient  r  gleich  NuU,  so  bedeu- 
tet    dies,    dass    die  betrachteten  statistischen  Erscheinungen 


'  Grunddragen  af  den   matematiska  statistiken.    Extrahäfte  av  Stats- 
vetenskaplig Tidskrift.     Lnnd   1910. 
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von  einander  unabhängig  sind  —  dass  sie  niclits  mit  einan- 
der  zu  tun  liaben. 

Ist  r  =  4-  1  (ofler  —  1),  so  ist  ein  Element  der  einen  sta- 
tistischen  Reihe  völlig  bestimmt,  wenn  man  das  entspre- 
chende  (=  gleichzeitig  beobachtete)  Element  der  anderen  Reihe 
kennt. 

Man  känn  liieraus  verstehen,  dass  je  grösseren  Wert,  nu- 
merisch  genommen,  r  hat,  je  inniger  sind  die  betrachteten 
statistischen  Erscheinungen  von  einander  abhängig. 

Der  Wert  des  Korrelationskoeffizienten  ist  aber  nicht 
darauf  beschränkt,  nur  ein  Mäss  der  Intensität  zu  geben,  dic 
zwischen  zwei  statistischen  Erscheinungen  stattfindet. 


§  9.     Ein  theoretischer  Spezialfall. 

Wir  haben  oben  bewiesen,  dass  die  Korrelationsfunktion 
zweier  Funktionen  i'  und  /  von  der  unabhängigon  Veränder- 
lichen  /   sich  schreiben  lässt 

+,* 
F  {x,y)  =  [P  {t,x)Q  {t,y)  u^  {t)dt , 


\vo    P{t,x)  und  Q(t,y)  die  generierenden  Funktionen  von  i: 
und  r,  iJi  {t)  die  Verteil ungsfunktion  von  /   ist. 

Wir  wollen  den  folgenden  Spezialfall  betrachten: 

'Ui U)  ^  , '  wenn  a  <  t  <  b, 

b  —  a 

=  0,  wenn  Ka  öder  t>b; 
P{t,x)--^^.   wenn  |.r-/(/)|<6, 


==  O,  wenn  |  .r  — /(/)|  >f; 

--  2f '  ^^^""  I  V  —  (7(01  <* 
"O,  wenti  \>/  -—  ff  H)\  >  >■ , 
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wo  f  {t)  und  g  {t)  zwei  reelle  Funktionen  ira  Intervall  a  </<  6 
bedeuten.     Man  erhält 

b 
^(^>?/)  =  ^l^^  jP{t,x)Q{t,y)dt. 

a 

Der  In  tegrand 

P{t,x)Q{t,y) 

känn  zwei  Werte  annelimen,  nämlich 

^ ,  und  0. 
4  £- 

Bezeicbne   mit  Ex  die  Menge  aller  Punkte  t,  fiir  welche 
man  hat 

\x-f{t)\<e, 

mit  Ey  djejenige  Menge,  wo 

\y-9{t)\<^- 

Der  Integrand  nimmt  also  den  Wert  -  „   in    der   Punkt- 

4e^ 


menge 


^rr  .  Ey 


an  und  nur  in  dieser  Menge.    Sei  die  Menge  messbar  und  ibr 

Mäss  =  m  Ex  Ey .     Man  erhält  dann 

Man  setze 

und    nehme   an,  dass  g  (t)  eine  kontinuierliche  Funktion  von 
der  Eigenschaft  sei,  dass  die  Gleichheit 

y  =  g{to) 

eine  einzige  Wurzel  t^  fiir  jeden  Wert  von  y  im  betracbteten 
Intervall  hat. 
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Die  Pnnktmenge  Ex  ist  in  diesem  Falle  ein  Intervall  hx, 
definiert  durch  die  Relationen 

Bezeichne   mit  6  {t)  eine  Zahl  von  der  Eigenschaft,  dass 

\y-g(t)\<t         fur   \t-t^\<d{,). 

Ich  behaupte  dass  d{t)-^0  fiir  i — 0.  Denn  sonst  wiirde 
man  zwei  Zahlen  t^  und  t^  angeben  können,  sodass 

\y-g{tM<^Ay-9{h)\<^At,-h\>o, 

wie    klein    auch   6    sein  möge.     Man  wiirde  daraus  schliessen 
können,  dass 

was  der  gemachten  Voraussetzung  widerspricht. 
Die  Menge  Ey  wird  durch  die  Ungleichungen 

/o-^(«)<r<<o  +  <5(0 

definiert.     Sie  besteht  also  ans  einem  Intervall  hy. 

Sei  X  fix  und  y  variiere.  Das  Intervall  hy  gleitet  auf 
der  /-Achse.  Solange  die  Intervalle  hx  und  hy  keinen  gemein- 
samen  Teil  haben,  ist  immer 

F{x,y)  =  0. 

Wenn  die  Intervalle  in  einander  eingreifen,  so  ist,  wenn 
man  mit  hxy  den  gemeinsamen  Teil  der  Intervalle  hx  und  hy 
bezeichnet, 

Es  seien  nun  x,y  zwei  Werte,  die  der  Gleichheit 

y  =  gix) 

niclit    genijgen.     Ich    behaupte,    dass  man  t  so  klein  wählen 
känn,    dass    F    fiir  diese  beiden  Werte  =  O  ist.     Die  Mittel- 
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punkte  von  hx  und  hy  fallen  nämlich  nicht  zusammen,  weil 
der  eine  =  x  ist,  der  andere  =  der  Zahl  t^,  fiir  welche  y  =  g{to). 
Man  känn  somit  €  so  klein  nehmen,  dass 

£  +  ö  (e)  <\x  —  to\. 

Da  die  Intervalle  also  ganz  ausser  einander  liegen,  hat 
man  fiir  die  gegebenen  Werte  x.ij 

F{x,y)=^0. 

Die  einzigen  Punkte,  wo  es  nicht  möglich  ist,  durch  Ver- 
minderuiig  von  t  F  {x ,  y)  =  O  zu  machen,  liegen  auf  der  Kurve 

?/==9'(^)- 

Die  Korrelationsfunktion  definiert  also  ein  Band  in  der 
.ry-Ebene,  das  als  eine  statistische  Darstellung  der  Funk- 
tionskurve  y  =  g{x)  geJten  känn. 


§  10.     Der  einfache  Normalfall. 

Im  vorhergehenden  Paragraphen  haben  wir  einen  Spe- 
zialfall  von  Korrelationszusammenhang  untersucht,  der  sich 
durch  die  Formeln 


b 
T 

—  a 

^0, 

'C 

'  f{r). 

»? 

-g{r) 

ausdriicken  lässt.  Wir  wollen  jetzt  zu  einem  anderen  Spe- 
zialfall  iibergehen,  welcher  dem  frviheren  analog,  aber  von 
grösserem  praktischem  Interesse  ist.     Wir  setzen 


r~0, 

.    h 


fir). 
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Man  hat  dann  fiir  die  Korrelationsfunktion 


F{x,y)  =-3,^'  I  ^-hHr-nt)y^-UHy-g(tw-c-^r-dt. 


Die  Funktion  F{x,y)  känn  als  durcli  die  Beobachtungen 
gegeben  angesehen  werden.  Man  sieht  aus  dem  Ausdruck 
fiir  F,  dass  das  Problem,  unter  den  gegebenen  Vorausset- 
zungen  aus  den  Beobachtungen  die  innere  Beziehung  zwischen 
i'  und  r  herzuleiten,  d.  h.  die  Konstanten  c,  A,  ä:  und  die  un- 
bekannten  Funktionen  /  (<)  und  g  (t)  zu  bereclinen,  äusserst 
kompliziert  ist.  Auch  wenn  sehr  vereinfachte  Vorausset- 
zungen  gemacht  werden,  ist  die  Integralgleichung  von  einer 
schwer  zu  behandelnden  Art.  Wir  können  aber  durch  eine 
sehr  spezielle  Vereinfachung  das  Problem  in  eine  lösbare 
Form  bringen.     Zu  dem  Zwecke  nehmen  wir  an,  dass 

c 

.    h 

k 


wo  //  und  )•  konstant  sind,  und  erhalten 
Man  hat  bekanntlich 

—  00 

Mit  Anwendung  dieser  Formel  erhält  man 

{«)  F(x,i/)         "  e-^"''--'''v+y!/'). 
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wo  die  Konstanten  folgende  Ecdeutung  haben 


(i- 


c- 

■  +  h-' 

u^  +  Ä;2 

;'- 

h^ 

k-  fl  v 

c' 

'■  +  h^- 

n'  +  k^ 

v^ 

k-{c' 

'  +  A-I1-: 

) 

^      c^  +  h^ u^  +  k^  v-' 

c^^h^k'- 


ö  =  ay  —lP  = 


c^-hh^ir^  +  k^r^ 


Man  sieht,  dass  die  Form 

'P  (a;,  y)  =-~  c(  a'  —  2 (jxy  +  yy^ 

definit  positiv  ist. 

Die  Äquiprobabilitätskurven  sind  die  Ellipsen 

'/'('^'j  y)  =  Konst. 


Der  Korrelationskoeffizient  wird  folgendermassen  de- 
finiert. 

Es  sei  F{x,y)  die  Korrelationsfunktion  zweier  statist- 
ischen  Veränderlichen  ^  und  i],  und  man  fijhre  die  folgende 
Bezeichnung  fiir  die  Momente  ein: 


Mrs=  j     i  xnfF{x,y)dxdy. 


—  OO    — Oi 


Dann  lautet  die  Definition  des  Korrelationskoeffizienten: 


r  = 


VM.^M,, 


Um  in  unserem  Spe/ialfall  diesen  Koeffizienten  berech- 
nen  zu  können,  wollen  wir  zunäehst  einige  einfache  Rech- 
nungen  ausfiihren. 
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Wenn 

(p  {x,  y)  =  ux-  —  2  .-ixy  +  -.nf , 

so  ist  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafiir,  dass 

-  00 

e-'/U,  y)  dxdy 


—  00  — ot 


konvergiert,    dass   (p   definit  positiv^  ist.     In  diesem  Fall  hat 
man 


I  e-'f  dx=  y  ''  e- ,t»'-, 

00 

+  00  ^ 

I  e-fxdx=^  1/  ^' y  e-'n "\ 
J  a    r     a 


+  a 


+  00+00 

J/oo=—  1     le-'idxdy=l, 

00     00 


+  X     +0C 

3/,o=         I     le-'' xdxdy  =  0, 

»   00 

+  OC     +00 

i»7oi=    ,    I     je-''  ydxdy  =-0, 


—  oc  —  00 


+  X     +  00 

Vd  r  r      „  ,   ,      1  'y  ' 

'     '  e~'i  X-  ax  (ill  -  =  (,•%» 


,  +'X     + 


—  00    — 00 
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+  ■»    4-00 

Vd  r    i'  l   Ii 


—  no   —  t» 


+  00     +00 


7t 

—  00    — 00 


Man  erhält  also 

Es  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  der  Korrelationskoef- 
fizient  |r|<  1  ist,  aber  dass  er  im  iibrigen  sehr  verschiedene 
Werte  annehmen  känn,  je  nacli  den  Werten  der  Konstanten 
des  Problems.  Die  Beziehung  zwischen  i;  und  ?;  wird  durch 
die  Konstanten  c,h,k,fi  und  v  definiert.  Durch  die  Beob- 
achtungen  ist  F  (x,  y)  gegeben,  und  aus  dieser  Funktion 
können  die  Momente  Mrs  berechnet  wtrden.  Bei  der  prak- 
tischen  Arbeit  entsprechen  den  Mrs  die  »standard  deviations» 
und  die  Produktsumme,  und  zwar  entspricht 


1 

J/oQ  dem  Ausdruck  oi;  =     ^  xl , 

n  •*■ 

1    ^ 

i/u     »  »  y^Xryv, 

1    " 


n 

wo  n  die  Anzahl  von  Beobachtungen  bedeutet,  und  die  Beob- 
achtungswerte 

•^l  5  Vi  >  X^,  y2  !  »^3  '  ?/;*  J  "  •  •  Xn  )  yn 

sind. 
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§  11.     Näheres  Studium  des  einfachen  Normalfalls. 

Das  Problem  ist  nnn  das  folgende.  Wenn  eine  normale 
Korrelationsfurktion,  d.  h.  eine  Funktion  vom  Typus 

C  e- -if  <■'•  I') 

(r/)  eine  homogene  definite  positive  Form  zweiten  CIrados)  ge- 
geben  ist, 

erstens:  anzngHben,  ob  man  sie  als  das  Resultat  einer 
statistisch  funktionalen  B'  ziehung  von  der  im  vorhergehen- 
den  bestimmti  n  Art   iiberhaupi  auffassen  känn; 

zweitens:  wenn  j;i,  die  definierenden  Konstanten  c,h, 
k ,  It ,  v  zu  berechncn. 

Eine  funktionale  Beziehung 

.      Ä 
k 

1]  ~  r  r , 
werden   wir  auch  kurz  als  eine  Realisierung  der  Beziehung 

I  _." 
v        v 

bezeichnen  können. 

Es  lässt  sioli  min  leiclit  verifizieren,  dass,  welche  Werte 
die  Konstanton  u,(i,y  der  gegebenen  Funktion  auch  haben, 
man  immer  ein  System  von  VVertcn  c,h,k,it  und  )'  durch 
folgende  Relationen  bestimmen  konn: 


1 


f(?' 


h-      ö      ö 


1       u      ,i    \ 


</. 
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u 


ti  v  =  o  r  > 
o 


wo  o  und  (j  willkiirliche  Parameter  sind,  so  dass  die  gegebene 
Funktion  als  das  Resultat  der  Beziehung 


r~0, 


ur, 


k 


aufgefassst  werden  känn. 

Die  Parameter  q  und  o"  sind  aber  nicht  ganz  willkiirlicb, 
miissen  vielmehr  so  gewählt  werden,  dass  die  Werte  von  c, 
h,  k,  i-i  und  v  verwendbar  werden,     Dies  gibt: 

I.  a>0. 

II.  o   —•  I  muss  dasselbe  Vorzeicben  wie  (i  haben. 

III.  Q  muss  so  gewäblt  werden,  dass  y  —  /j'(>  >  O,  a  —  >  O, 
d.  h.  so  dass 

a  p 

Die  Bedingung  III  ist  nun  fiir  eine  unendlicbe  Menge 
von  Werten  o  befriedigt,  weil  nämlich  ay — ,S^>0  vorausge- 
setzt  wurde.  Es  ist  also  nicbt  nur  möglich,  die  Funktion 
F{x,y)  auf  die  angegebene  Weise  aufzufassen,  es  ist  auf 
unendlicb  viele  Weisen  möglich.  Die  Korrelationsfunk- 
tion känn  als  die  statistische  Realisierung  einer  von  unend- 
licb vielen  Beziehungen  von  der  Art 

angeseben  werden. 
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Wir  wollen  niin  untersuchen,  zwischen  welchen  Gren- 
zen  der  Parameter  q  gewählt  werden  känn.  Zu  dem  Zwecke 
werden  wir  uns  noch  eines  Begriffes  dor  Galton-Pear- 
SON'schen  Korrelationstheorie  erinnnern. 

Es  sei  fiir  jeden  Wert  x^  das  Mittel  y^  der  Werte  y  be- 
rechnet,  welche  ?j  annehmen  känn,  wenn  ^*  den  Wert  Xq  an- 
genommen  hat.     Man  erhält  fiir  ?/„  die  Gleiehiing 

+  00 

I  {y  —  y,)F{x,,y)dy^Q 

—  T: 

und  som  i  t 

.» 
2/0  =  ''  ■  a:» . 

Die  Mittel  Vo  liegen  also  sämtlich  auf  einer  Geraden,  die 
wir  sehreiben  können 

y      ^  ■     ti 

und  welche,  wio  wir  schon  oben  gesagt  haben,  als  Regres- 
sionslinie  bezeichnet  wird.  Berechnet  man  auf  dieselbe  Weise 
fiir  jeden  Wert  y„  den  entsprechenden  Mittelwert  x^,.  so  er- 
hält man  die  zweite  Regressionslinie,  deren  Gleichung 

y         ^    '       K 

sei.  Wenn  man  jetzt  den  unbestimmten  Parameter  0=  tg6/ 
setzt,  so  ergibt  sieh  statt  der  oben  genannten  Bedingung  fiir 
den  Parameter  ^  die  folgende  fiir  () 

O,  <0<  (L  . 

Wir    haben    also   den 

Satz.    Wenn  die  Korrolationsf unktion  fiir  i*  und  rj 

F{x,y)=--  fi-(ax2-2,?xj/ +  ;•;/') 
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gegeben    ist,    und   man  mit  O  eine  beliebige  Zahl  zwi- 
schen  0^  und  0.,  bezeichnet,  wo 

tg  é/,  =  ^  , 

so   känn    man   fiinf  Zahlen  c,h,k,u  und  v  bestiramen, 
sodass 

.    h 
K 


und  gleichzeitig 


O, 


^  =  tg., 


ist. 

Mit  anderen  Worten :  F(x,y)  känn  als  eine  statistische 
Realisierung  einer  beliebigen  Geraden  zwischen  den  Regres- 
sionslinien  angesehen  vverden. 

Wir  sind  jetzt  imstande,  dia  wirkliche  Bedeutung  des 
Korrelationskoeffizienten  in  unserem  Fall  anzugeben.  Man  hat 

Vay 
Aus  den  Ungleichungen  in  III  (S.  31)  schliesst  man,  dass 


K 

r- 

f2  < 

<  ]. 

Man  sieht,  dass  je  näher  r  den  Werten  ±  1  liegt,  je  mehr 
beschiänkt  die  Variation  von  q  ist.  Der  Winkel  O-,  —  /9,  nimrat 
ab,  wenn  r  sich  1  nähert,  die  Regressionslinien  konvergieren 

3  —  18408.     Skandinavisk  Aktuarietidskrift.    1019. 
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gogen  eine  zusammenfallende  Lage  und  die  Gerade,  welche  an- 
näliernd  realisiert  ist,  konvergiert  auch  gegcn  dieso  Grenzlage. 

Um  einen  in  der  Natur  beobachteten  Fall  mit  unserem 
-schematisclien  Fall  identifizieren  zu  können,  muss  man  fol- 
gende  Voraussetzungen  machen: 

j.  Die  Korrelationsfunktion  ist  norinul.  d.  h.  vou  der 
Form 

Vö        ,     , 

'jr 

Diese  Bedingung  ist  von  der  Eigenschaft,  dass  man,  we- 
nigstens  mit  gewisser  Annäherung,  durch  Studium  der  Beob- 
achtungen    entscheiden    känn,    ob   sie    erfiillt    ist  öder  nicht. 

2.  Die  Veränderlichen  i"  und  >^  sind  lineare  Funktionen 
einer  Veränderlichen  /  in  dem  oben  auseinandergesetzten 
Sinne. 

Diese  zweite  Bedingung  ist  mit  einer  Hypothese  iiber  die 
betreffende  Naturerscheinung  glf^ichwertig.  Diese  Hypothese 
ist  augenscheinlich  ziemlich  speziell. 

Es  muss  bcmerkt  werden,  dass  eine  vollkommene  Kennt- 
nis  der  Korrelationsfunktion  doch  keineswegs  geniigt,  um  den 
funktionalen  Zusammenhang  zu  bestimmen,  auch  in  dem  spezi- 
ellen  Falle  nicht,  den  wir  eben  betrachtet  haben.  Dies  darf 
aber  nicht  verwundern.  Das  Studium  der  Korrolationsfunk- 
tion  muss  doch  fiir  ein  oberf lächliches  Xaturstudium  an- 
gesehen  werden. 

Eincii  gewissen  Wert  hat  es  ohne  Zweifel.  Wenn  die 
oben  gegebenen  Voraussetzut)gen  plausibcl  gemacht  worden 
sind,  so  känn  durch  das  Studium  der  Korrelationsfunktion 
ein  Schluss  iiber  den  Funktionszusammcnhang  gezogon  wer- 
den: die  unbekannte  Gerade,  die  den  Zusammenhang  sozu- 
sagen  repräsentiert,  känn  zwischen  bestimmte  Grenzlagen 
eingeschlossen  werden.  Die  Rolle  des  Korrelationskoeffizien- 
ten  ist  hierbei  nur  die.  eine  Vorstellung  von  der  Grösse  des 
Variationsgebietos  zu  geben.  Auf  die  Frage,  ob  ein  Zusam- 
menhang existiert  öder  nicht,  känn  er  selbstverständlich 
keine  Antwort  geben. 
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§  12.    Der  BRAVAis'sche  Fall  als  Grenzfall. 

Wir    berechnen    jetzt    die    Verteilungsfunktion    q){x)   der 
Veränderlichen  ^,  welche  durch  die  Relation 


:?       ."i  'i  +  "2  ' 2  + 'r  ,".s-  's, 

cl  ■■•:•:'.>■'■ 

wo  r;.  ~  O  (A  =  1,  2,  3,  .  .  .  s),    definiert  ist.     Man  hat  nacli  der 
Definition 


00 

—  u.J. !iJs)e-''''^*^^~'''^' "Uldtj  .  ..dts. 

Wir  fiihren  die  Integrationsvariableh  u^,  n.,, .  .  .  Vg  em,  die 
durch  die  Gleichheiten 

«l  =  /<,   ti   +   II.  t-,   +  ■■  ■  +   l(s  ts, 

u.,  ==  a^i  ^1  +  ay,  t^-\ +  a.s  ts , 

(O  .■ 

Vs  ■=-■  Clxi  fl   +  rt.sj  tjA f-  (hs  ts 


definiert  werden,  wo  a.^,,  .  .  .  ass  so  gewählt  sind,  dass  die  De- 
terminante   /\  des  Systems  7^  O  ist.     Man  erhält 


(x)  =  \  ^±:;:^  l-lfl  (x  —  m,  )  f-'<"i--".-)^<. . .  du, 

A    (Vyrr  J       .' 


wo  f  {ui  .  .  .  Us)  eine  homogene  quadratische  Form  bedeutet. 
Wenn  man  hier  sukzessiv  nach  tis,  Vs-i,  ■  .  .it.,  integriert, 
wird 
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p{x)      A  ./ é/,.(.r  — w,)e-''-'"rdv/,, 

—  or. 


Soi  dio  neiie  Veränderliche  ^',  durch  die  Bedingung 

^1         ."i  '  1   +  ,".•  '■:  + f-  ,"*  '* 

bestimmt,  *ind  sei  />,  (x)  ihre  Verteilungsfunktion.  Um  die 
Wahrscheinlichkeit  ziiberechnen,  dass  i',  ins  Intervall  a,  <x<a^ 
fällt,  hat  man  den  Ausdruck 


liber    den    Bereicli    zn    integrieren,    welcher    durch    die    Un- 
gleichheit 

a,  <.",/,  +  ••    -}  /fs^.v  <  a, 

definiert  ist.     Fiihrt  nian  hier  die  Substitution  {'C)  aiis,  so  er- 
gibt  sich 

<(1  Ol  — Of 


\v()  /  dieselbe  Form  wie  oben  bcdeutet.  Integriert  man  nacli 
//,,  Wg_i  . . .  M,,  so  bekomnit  man  mit  denselben  Konstanten 
^4   und  a  wie  oben 


1  />,  i.r)dx      A  i  e-"*"idu, 
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Man  känn  also  setzen: 


Wenn  e  — >0,  wird 

Lim  p{x)  =  fl  {x). 

Wir  haben  also  den  folgenden 
Sat/.     Wenn 

SO  hat  man 

I    -li~0, 

wo  c  durch  die  Relation 

c2      cl       cl^  cl 

gegeben  ist. 

Wir  werden  jetzt  die  beiden  Veränderlichen 

^ J- lit ^r^  4 h  Ils ^s  und 

t]  -^  ;/,  i\  H +  Ps  Is 

studieren  und  ihre  Korrelationsfunktion  F  (x,  y)  mit  der  Kor- 
relationsfunktion Fl  {x,  y)  der  Veränderlichen 

|j  .:^,Mi  r,  H F  ,«s  /,  und 

vergleichen.     Wir  setzen 
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(O     F  (X,  y)  --  ^''.    '''[■■[  (k\x-ii,  /, ujs)  O,  (y  - 

—  )',/.  — -•»',/,)  e-^'<> ''»^Idt,  ..  .dt,. 

F,  {x,  y)  ist  in  §  7  berechnet  worden.  Man  erhält  ganz  ana- 
log wie  oben  im  Fall  einer  einzigen  Veränderlichen 

.  '    ■    •'  (T  +  i^  ?/+( 

^(•^■.!/)="=_j^-^  I  ^".  I  dn,t\{u^,u.). 

%.  t-' 

x—f>         ti-  f 

Lä8st  nian  niiii 

Ö-^O  und  .—O 

konvergioren,  so  bokomnit  man  augenscheinlich 

F{x,y)-'F,{x.y). 

Man  hat  also  folgenden 
Salz.     Wenn 

p.    .  Ill  I  i  -\ -i-   Ils  '.s-  • 

v"    ■^i  'l   -T  ■  ■  •  +   ''s  Is, 

<i      III  II  H f  /'«/», 

i-.:\.r.       ■  •    . 

ty,       r,  /,  H f-  7',!,, 

'-'».;.  1^0    (Ä-  1,2,  3... .9), 

so  11  a  t  man 

Fix,!/)      F,(x.y), 

■.   •/:    •!  ,!i  .II..-.  (',.•)' 

wo  F\{x,y)  aie. Funktion  aiif  Seite  17  bedeutet. 

Der  BKAVAis'scho  Fall  ist  folglich  mit  oincm  speziellen 
G  ren  zf  all  unserer  allcemeinercn  Tiieorie  identisch.  Der 
(Irenzfall  lat  aber  von  unserem  Standpunkte  aus  nicht  nor- 
mal. In  diesem  Fall  existiert  nämlich  keine  Korrelationsfunk- 
tion zwischen  i',  j^, /,,/.,... /«,  und  also  aucli  keine  gene- 
rioronden  Funktionen  fiir  i'  und  ». 
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§  13.     Der  allgemeine  Normalfall. 
Die  Verteilungsfunktion  der  Veränderlichen 

wo 

r;~0    (/=  ],2,...s), 
laiitet 

p(x)  =  ^-  *  •^*  i-  i  e-'*={^-."i<i .",^,)=-ci/! <^stldi, .  ..dl, 

—  c» 

Integriert  man  nach  /«,  wird  das  Integral 

+  0» 

(l/yr)V  Vti 

wo 

1  _  &  ,  1 

hl       cl  ^  h^' 
lind  der  Ausdruck   fiir  "p  {x)  geht  somit  in  den  folgenden  iiber 

h^C^  .  .  .C«_i 


V  (*)  =  r 


i  ...  i  g~hl(x-inh l^s-\h-\)r-<'V\ cl_-itl_^^li^  _     .d/s_T 


Wird  das  Verfahren  wiederholt,  erhält  man  endlich 


V  TT 


WO 


w  A="l  +  ".-+ ■■■+'4  +  i 

h;       c]       c:,  cl       A- 
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Beachtet  man  jetzt,  dass 

Lim       =^',^+     •  +  '     . 

h  .00  "S  Ij  t» 

so  känn  man  also  folgende  Sät/e  aufstellen. 

Satz.     Wonn 

.  h 

i~//,r,  +  •••  +i/,7,, 

r/~0       (Ä=l,2...«). 
so  hat  man 

wo  Ä,  durch  die  Formel  (^)  gegeben  ist. 
vSatz.     Wenn 

S~  u^  r,  H f-.",r,, 

^i  ^/'i  'i  -^ +,".^«» 

so  ist 

r  I,. 

Um    die    Verallgemeinerung    analog    zum    §    12  durchzu- 

fiihren,  hat  man  zu  setzen 

.  h 

i^K,  7,  H l-//«r,, 

k 

Die  Korrelationsfunktion  von  ^'  und  i]  nimmt  die  folgende 
Form  an: 


hkc^ ...  c. 


^  (l/7r)«+2./ 


(l/7r)'+2   . 

—  TI 

^-h^x--!,^h .<',/,)2-A=(;/->'i<i v,/,)'— c!/i' '•i'sdt    ...dt.. 


Der    Exponent    von  e  ist  eine  quadratische  Form,  nicht 
homogen    in    den     Integrationsvariablen,    alxr    homogen    in 
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x,y,ti...ts-  Integriert  man  zunächst  nach  tg,  so  bekommt 
man  unter  den  s  —  1  iibrigen  Integralzeichen  eine  neue  Funk- 
tion, \vo  der  Exponent  von  e  auch  eine  quadratische  Form 
ist,  homogen  in  bezug  auf  x,y,t^...ts-\.  Die  Wiederholung 
des  Verfahrens  gibt  endlich 

Vö 

Ji^{a:,  y)  =     "e-(«^-^-2.3*?/+-,z/^), 

,5  =  a'/  — /^-, 
wo   die   multiplikative   Konstante   so   bestimmt  wurde,  dass 

+  CD     +  00 

f   CF[x,y)dxdy^  1. 

—  a>  —  CO 

Man   känn  ans  den  Beobachtungen    .  und  ^   sehr    leicht 

o  o 

berechnen.     Die  Verteilungsfunktion  fiir  ^  wird,  einerseits, 


p{x)=  \F{x,y)dy=        1/ 


e    '■" 
7 


andererseits  ist,  wie  wir  gesehen  haben, 

Man  erhält  also  fiir  die  betreffenden  Konstanten 


r        I        u\  Ils 


«  1  ^1  vi 

d      k'^  c',  ^  cl 

Wir  werden  jetzt  zur  Berecbnung  von  d  iibergehen.'     Zu 
dem  Zwecke  sei  zuerst  bemerkt,  dass 

'  Die    folgende    Hprleitung    verdanke    ich    teilweise  einer  freimdlieheii 
Hemerkunsr  von  Herrn  M.  RiESZ. 


Vd 


Ii  k- c  t  ...  c,   /  ' 


A' (O,  O)  -     ^'^.'^',4-2' j-   •  I  e-«('-'-'  •'..  rf  t,  .  ..dt,, 


\\o  mail  mit  (j  folgeiiHe  liomogenc  Form  bozeichnet: 


/.-i 


0{t^...  t,)  ^      h-l  ^  I,;,  t,_        ^-  k^  (    y^  >';.  /;.  ]      i     ^^  C).  Vi 


Die  Diskriminante  dieser  Form  ist 


D 


h- ii\  +  k-  )'l  +  cl;     h-  UyU-i  f  k^  r,  Vn\  .    . 
h-  ll^  It.,  +  k-  ;',  r^;      h^ fil  -\-  k'  rl  -¥  c\\  .    . 

h' III  Ils  +  k^  t\  )'g',      fl- II,  Ils  -*-  /.  -  )'■_.  )'s',   ■    ■ 

t 
Die    Matrix    von    D    ist  die  Siimmc  dreier  Matrizen,  die 
wir  folgendermassen  bezeichnen  wollcn: 

(^,,  .4,,  .  .  .  As)  ■  [B,.  B.,,  .  .  .  B,),  {C,:C,,  ...Cs). 

Die  Ai,  Bi,  C  i  bedeuten  hier  Kolonnen,  nämlicli 


Ai^^l 


h-  iii  II, 

"i 

\F-r 

i'i 

'•| 

}l-  lliU^ 

h-  tii, 

,"2 

;    Bi^- 

k-'  v 

''2 

>  =  k-  Vi, 

»'n 

h^  tii  11^ 

,"s 

/.•*  v 

'» 

y„ 

während  Ci  die  Ivoloiiiieii  der  Matrix 


r;  O  O  ...  O  ] 
O  c-  O  ...(►! 
O     O     c:   .    .    .  {) 


o     i)     O    ...  Ci 
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sirtd.  ;,Die  Matrix  der  Determinante  D  känn  nun  geschrieben 
werden  .  ; 

{A,  +  B,  +  C,,  A,  +  B,  +  C, A,  +  Bs  +  6',; . 

Man  känn  also  D  in  3*  Teildeterminanten  zerlegen,  näm- 
lich  in  alle  Determinanten  der  Matrizen 

(P,,P,,...P.,), 

wo  P  irgend  einen  der  Buchstaben  A,  B  öder  C  bezeichnet. 
Von  diesen  Determinanten  sind  alle  Null,  die  mehr  als  ein 
A  öder  mehr  als  ein  B  enthalten.     Es  erlibrigt  sich  nur: 

i)  Die    von    allén    Ci    zusammengesetzte    Determinante, 
welche  =  c*  c^  ...  c|  ist. 

2)  2s   Determinanten,    deren  jede  ein  A  öder  ein  B  ent- 
hält. 

3)  s{s — 1)    Determinanten,   deren  jede  ein  A   iind  ein  B 
enthält. 

Nach  einigen  Rechnungen  erhält  man 


h'  k''c:  .  .  .  cl      h^k^      ¥  ^  cl  "^  F  .^  ci: 


■,         S  S  1  la 

1      ^      ^  1  "         "      "^ 


2   ^^  ^^  cl  C) 


Fiihrt  man  auf  G  die  Substitution 


ts  ==  Cls,  «,    +  f.s-.  U,   + \-  ttss  Ws 


aus,  deren  Determinante  ||aiÄ:||  niit  J  bezeichnet  werde,  und 
werden  die  aik  so  gewählt,  dass  das  Snbstitutionsresultat 

G'  {Ui ,  u.,,  .  .  .  Us)  =^  alul  +  alul  -] +  al  ul 

aus    lauter    von    Null   verschiedenen  Quadraten  besteht,  was 
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wegen    D  ^  O   imraer   ffemacht   werden  känn,  so  wird  die  Di- 
skrimiriante  von  G' 

D'^a]al  .  ..al 

lind  nian  erhält  bekanntlich 

/)'  =  J«Z). 

Das    Integral    F(0,0)  geht  durcb  unsere  Substitution  in 
den  folgenden  Ausdruck  iiber: 

t '- 

—  .«y.  •     -..,-  - 

[Vjrf^'  «,       «_,        Us 

h  .k.c^  . .  .Cg      I 
Beachtet  man,  dass  dieser  Ausdruck 

n 
ist,  ergibt  sich 

1  D 

d       h^  k-  Cj  .  .  .  Cg 

öder,  nach  dem  oben  gesagten, 

1  1      I    1     y  r;         I     y  fl   ,    1   VI    v«r"x ''/.  —  ."/. ''x)" 

h'  ^  C)   "^  it''  ^  cl  "^'  2  ^   ^ 

Durcb  die  Relation 


()       h'k'      h^  ^  C)   ^  k'  ^  Cl       2  ^   ^  cl  c\ 

/.  =- 1  /.  —  I  X  -  1    /  —  1 


(i^       ny       1 


45 

erhält  man  schliesslich,  wenn  das  Vorzeichen  durch  Speziali- 
sierung  auf  den  Fall  des  §  10  bestimmt  wird, 

^-  =  '"'  ^'>    4-    "2^'2     ,    ...    ,     f's^'s 
o  Cl  cl  Cs 

Man  sieht  also,  dass  a,  (i,  y  in  diesem  Fall  fiir  7i— oo 
und  k—^ao  gegen  die  Werte  auf  S.  17  konvergieren.  Man 
hat  demnach  folgende  Sätze. 

Satz.     Wenn 

.    h 

k 
rj  ~  1\  A ,  +  •  ■     -t    Vs  Ts  , 

rr-O, 


so  is  t 


Vd 

F{x,y)  =  ^-  e-(«-^'- -'^^ •'/  +  ;■ '■''\ 


wo  die  Konstanten  oben  gegeben  sind. 
Satz,     Wenn 

v.     00 

i;   ~  Ui  11   -\ h  UsTs, 

^  ~  i'i  /,  ^  ••■  +  •<'«/«, 

bl   =/')  'i   -I +  /'si«, 

C/. 


so  ist 


F{x,y)=^F,{x,y): 


wo  Fi{x,y)  die  BRAVAis'sche  Funktion  auf  S.   17  bedeu- 
tet. 


4é 

Der  BRAVAis'sche  Fall  tritt  also  wiederum  als  einGrenz- 
fall  der  ailgeineinen  Theorie  auf. 

Fiir  den  Korrelationskoeffizieiiten  wird  in  dem  allgemei- 
nen  Normalfall 


Um  die  Bedeiitung  des  Korrelationskoeffizienten  in  kom- 
plizierteren  Fallen  als  dem  des  §  10  darzustellen,  könnte  man 
vielleicht  zunächst  die  Formeln  diescs  Paragrapben  zum  Aus- 
gangspunkt  wählen.  Der  Verfasser  hegt  auch  die  Hoffnung, 
dass  durch  Ausdehnung  der  Untersuchung  auf  unendliche 
Prozesse  allgemeinere  Resultate  erhalten  werden  können. 


§  14.     Kritische  Bemerkung-en 

Wir  haben  oben  gesehen,  dass  die  sogenannte  normale 
Korrelationsfunktion  als  das  Resultat  einer  grossen  Gruppe 
von  einfachen  scbematischen  Korrelation^fällen  herauskommt. 
Es  muss  demnacb  betont  werden,  dass  eine  normale  Korrela- 
tionsfunktion eine  sehr  vieldeutige  Erscbeinung  sein  muss. 
Tn  dem  einfacbsten  Falle  baben  wir  etwas  näber  untersucbt, 
inwiefern  das  Studium  der  Korrelationsfunktion  eine  Kennt- 
nis  der  inneren  Natur  der  Verkniipfung  zwiscben  den  Verän- 
derlicben  zu  geben  vermag.  Die  negativen  Resultate,  zu 
denen  wir  dabei  gelangt  sind,  gelten  natiirlicb  a  fortiori  in 
den  komplizierteren  Fallen. 

Fiir  die  engliscbe  Scbule  bat  die  Bestimmunc  des  Kor- 
relationskoeffizienten r  eine  grosse  Bedeutung.  Es  sind  da- 
bei zwei  Sätze.  die,  wenn  auch  nicbt  immer  deutlich  ausge- 
sprocben,  das  F'iindameiit  dieser  Ansicbt  bilden.  Die  beiden 
Sätze  sind  die  folgenden : 

1.  Wenn  r^O,  so  sind  i  und  i^  von  einander  unab- 
bängig. 

2.  Wiiin  r  I  1  öder  -  1,  .'jo  sind  i  und  i^  einander 
streng  proportional. 
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Diese  Aussagen  sind  aber  nur  unrichtige  Verzerrungen 
zweier  richtigen  Sätze,  die  etwa  folgenderraassen  ausgedriickt 
werden  können: 

1'.  Wenn  i"  und  i]  von  einander  unabhängig  sind,  so  hat 
man  mit  einer  gewissen  Wahrscheinlichkeit  eine  normale 
Korrelationsfunktion  mit  r  =  O  zu  erwarten. 

2'.  Fiir  eine  ganz  beliebige  Korrelationsfunktion  lässt 
es  sich  beweisen,  dass  r  nie  =+  1  öder  — 1  werden  känn, 
sondern  dass  immer  \r\<  1  ist. 

Bei  Pearson  habe  ieh  keinen  Versuch  gefunden,  die  Aus- 
sagen 1  und  2  zu  beweisen.  Was  Bravais  betrifft,  so  ist  es 
sicher,  dass  er  sie  nicht  fiir  richtig  ansah.  Fiir  die  Behaup- 
tung  J  hat  er  es  deutlich  ausgesprochen.  In  der  zitierten 
Abhandlung  findet  sich  bei  der  Besprechung  des  Falles  r  =  O 
folgende  Stelle:  »Ainsi,  dans  ce  cas,  la  probabilité  des  va- 
leurs simultanées  ^"  =  ,r,  rj  =  y,  est  exactement  la  méme  que 
si  les  variables  ^*  et  i^  étaient  entiérement  indépendantes 
Tune  de  Tautre.»  Es  ist  also  hier  deutlich  gesagt,  dass  zwei 
Variablen,  die  wirklich  von  einander  abhängen,  r=0  geben 
können.  Was  den  Artikel  2  betrifft,  so  haben  wir  oben  aus- 
driicklich  hervorgehoben,  dass  der  Fall  von  proportionalen 
Variablen  von  der  Untersuchung  gänzlich  ausgeschlossen  ist. 

In  einer  Abhandlung  vom  Jahre  1897^  hat  G.  Udny  Yule 
einen  scheinbaren  Beweis  fiir  die  Aussage  2  gegeben.  Der 
Verfasser  berechnet  zunächst  die  Ausdriicke 


1    y   iXr  ^       yA^  ^    1   ^1   /?/„  _      X, 

n  ^  Xox         (Ty!        n  ^  \ay         (/, 

wo  die  Bezeichnungen  mit  denen  des  §  10  (Seite  29)  iiberein- 
stimmen.  Er  setzt  dann  fort:  »Hence  r  cannot  be  greater 
than  unity.  If  r  be  equal  to  unity,  or  of  the  correlation  be, 
perfect,  all  the  above  .  .  .  sums  beoome  zero.     But 


X       y 


can  only  vanish  if 

'  On    the    Significance    of    Bravais'    Formuloe  for  Regression,   &c.,  in 
the  caso  of  Skevv  Correlation.   Proc.  Roy.  Soc  ,  Vol.  LX,   1897,  p.  477. 
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±   ^  =0 

'>x         o,, 

in  every  case,  or  if  the  relation  holds  good, 

the  sign  of  the  last  term  dependmg  on  the  sign  of  r.  Hence 
the  stateoient  that  t.wo  variables  are  "perfectly  correlated' 
implies  that  relation  (/)  liolds  good,  or  that  all  pairs  of  de- 
viations  bear  the  same  ratio  to  one  another.» 

Ura  die  Sache  besser  zu  verstehen,  wollen  wir  von  den 
angenäherten  Suramen  zu  den  exakten  Integralen  iibergehen 
Biidet  man  das  Integral 

+  00 


[[(^^-f/^A^'''''^^'^^'^^' 


so  ergibt  sich  nach  und  nach 


Hieraus  folgt  unmittelbar  (fiir  eine  beliebige  Kor- 
relationsfunktion F),  dass 

1  -  r*  >  O 

und  s  o  m  i  t  i  m  m  (^  r 

Es  hat  also  keine  Bedeutung  zu  fragen,  was  eintreffen 
wiirde,  wenn  r  exakt  ^^  I  wäre. 

Man  känn  aber  bem<'rken,  dass  wenn  F{x,y)  in  der  gan- 
/en  Kbene  mit  Ausschluss  der  nächsten  Umgebung  der  CJe- 
raden 
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verschwindend  wäre,  man  mit  gewisser  Annäherung  r^  =  1 
hatte.  Die  Analogie  mit  unserem  theoretischen  Spezialfall 
des  §  9  ist  offenbar. 

Das  Integral  /  känn  auch  zweifellos  den  Ausgangspunkt 
einer  genaueren  Untersuchimg  bilden.^  Wenn  man  nämlich 
das  Integral 


betrachtet,  so  findet  man,  dass  die  Annahmc 

r  nahe  —  ±  1 
zur  folgenden  Ungleichheit  fiihrt: 

I{^,\))<I{CC,    Go)<6, 

wo  s  klein    ist.     Man    känn    also   unter   gewissen  Vorausset- 
zungen  schliessen,  dass 


dU(^,i))      /        il/,.. 


(i^öi)         \'       M, 


^•|VaM;)<()', 


wo  d  auch  klein  ist.  Also:  wenn  der  Punkt  (^,  \})  sich  nicht 
in  einer  gewissen  Nähe  der  obengenannten  Geraden  befindet, 
so  muss  F{^,  \})  klein  sein.  Das  sind  aber  allés  Dinge,  die 
näher  untersucht  und  präzisiert  werden  miissen. 

Einen  neuen  Beweis  fiir  die  unrichtige  Aussage  2  hat 
Charlier^  gegeben.  Der  Verfasser  definiert  r  fiir  eine  belie- 
bige  Korrelationsfunktion  und  berechnet  dann  die  Formel 

(x)     M,oM,,-31],= 

'^  o  \  i  i  i  ^"^^  —  yu)^  F  {x,y)  F  {v  ,v)dxdydudv. 


'  Ich  verdanke  Herrn  G.  Bohlmann  eine  interessante  Anweisung 
in  diesel-  Richtunjr 

^  Contnbntions  to  the  matliematical  thenry  of  statistics-  6.  The  cor- 
relation   funot  on  of  tvpo  A.     Arkiv  för  Mat.,  Astr.  och  Fys.    Bd  9.    N:o  26. 

4  —  isias.     SJccindinarisk  AUuarietidsTiiift.    1919. 
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Aus    dieser    Formel    kaiin    man    offenbar    den    richtigeii 
Schluss  /iehen,  dass 


ist,  öder  dass 


i/2oi»/o2  — -*^ii  iramer  >0 


d.    h.    einen    Beweis    fiir    2'.     Der   Verfasser  macht  aber  foi- 
gende  Aussage: 

s>Hence  we  have 


M,,M,,  —  M],>0 


and  consequently 


The  right  member  of  (x)  vanishes  only  if 

XV  — yu  =  O 

h,  e.  if  x'.y  =  u:v.  As  ?i  and  v  denote  any  vallies  of  a;  and 
y,  this  condition  involves  tliat  x  and  y  are  strictly  propor- 
tional  to  each  other.  Only  if  this  takes  place  we  get 
r- =  1 ,  else  we  have  ev  er  »*^<1.» 

In  dieser  dreisten  Form  mag  der  Fehler  selten  vorkom- 
men.  Man  niuimt  an,  dass  ein  Integral,  iiber  den  ganzen  Raum 
ausgestreckt,  gleich  Null  wird,  und  zieht  daraus  einen  Schluss 
iiber  die  Integrationsvariablon.  Es  ist  aber  interessant,  dass 
der  CHARLiER'sche  Fehler  im  Grunde  derselbe  wie  der  eben 
betrachtete  von  Yule  ist.  Diirch  ein  näheres  Studium  des 
vierfacheii  Integrals  wiirde  sich  noch  ein  Resultat  vom  Cha- 
rakter  unseres  speziellen  Falls  des  §  9  ergebcn. 

Auf  derselben  Seite  in  der  zitierten  Arbeit  kommt  fol- 
gende  Aussage  iiber  den  Satz  1  vor:  »If  .  . .  r  =  O,  we  de- 
duce  .  .  . 

F{x,y)  =  ip{x)ip{y), 

where  (p{x)  and  <p{y)  denote  the  normal  frequency  fnnctions 
of  X  and  y...  This  equation  shows  immediately  that  .c  and 
7/,  for  r -=  O,  are  independent  variates.* 
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Wenn  die  Korrelationsfnnktion  normal  ist  und  r  =  0,  so 
ist  es  zwar  richtig,  dass 


Va  Vy 


9{y)> 


wo  p{x)  und  q{y)  die  Verteilungsfunktionen  von  |^'  und  j;  be- 
deuten.  Wenn  man  die  Formeln  auf  Seite  17  öder  41  und  45 
betrachtet,  so  findet  man  auch,  dass  dieses  in  den  betreffen- 
den  Spezialfällen  immer  dann  eintrifft,  wenn  r,,  =  0  fiir  sämt- 
liche  X  sind,  fiir  welche  i.iy,  y^  O  sind,  d.  h.  wenn  die  Veränder- 
lichen  ^'  und  >/  nicht  von  denselben  Ursachen  abhängen.  Aber  es 
känn  offenbar  auch  sonst  vorkommen,  dass  /:?  =  O  (und  also 
r  =  0).  Es  lassen  sich  m.  a.  W.  zwei  Veränderliche  konstruieren, 
fiir  die  r  =  0,  welche  aber  deutlich  von  einander  abhängen. 

Durch  das  Vorhergehende  haben  wir  hoffentlich  einen 
niitzlichen  Skeptizismus  gegeniiber  den  Vorstellungen  der 
Korrelationisten  *gewonnen. 

Wir  haben  schon  bemerkt,  dass  zwei  von  einander  unab- 
hängige  Veränderlichen  durch  die  Wirkung  des  Zufalls  eine 
normale  Korrelationsfunktion  generieren,  wo  r  =  O  ist.  Fin- 
det man  also  beim  Aufstellen  einer  Korrelationstabelle  ent- 
weder,  dass  F{x,y)  nicht  von  dem  normalen  Typus  ist,  öder 
dass  F{x,y)  normal,  aber  fi  von  Null  verschieden  ist,  so  wird 
man  dazu  gefiihrt,  einen  Zusammenhang  zwischen  j^  und  rj 
anzunehmen,  —  vorausgesetzt,  dass  die  Beobachtungen  genii- 
gend  zahlreich  sind,  um  das  Resultat  zu  sichern. 

Aber  dies  scheint  im  Grunde  das  einzige  zu  sein,  was  die 
Korrelationsuntersuchung  ohne  weitere  Hypothesen  gibt. 
Und  dies  ist  eben,  was  der  Instinkt  meint:  wenn  ein  Blick 
auf  die  Korrelationstafel  eine  ausgeprägte  Schiefheit  ver- 
merken  lässt,  so  hat  man  sofort  den  Verdacht  eines  Zusam- 
menhangs. 

Es  wäre  nun  sehr  wiinschenswert,  wenn  die  Korrela- 
tionisten sich  die  grosse  Arbeit  ersparten,  alle  möglichen  Kor- 
relationskoeffizienten  auszurechnen.  Wenn  die  Korrelations- 
untersuchungen  wertvoll  sein  sollen,  so  miissen  zunächst  die 
Beobachtungen  sehr  sorgfältig  geschehen,  die  Korrelations- 
tafeln  statt    der  Korrelationskoeffizienten  veröffentlicht  und 
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die    Korrelationsfunktionen   selbst   genauer    studiert  werden 
vvas  im  allgemeinen  graphisch  geschehen  känn. 

Dann  muss  man  sicb  aber  iiber  die  Hypotbesen  klar 
werden.  Wir  baben  hier  eine  spezielle  Art  von  Hypotbesen- 
bildung  kennen  gelernt:  es  ist  selbstverständlicb,  dass  sie 
nicbt  die  einzige  ist,  doch  vielleicbt  die  einfacbste. 

Aber  was  man  vor  anderem  festbalten  muss:  es  ist  kaum 
Sacbe  des  Statistikers,  diese  Hj^potbesen  zu  bilden,  obne  die 
Natur  der  besonderen  Erscbeinung  zu  beriicksicbtigen.  Es 
wäre  vielmebr  sebr  niitzlicb,  wenn  die  erf orderi icben  Hypo- 
tbesen von  den  Spezialisten  gebildet  wiirden.  Die  Korrela- 
tionstheorie  ist  kein  Stein  der  VVeisen,  der  durcb  ein  ober- 
fläoblicbes  Beriibren  die  verwickeltsten  Probleme  löst:  um 
bestebende  Resultate  zu  erbalten,  muss  man  versucben,  tiefer 
in  die  Fragen  einzudringen. 


tJber   die  technische   Grundlage  der  Versicherung 
minderwertiger  Leben. 

Resumé    eines    am     23.     Mai    1918    im    »Svenska   Aktuarieförenirgen»    von 
Dr.  Jens  Pederseu,  Kopenhagen,  gehaltenen  Vortrages. 

Man  pflegt  das  Problem:  »Versicherung  minderwertiger 
Leben»  als  eines  der  schwierigsten  in  der  Lebensversiche- 
rungstechnik  zu  nennen,  und  es  ist  nicht  mit  Unrecht,  dass 
man  diese  Bezeiclinung  anwendet.  Dies  gebt  schon  daraus 
hervor,  dass  das  Problem  noch  nicht  auf  befriedigende  Weise 
gelöst  ist,  obgleich  es  in  Wirklichkeit  eben  so  alt  ist,  als  die 
auf  rationeller  Grundlage  betriebenc  Lebensversicherung, 
und  obgleich  —  allerdings  mit  Unterbrechungen  —  an  der 
Lösung  des  Problemes  in  iiber  hundert  Jabren  gearbeitet  ist. 

Die  Schwierigkeit  bei  dem  Problem  liegt  natiirlich  in 
erster  Linie  darin,  dass  es  ein  Problem  ist,  das  nicht  mit 
äusserer  Hiilfe  gelöst  werden  känn.  Ich  meine  hiermit,  dass 
eine  befriedigende  Lösung  nur  durchgefiihrt  werden  känn, 
sobald  ein  sehr  umfangreiches  Erfahrungsmaterial  betreffend 
die  Sterblichkeitsverhältnisse  bei  minderwertigen  Leben  vor- 
liegt,  aber  ein  solches  Erfahrungsmaterial  känn  nur  durch 
eine  in  der  Praxis  durchgefiihrte  Versicherung  der  minder- 
wertigen Leben  zuwegegebracht  werden.  Miisste  dies  ganz 
wörtlich  genommen  werden,  sähe  es  ja  sehr  traurig  aus; 
wenn  man  sich  aber  erinnert,  dass  die  Versicherung  normaler 
Leben  vor  die  gleiche  Aufgabe  gestellt  gewesen  ist:  ihre 
eigene  Grundlage  zuwegezubringen,  auf  ihren  eigenen  Er- 
fahrungen    zu    bauen    und   dass  sie  diese  Aufgabe  zufrieden- 
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stellend  gelöst  hat,  sicht  es  doch  etwas  hoffnungsvoUer  aiis, 
selbst  wenn  man  einräumen  inuss,  dass  die  Versicherung  min- 
derwertiger  Leben  ein  weit  komplizierteies  Problem  ist,  als 
die  Versicherung  norraalor  Leben. 

Liegt  nun  auch,  wie  ich  hervorgehoben  habe,  die  Schwie- 
rigkeit  bei  dem  umsprochenen  Problem  in  der  Art  des  Pro- 
blemes  selbst,  so  lässt  sich  doch  nicht  läugnen,  dass  die 
Schwierigkeit  dadurch  vermehrt  uird.  dass  eine  allseitige 
Behandlung  des  Problems  eine  so  eingehende  Kenntnis  der 
Versicherungsmedizin  iind  Versiclierungsteclmik  verlangt,  wie 
sie  kein  Einzelner  besitzt;  hier  fehlt  ein  Generalnenner,  in 
welcheni  Medizin  iind  Technik  aufgeheti.  Und  leider  ist  es 
den  Versicherungsärzten  und  Aktuaren  gewöhnlich  schwer 
geworden,  sich  in  der  Arbeit  an  der  Lösung  des  Problemes 
minderwertiger  Leben  zu  finden  und  einander  zu  ver- 
stehen. 

Der  Arzt  hat  einen  natiirlichen  Dräng  zu  individualisie- 
ren,  sich  an  das  jedem  Individ  eigentiimliche  zu  heften.  Die 
rainderwertigen  Leben  bleiben  deshalb  fiir  ihn  eine  Reihe 
Individen,  die  untereinander  verschieden  sind,  nicht  bios 
durch  die  Art  der  Krankheiten  öder  Schwachheiten,  sondern 
auch  durch  den  Grad  derselben,  und  es  fällt  einem  Arzt  — 
und  sicher  mit  gutem  Grund  —  schwer,  selbst  Individen, 
die  an  derselben  Krankheit  leiden,  die  gleiche  Lebensdauer 
zuzusprechen;  denn,  wird  er  behaupten,  sie  sind  unter  einan- 
der verschieden,  nicht  nur  mit  Riicksicht  auf  den  Grad  der 
Krankheit,  sondern  auch  mit  Riicksicht  auf  eine  Reihe  an- 
derer  Umstände,  die  auf  die  Sterblichkeit  Einfluss  haben  wie 
erbliche  Dispositionen,  Beschäftigung,  ökonomische  Verhält- 
nisse  u.  a.  m. 

Fiir  den  Aktuar  ist  die  weitgehende  Individualisierung 
vom  t)bel,  fiir  ihn  kommt  es  darauf  an  soviele  Individen  in 
einer  Gruppe  zu  sammeln,  dass  or  mit  passender  Sicherheit 
die  Sterblichkeit  beurteilen  känn,  d.  h.  ohne  dass  die  Zahlen 
allzu  unsicher  wcrdon  als  Folge  davon,  dass  das  Material  zu 
beschränkt  ist  Fiir  ihn  handelt  es  sich  darum,  statistische 
Einer  in  geniigender  Menge  zu  erhalten,  und  er  rauss  des- 
halb —  bis  auf  Wcitcrcs  —  von  den  Eigontiimlichkeiten,  die 
die  einzelnen  Individen  in  der  Gruppe  charakterisieren,  ab- 
sehen;    aber  er  ist  in  der  Regel  nicht  selbst  im  Stande  fest- 
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zustellen,  ob  diese  Eigentiimlichkeiten  öder  Unterschiede 
vvesentliche  öder  unwesentliche  in  ärztlicher  Hinsicht  sind. 
Hier  ist  ein  Gebiet,  auf  welchem  Arzt  und  Aktuar  lernen 
miissen  einander  in  liöherem  Grade  als  bisher  zu  verstehen. 
Meiner  Auffassung  nach  trägt  das  Fehlen  des  rechten  Ver- 
ständnisses  zwischen  Versicherungsärzten  und  Versicherungs- 
technikern  die  Schiild  däran,  —  nicht  dass  das  Problem  im- 
mer  nocb  ungelöst  ist  —  aber  däran,  dass  man  sich  noch 
nicht  dariiber  einig  geworden  ist,  innerhalb  welcher  Rahmen 
öder  nach  welchen  Hauptprinzipien  dasselbe  zu  lösen  ist. 

Dem  einen  öder  anderen  von  Ihnen  mag  es  vielleicht 
wunderlich  erscheinen,  dass  ich  von  dem  Problem  der  min- 
derwertigen  Leben  als  von  einem  Problem  spreche,  das  im- 
mer  noch  ungelöst  ist.  Wenn  ich  dies  tue,  liegt  der  Grund 
nicht  darin,  dass  ich  vergesse,  dass  in  den  letzten  Jahren 
sowohl  hier  in  Schweden  wie  auch  in  Dänemark  und  in  ver- 
schiedenen  anderen  Ländern  den  minderwertigen  Leben  Ge- 
legenheit  gegeben  wurde  Lebensversicherung  einzugehen,  und 
auch  nicht  darin,  dass  ich  die  jetzt  stattfindende  Versiche- 
rung  minderwertiger  Leben  unterschätze.  Im  Gegenteil !  Ich 
meine  obendrein,  dass  die  Gesellschaften  von  seiten  der  biir- 
gerlichen  Gesellschaft  grosse  Anerkennung  verdienen,  weil 
sie  durch  Zusammenwirken  und  Verteilung  des  Risikos  eine 
praktische  Lösung  des  Problems  durchgefiihrt  haben.  Und 
in  ganz  besonderem  Grade  verdienen  die  privaten  Lebens- 
versicherungs-Gesellschaften  Anerkennung,  weil  sie  aufs  Neue 
ihren  Willen  und  ihre  Fähigkeit  gezeigt  haben,  den  An- 
spriichen  entgegenzukommen,  die  an  sie  gestellt  werden,  und 
das  in  einer  Periode  getan  haben,  in  welcher  man  von  ver- 
schiedenen  Seiten  den  Wunsch  äussert,  ihre  Initiative  und 
Handlungstiichtigkeit  durch  ein  Staatsmonopol  abzulösen. 
Und  ich  bin  mir  vollständig  klar  dariiber,  dass  die  praktische 
Lösung  ein  so  grosser  und  bedeutungsvoller  Schritt  der  end- 
giiltigen  Lösung  entgegen  ist,  sodass  nun  die  beste  Aussicht 
vorhanden  ist,  dass  diese  erreicht  werden  känn. 

Aber  noch  ist  sie  nicht  erreicht!  Die  Gelegenheit  zur 
Zeichnung  von  Lebensversicherungen,  die  den  minderwertigen 
Leben  jetzt  gegeben  ist,  bedeutet  nicht,  dass  man  mit  einer 
Ähnlichen  Sicherheit  wie  derjenigen,  mit  welcher  die  Technik 
die    normalen    Leben    behandeln    känn,    die  Prämien  fiir  die 
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niiinlerwcrtigen  Leben  festsetzen  und  verwalten  känn.  Und 
solange  dies  nicht  der  Fall  ist,  ist  das  Problem  niclit  voll- 
ständig  gelöst.  Die  Obereinkunft  der  Gesellschaften,  das 
Risiko  der  Ubernahme  von  Versicherungen  auf  minderwer- 
tige  Leben  gemeinschaftlich  zu  laufen,  ist  koine  rationelle 
Lösung  des  jahrhundertalten  Problems.  Der  gordische  Kno- 
ten  ist  nicht  gelöst,  sondern  duroligehauen,  und  das  hatte 
insofern  schon  vor  mehreren  Jahrzeiinten  geschehtn  können, 
wenn  sich  die  Gesellschaften  damals  hatten  ökonomisch  stark 
genug  gefuhlt  um  Bank  zu  sein  in  dem  Hazartspiel,  als  das 
die  jetzt  stattfindende  Versicherung  minderwertiger  Leben 
bis  zu  einem  gewissen  Grade  ja  angesehen  werdcn  muss. 

Ist  nun  aber  die  praktische  Lösung  nicht  eine  in  tech- 
nischer  Hinsicht  befriedigende,  öder  ein  Resultat  theore- 
tischer  Fortscliritto,  so  hat  sie  jedenfalls  das  Problem  in  eine 
neue  Phase  geriickt,  in  welcber  die  fiir  die  endgiiltige  und 
thporotisch  richtige  Lösung  notwendigen  Erfahrungen  ge- 
wonnen  werden  können.  Das  Problem  ist  aus  den  Wolken 
heruntergeholt  und  liegt  in  einer  Form  vor,  in  welcher  es 
zu  seiner  eigenen  Lösung  mitwirkt.  Wie  länge  es  in  seinem 
jetzigen  Zustande  bleiben  soll,  beruht  einigermassen  auf  der 
kiinftigen  Arbeit  dér  Versicherungsärzte  und  Versicherungs- 
techniker  an  dem  Problem.  Meiner  Ansicht  nach  wird  die 
ganz  befriedigende  Lösung  des  Problems  am  schnellsten  er- 
reicht  werden,  wenn  man  die  praktische  Lösung  in  die  Rah- 
men  bringen  känn,  innerhalb  welcher  die  endgiiltige  Lösung 
liegen  muss,  Dadurch  wird  man  im  Stande  sein,  mit  ver- 
hältnismässig  geringer  Erfahrung  die  hypothetische  Grund- 
lage, auf  welcher  die  praktische  Lösung  bis  auf  Weiteres 
arbeiten  muss,  zu  priifen  und  zu  corrigieren.  Wenn  man 
diesen  Betrachtungen  beipflichtet,  meldet  sich  gleich  die 
Frage,  inwieweit  man  die  Hauptprinzipien  fiir  eine  in  theo- 
retischor  Hinsicht  befriedigende  Lösung  angeben  känn,  sowie 
inwieweit  man  schon  jetzt  im  Stande  ist,  eine  praktisch 
brauchbare  CJrundlage,  die  in  t)bereinstimmung  mit  diesen 
Prijizipien  ist,  zuwege  zu  bringen.  Icii  wtrde  in  dom  Fol- 
gendi'n  versuchon  eme  Antwort  auf  diese  Hauptfrage  zu 
geben,    muss    mich    jedoch,    als    Glied    uKMiu-r  Beantwortung 
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derselben,  mit  einigen  anderen  Fragen  beschäftigen,  die  mei- 
ner  Ansicht  nach  zur  richtigen  Erfassung  des  ganzen  Pro- 
blems notwendig  sind. 


Was  versteht  man  unter  einem  minderwertigen  Leben? 

Es  ist  naturlich,  die  Behandlung  des  Problems  mit  einer 
Definition  der  minderwertigen  Leben  zu  beginnen.  Aber 
schon  hier  melden  sich  die  Schwierigkeiten.  Eine  theore- 
tische  Definition  der  minderwertigen  Leben  känn  man  jedoch 
geben,  wenn  man  den  Begriff:  »eine  theoretische  Sterblich- 
keitstafel  fiir  ein  minderwertiges  Leben  vom  Alter  x»  ein- 
fiihrt.  Unter  einer  solchen  Sterblichkeitstafel  will  icli  die 
Tafel  verstanden  wissen,  die  man  aufstellen  könnte,  wenn 
man  die  in  statistischer  Hinsicht  notwendigen  Erfahrungen 
hatte  iiber  die  Sterblicbkeitsverhältnisse  unter  Personen,  die 
in  jeder  Hinsicht  gleichartig  sind  mit  dem  betreffenden  min- 
derwertigen Leben.  Die  theoretische  Sterblichkeitstafel 
wiirde  infolgedesseu  in  Form  einer  Dekrementtafel  erscheinen, 
wenn  man  angeben  könnte,  wie  z.  B.  100  000  Personen  im 
Alter  X  und  gleichartig  mit  dem  betreffenden  minderwer- 
tigen Leben  sich  von  Jahr  zu  Jahr  infolge  Tod  vermindern 
wiirden. 

Es  ist  unzweifelhaft  richtig,  ein  Leben  im  Verhältnis  zu 
der  normalen  Sterblichkeitstafel  als  minderwertig  zu  bezeich- 
nen,  wenn  die  theoretische  Sterblichkeitstafel  desselben  — 
fiir  alle  Alter  höher  als  x  —  Ausdruck  fiir  eine  grössere 
Sterblichkeit  ist,  als  die  der  Normaltafel.  Aber  diese  Be- 
hauptung  ist  keine  erschöpfende  Definition.  Die  Person 
wiirde  nämlich  auch  ein  minderwertiges  Leben  sein,  selbst 
wenn  die  Sterblichkeit  nach  ihrer  theoretischen  Tafel  nur  in 
einer  Reihe  von  Jahren  grösser  wäre,  sonst  aber  gleich  der 
Sterblichkeit  der  Normaltafel.  Ja,  man  wäre  iiberdies  be- 
rechtigt,  die  Bezeichnung  minderwertiges  Leben  auf  sie  an- 
zuwenden,  selbst  wenn  ihre  Tafel  —  durch  eine  Reihe  von 
Jahren  —  eine  niedrigere  Sterblichkeit  zeigte  als  die  nor- 
male, wenn  sie  nur  in  einer  anderen  Reihe  von  Jahren  einen 
verhältnismässig    kräftigeren     Ausschlag    nach    der    anderen 
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Soite  cäbe.  Es  ist  deshalb  nötig.  fiir  die  Minderwertigkeit 
ein  Kriterium  zu  finden,  welches  das  Gepräge  der  Sterhlich- 
keit  in  allén  Altern  höher  als  x  trägt.  Ein  solches  hat  man 
in  der  lebeiislänglirlien  Leibrente  ax.  Die  theoretische  De- 
finition eines  minderwertigen  Lebens  wiirde  deshalb  wie  folgt 
lauten: 

Eine  Person  ist  ein  minderwertiges  Lehen,  falls  die  auf 
ihrer  theoretischen  Tafel  berecJmete  lehen slängliche  Leibrente 
geringer  ist,  als  die  auf  der  norm-alen  Tafel  nnd  zu  demselhen 
Zinsfiiss  herechnete  lebenslängliche  Leibrente. 

Der  Verlauf  der  theoretischen  Sterblichkeitslafel  fiir  ein 
minderwertiges  Leben  känn  derart  sein,  dass  es  verantwort- 
lich  ist,  das  minderwertige  zu  normaler  Prämie  anzunehmen. 
wenn  es  sich  um  eine  andere  Versicherung  handelt  als  die 
lebenslängliche  Lebensversicherung.  In  statisticher  Hinsicht 
muss  aber  eine  solche  Person,  selbst  wenn  ihre  Versicherung 
zu  normaler  Prämie  zu  Stande  gebracht  ist,  den  minderwer- 
tigen Leben  zugerechnet  werden,  und  es  ist  —  selbst  wenn 
sie  den  Ablauf  der  Versieherungsdauer  erlebt  —  von  Inte- 
resse.  ihr  zu  folgen,  so  länge  sie  lebt,  denn  dadurch  wird 
das  statistische  Material  betreffend  minderwertige  Leben  ver- 
mehrt  und  verbessert, 

Es  ist  ganz  bequem,  eine  Definition  der  minderwertigen 
Leben  zu  haben;  sie  illustriert  bis  zu  einem  gewissen  Grade 
das  Problem  und  erleichtert  den  t)berblick,  indem  man  sich 
jedes  einzelne  minderwertige  Leben  auf  die  Sterblichkeits- 
tafel,  zu  wrlcher  es  gehört,  iiberfijhrt  öder  von  derselben 
erstattet  denkt.  Ausserdem  hebt  sie  ganz  klar  hervor,  dass 
es  die  auf  die  normalen  Leben  angewendete  Sterblichkeits- 
tafel  ist,  die  massgebend  dafiir  ist,  ob  ein  Leben  als  min- 
derwertig  bezeichnet  werden  soll  öder  nicht.  Dies  hat  be- 
sonders  Interesse,  wenn  in  einem  Lande  mehr  als  eine  Sterb- 
lichkeitstafel  bei  der  Versicherung  normaler  Leben  angewandt 
wird.  In  Dänemark  verwendet  man  mehrere  und  dieselben 
sind  unteroinander  recht  verschieden.  Beispielsweise  will 
ich  einige  Sterbewahrscheinlichkeitcn  von  dreien  der  benut/.- 
ten  Tafoln,  die  ich  mit  A,  B  und  C  bezeichne,  anfiihren. 
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Al  ter 

25 
35 
45 
55 
65 


Sterbewahrscheinlichkeit 

nach 

Tafel  A 

Tafel  B 

Tafel  C 

0.00647 

0.00622 

0.0550 

910 

776 

644 

1243 

1123 

1007 

2240 

1940 

1919 

4757 

3925 

408S 

Es  ist  einleuchtend,  dass  verschiedeiie  der  Leben,  die  im 
Verhältnis  zu  Tafel  A  normale  sind,  mindervvertig  sind  im 
Verhältnis  zu  den  Tafeln  B  und  G. 

Leider  lässt  sich  die  theoretische  Definition  der  minder- 
wertigen  Leben  in  der  Praxis  niolit  anwenden.  Die  mannig- 
fachen  theoretischen  Sterblichkeitstafeln,  zu  welchen  die 
minderwertigen  Leben  hinzufiihren  wären,  wenn  die  theore- 
tische Definition  sollte  benutzt  werden  können,  kennt  man 
nicht  und  wird  man  nie  kennen  lernen.  In  der  praktischen 
Lebensversicherung  muss  man  es  deshalb  jetzt  und  kiinftig 
auf  eine  Schätzung  ankommen  lassen,  ob  ein  Versicherungs- 
kandidat  zu  den  norraalen  öder  minderwertigen  Leben  ge- 
rechnet  werden  soll.  Die  Folge  hiervon  ist,  dass  es  eine 
scharfe  Grenze  zwischen  den  beiden  Kategorien  nicht  gegeben 
hat  öder  gibt. 

Teils  hat  die  Einschätzung,  Beurteilung,  im  Laufe  der 
Zeit  verschiedene  Verändernngen  erfahren.  Verschiedene 
Personen,  die  friiher  als  minderwertige  Leben  angesehen  wur- 
den,  wiirden  nach  den  jetzt  geltenden  Annahmeregeln  zu  den 
normalen  Leben  gerechnet  werden;  andere,  die  jetzt  zu  den 
minderwertigen  Leben  zählen,  wiirden  friiher  zu  normalår 
Prämie  angenommen  worden  sein. 

Und  teils  ist  die  Bestimmung  dariiber,  ob  eine  Person 
ein  normales  öder  minderwertiges  Leben  ist,  oft  abhängig 
von  der  Art  und  Dauer  der  bcgehrten  Versicherung.  Ist 
diese  eine  kurzfristige,  wird  sie  vielleicht  pure  angenommen, 
ist  sie  lebenslänglich,  wird  sie  abgewiesen  öder  nur  zu  er- 
höhter  Prämie  angenommen. 

Gegen    das    erstgenannte    Verhältnis,    Veränderung    der 
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Beurteilungsregeln,  ist  kaum  etwas  einzuwenden.  Ist  man 
wirklich  —  z.  B.  durch  Fortschritte  in  der  Arztwissenschaft 
—  dariilier  zur  Klarlieit  gekoninien,  dass  die  Grenze  zwischen 
normalen  und  minderwertigen  Leben  nicht  an  die  richtige 
Stelle  gesetzt  \ät,  ist  es  bereclitigt,  dieselbe  zu  verriicken; 
aber  cs  wiirde  allerdings  aiich  richtig  scin,  auch  mit  Riick- 
sicht  auf  die  Sterblichkeitsvorhältnisse  der  normalen  Leben, 
diese  (^renzrisikeii  immer  zum  Cegenstande  einer  speziellen 
statistisclien  Untersuchung  zu  machen. 

Dagegen  ist  das  letztgenannte  Verhältnis,  der  Einflnss 
der  begehrten  öder  bewilligten  Versicherung  daranf,  ob  die 
betreffende  Person  zu  den  normalen  öder  minderwertigen 
Leben  gerechnet  werden  soll,  höchst  ungiinstig  und  sollte 
geändert  werden.  Ich  habe  friiher  —  in  einer  Abhandlung 
zum  Aktuarkongress  in  Wien  —  vorgeschlagen,  dass  jede  Per- 
son, die  —  nach  den  geltenden  Annahmeregeln  —  zu  einer 
lebenslänglichen  Lehensiiersicherung  nicht  angenommen  werden 
känn,  in  siatistischer  Hinsicht  zu  den  minderwertigen  Leben 
gerechnet  werden  sollte,  selbst  ivenn  sie  eine  andere  Versicherung 
beantragl  und  pure  angenommen  ist,  und  ich  bin  nuch  immer 
der  Ansicht,  dass  dies  Verfahren  das  richtige  ist.  Nur  da- 
durch  bekommt  das  Problem  der  minderwertigen  Leben  seine 
rechte  Ausdehnung,  und  nur  dadurch  wird  eine  formelie 
Ubereinstimraung  zwischen  der  theoretischen  und  praktischen 
Definition  erreicht.  Ich  will  hinzufiigen,  dass  es,  um  die 
richtige  Grenze  zwischen  den  normalen  und  den  minderwer- 
tigen Leben  festsetzten  zu  können,  natiirlich  vorzuziehen 
wäre,  falls  alle  Beurteilungen  von  denselben  Personen,  von 
einem  fiir  die  Gesellschaften  gemeinsciinftlichen  Ausschuss, 
vorgenommen  wiirden;  eine  solche  Veranstaltung  aber  lässt 
sich  wohl  kaum  durchfiihren.  Eine  solche  Veranstaltung 
wiirde  indessen  unnötig  sein,  falls  auf  besonders  dazu  ein- 
gerichteten  Karten  (Arztkarten)  ein  so  vollständiger  Auszug 
aus  dem  Inhalte  des  Gesundlieitsattpstes  wiedergegeben  wiirde, 
dass  man,  ehe  die  statistische  Untersuchnng  ihrcn  Anfang 
nähme,  eine  neue  und  dem  Augenblick  entsprechende  Beur- 
teilung  der  Gesundheitsverhiiltnisse  der  Personen,  die  Ver- 
sicherung begehrt  haben,  vornehmen  könnte.  In  Wirklich- 
keit    ist   dieses  Verfahren  vorzuziehen,  dcnn  dadurch  könnte 
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der  Unsicherheit  im  Hinblick  auf  die  Feststellung  der  Grenz- 
linie  abgeholfen  werden,  die  von  dem  vorgenannten  Verhält- 
nisse  herriihren  möchte. 


Ursachen  der  Minderwertigkeit. 

Wenn  man  zu  den  minderwertigen  Leben  nur  die  Per- 
sonen rechnet,  deren  Gesundheitsznstand  nicht  ziifrieden- 
stellend  ist,  dagegen  aber  nicht  die  Personen,  die  einem  er- 
höhten  Sterberisiko  ausgesetzt  sind  infolge  von  Ausijbung 
gefährlichen  Gewerbes,  Aufenthalt  iii  gesundheitsschädlichen 
Ländern  o.  dgl.,  ist  die  Ursaclie  zur  Minderwertigkeit  in  der 
Regel  die,  dass  der  Versicherungskandidat  an  irgend  einer 
Krankheit  leidet  öder  gelitten  hat;  doch  trifft  es  sich  zuwei- 
len,  dass  der  Versicherungskandidat  an  mehreren  Krankhei- 
ten  leidet,  aber  gewönlich  wird  man  bei  solchen  Fallen  eine 
einzelne  der  Krankheiten  als  die  vorherrschende  ansehen  kön- 
nen,  als  diejenige,  auf  welche  am  nieisten  Gewicht  gelegt 
werden  muss. 

Es  ist  im  Voraus  Grund  zu  der  Annahme,  dass  die  min- 
derwertigen Leben  sich  mit  einer  gewissen  Regelmässigkeit 
auf  die  verschiedenen  Ursachen  der  Minderwertigkeit  vertei- 
len  werden;  aber  die  Verteilung  wird  natiirlich  da  von  ab- 
hängen,  wo  die  Grenze  zwisoben  den  normalen  und  den  min- 
derwertigen Leben  gezogen  wird.  Wird  die  Grenze  in  der 
Weise  festgesetzt,  wie  .ich  es  als  richtig  ansehe,  werden  die 
leichteren  Formen  der  Minderwertigkeit  viel  stärker  repräsen- 
tiert  sein,  als  wenn  zu  den  minderwertigen  Leben  nur  solche 
Personen  gerechnet  werden,  die  nur  zu  erhöhter  Prämie  an- 
genomraen  werden  können.  Und  rechnet  man  zu  den  min- 
derwertigen Lpben  nur  die  Personen,  die  —  vor  Beginn  der 
jetzt  stattfindenden  Versicherung  minderwertiger  Leben  — 
nicht  angenommen  werden  konnten,  wird  die  Verteilung  wie- 
der  eine  andere. 

Als  Beispiele  dafiir,  wie  sich  die  minderwertigen  Leben 
nach  Ursachen  der  Minderwertigkeit  verteilen,  will  ich  drei 
Erfahrungsreihen  anfiihren,  wovon  jede  1000  Personen  um- 
fasst.     Ich  bezeichne  die  drei  Reichen  mit  a,  b  und  c. 
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Die  a-Reihe  zeigt  die  Verteilung  von  1  000  Personen,  die 
nach  den  bei  der  »Nordisk  Livforsikring»  s.  Zt.  geltenden 
Aiinahmeregeln  nicl)t  zu  lebenslängliclier  Lebensversicherung 
angenommen  werden  konnten,  aber  mehrere,  ca.  60.  wurden 
pure  angenommen  znr  Lebensversicherung  mit  Ausbezahlung. 

Dio  h-Reihe  betriftt  Personen,  die  von  der  »Nordisk» 
abgelehnt  sind,  öder  bei  welclien  die  »Nordisk»  erhöhte  Prä- 
mie  verlangt  liat;  es  befinden  sicli  liierunter  keine  Personen, 
die  zu  normaler  Prämie  angenommen  wurden. 

Die  c-Reihe  gibt  Aufschluss  iiber  die  Verteilung  der  1  000 
ersten  Personen,  deren  Anträge  von  dem  dänischen  Beur- 
teilungsausschuss  behandelt  sind.  Es  muss  hier  brmerkt 
werden,  dass  es  den  dänischen  Gesellschaften  frei  steht,  ob 
sie  eine  Versicherung  fiir  eigene  Reclinung  zu  einer  von 
ihnen  selbst  festgesetzten  erhöhten  Prämie  annehmen,  öder 
ob  sie  dieselbe  dem  Ausschuss  einsenden  wollen,  und  nur 
in  dem  let/tgenannten  Falle  wird  die  Versicherung,  falls  sie 
in  Ordnung  geht,  durch  »Dana»  riickgedeckt.  Infolge  dieser 
Bestimmung,  durch  welche  die  Gesellschaften  freigestellt 
sind,  ergibt  sich  ein  gewisser  Unterschied  in  der  Behand- 
lung  der  Anträge,  die  nicht  pure  zur  Annahme  gelangen. 
Einige  Gesellschaften  senden  dem  Ausschuss  nämlich  nur  die 
Anträge  ein,  die  sie  absolut  nicht  annehmen  wollen,  also  die 
schlimmsten  Formen  mindervvertiger  Leben,  während  sie  fiir 
die  leichteren  Formen  t^elbst  Prämienerhöhungen  festsetzen; 
andere  Gpsellschaften  senden  dem  Ausschuss  alle  Anträge 
ein,  die  sie  nicht  zu  normaler  Prämie  annehmen  wollen.  Die 
d<Mn  Ausschuss  eingesandten  Anträge  birten  deshalb  eine 
recht  uillkiirliche  Mischung  der  verschiedenen  Formen  min- 
derwertiger  Leben  dar. 

Obwoiil  es  mir  frrn  liegt,  an  dieser  Stelle  Kritik  zu  iiben 
an  einer  Ordnung,  die,  was  Dänemark  betrifft,  einen  sehr 
wertvollen  Fortschritt  bedeutet  im  H inblick  auf  die  Ver- 
sicherung minderwertigcr  Leben,  möchte  ich  doch  aus- 
sprechen,  dass  ich  persönlich  seiir  viel  Wert  darauf  legen 
wiirde,  falls  die  Gesellschaften  dom  Ausschuss  alle  Anträge 
einsenden  wollten,  die  sie  niciit  pure  anzunthmen  wiinscliQU, 
öder  noch  besser,  allo  Anträge  von  Personen,  die  zu  einer 
lobenslänglichen  Lobonsvorsichorunu  nicht  pure  angenommen 
werden    können;    die    Hourteilung    des  Ausschusses  brauchte 


63 

ja  nicht  mit  sich  zu  fiihren,  dass  die  betreffende  Versiche- 
rung  riickversichert  werden  sollte;  es  könnte  ja  in  jedem 
einzelnen  Falle  den  Gesellschaften  iiberlassen  bleiben,  wie 
sie  sich  der  Riickversicherungsfrage  gegeniiber  zu  stellen 
wiinschen. 

Die  drei  vorgenannten  Reihen  sehen  wie  folgt  aus: 


Tuberkalose 262 

Herzkrankheit 121 

Albuminuri '. 108 

Emphysem,  Bronchitis 16 

Zuckerkrankheit 29 

Nierenkolik 14 

Fruherer  Anfall  von  Blinddannsenj^iiiidung    12 

Friiherer  Anfall  von  Gichtfieber 35 

Chronischer  Alkoholisme 70 

Syphilis 59 

Geistes-  und  Nervenkrankheiten 39 

Diverse  Krankheiten 235 

Obwohl,  wie  friiher  hervorgehoben,  ein  bedeutender  Unter- 
schied  in  dem  Materiale  vorhanden  ist,  das  zur  Aufstellung 
der  Reihen  benutzt  wurde,  ist  die  Verteilung  der  Minder- 
wertigkeit  doch  in  den  Hauptziigen  dieselbe.  Auf  die  drei 
erstgenannten  Ursachen  fallen  in  den  beiden  letzten  Reihen 
ca.  60  %  und  in  der  ersten  ca.  50  %  aller  minderwertigen 
Leben.  Der  Grund  dazu,  dass  der  Prozentsatz  in  der  ersten 
Reihe  niedriger  ist,  muss  in  dem  Materiale  gesucht  werden 
—  in  den  verhältnismässig  leichteren  Formen  der  Minder- 
wertigkeit;  die  hohen  Zahlen  fiir  Alkoholisme,  Syphilis  und 
diverse  Krankheiten  riJhren  gerade  daher,  dass  verschiedene 
dieser  Personen  zu  einer  lebenslänglichen  Lebensversicherung 
nicht  angenommen  wären,  aber  sie  sind  zu  einer  Versiche- 
rung  mit  kurzer  Dauer  pure  angenommen.  Im  t)brigen 
will  ich  darauf  aufmerksam  machen,  dass  bei  iiberaus  vielen 
der  Personen,  die  unter  der  Gruppe  »Diverse  Krankheiten» 
aufgefiihrt  sind,  die  Minderwertigkeit  von  Ohrenkrankheiten, 
Korpulenz  und  Magenkrankheiten  (Magengeschwiir,  chro- 
nischer Magenkatarrh)  herriihrt. 


h 

c 

311 

279 

140 

204 

146 

129 

42 

26 

34 

71 

10 

13 

19 

18 

35 

59 

40 

34 

21 

26 

30 

44 

172 

97 
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Wie  mussen  die  Rahmen  fur  eine  befriedigende 
Lösung  sein? 

Aus  der  mitgeteilten  Obersicht  iiber  die  Art  und  Ver- 
teilung  des  MateriaJes,  das  in  der  Praxis  die  rainderwertigen 
Leben  ausmacht,  geht  mit  aller  wunschenswerten  Deutlich- 
keit  hervor,  wie  korapliziert  das  Problem  minderwertiger 
Leben  ist  im  Vergleich  mit  dem  Problem  der  Versicherung 
normalor  Leben.  Wäbrend  die  normalen  Leben  desselben 
Alters  in  versiclierungstechnischer  Hinsicht  ja  als  ganz  gleich- 
artig  angesehen  werden,  sodass  sie  alle  die  gleiche  Prämie, 
Durchschnittsprämie,  bezahlen,  bieten  die  minderwertigen 
Leben  desselben  Alters  ein  höchst  verscliiedenes  Risiko,  das 
nicht  nur  von  der  Art  der  Krankheit,  die  den  Betreffenden 
zu  einera  minderwertigen  Leben  macht,  abhängig  ist,  son- 
dern  auch  von  dem  G  rade  derselben.  Die  Wahrscheinlich- 
keit  dafiir,  dass  ein  minderwertiges  Leben  im  Alter  von  x 
im  Laufe  eines  Jahres  stirbt,  variirt  von  dem  normalen 
q  bis  I,  und  es  ist  iiberdies  unwahrscheinlich,  dass  man  bios 
zwei  minderwortige  Leben  findet,  die  genau  dieselbe  theore- 
tische  Sterblicbkeitstafel  haben.  Das  Problem  der  Versiche- 
rung minderwertiger  Leben  wiirde  deshalb  ganz  unlösbar 
sein,  falls  man  von  einer  befriedigenden  Lösung  verlangte, 
dass  auf  jedes  einxelne  L(4)en  eine  Sterblicbkeitstafel  ange- 
wandt  werden  sollte,  die  genau  mit  der  tb.coretischen  Sterb- 
licbkeitstafel des  betreffenden  Lebens  iibereinstimmte.  Ja, 
die  Lösung  wäre  soe;ar  praktisch  undurchfiihrbar,  selbst  wenn 
alle  minderivertigen  Leben  mit  derselben  Uif^ache  dieselbe  theo- 
retische  Sterblicbkeitstafel  hatten,  denn  verschiedene  Krank- 
lieiten  treten  so  selten  als  Ablelinungsursache  auf,  dass  es 
nicht  möglich  wäre,  in  einer  absihbaren  Zukunft  ein  so  um- 
fangreiches  Erfahrungsmatcrial  zu  sammeln,  dass  die  ent- 
sprechonden    Sterblichkeitstafeln  aufgestellt  werden  kcinnten. 

(lliicklicherweise  braucht  man  aber  von  einer  befriedi- 
genden Lösung  nicht  zu  fordern,  dass  die  angewandten  Sterb- 
lichkeitstafeln biM  den  Leben,  die  darauf  bozogen  werden, 
mit  den  theoretischen  Sterblichkeitstafeln  iibereinstimmen. 
Eine  solche  Forderung  wird  nicht  einmal  von  den  Sterblich- 
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keitstafeln,  die  bei  der  Versicherung  normaler  Leben  ange- 
wandt  werden,  erfiillt.  Man  maclite  sich  ja  einer  Ubertrei- 
bung  schuldig.  wenn  man  im  Ernst  behaupten  woUte,  dass 
die  normalen  Leben  dasselbe  Risiko  darbieten.  Die  Sterb- 
lichkeitsverhältnisse  innerhalb  der  normalen  Leben  sind  in 
Wirklichkeit  höchst  verschieden.  Und  die  angewandten 
Sterblichkeitstafeln  und  in  erster  Linie  die  Aggregattafeln 
sind  ein  sehr  schlechter  Ausdruck  fiir  diese  Sterblicbkeit. 
In  Wirklichkeit  sind  sie  nur  aufzufassen  als  Ausdruck  der 
maximalen  Sterblicbkeit,  die  von  den  Leben  erwartet  wird, 
die  nach  densclben  versichert  sind,  haben  aber  nichtsdesto- 
we  niger  die  Crundlage  gebildet  fiir  die  in  den  letzten  Jahr- 
zehnten  stattgefundene  gewaltige  Entwicklung  des  Lebens- 
versicherungswesens;  es  ist  ja  iiberdies  so,  dass  selbst  eine 
bedeutende  Änderung  der  Sterblicbkeit  nur  eine  verhält- 
nismässig  geringe  Änderung  der  Prämie  mit  sich  fiihrt. 

31  einer  Aujjassimg  nach  wilrde  das  Problem  der  Versiche- 
rung minderweriiger  Leben  auj  zufriedenstellende  Weise  gelöst 
sein,  ivenn  man  bloss  eine  gewisse  Anzahl  von  Sterblichkeits- 
tafeln, die  sich  zu  der  Sterblichkeit  der  minderwertigen  Leben 
auj  ähnliche  Weise  verhielten  ivie  sich  die  Aggregattafeln  zur 
Sterblichkeit  unter  den  ywrmalen  Leben  verhalte7i,  auf  die  min- 
derwertigen Leben  anivendeii  könnte. 

Wie  viele  Sterblichkeitstafeln  man  zu  der  Zeit  benutzen 
wird,  dariiber  getraue  ich  mir  nichts  zu  sägen;  das  wird  von 
den  Erfahrungen,  die  man  erntet,  abhängen.  Praktische 
Riicksichten  werden  dagegen  sprechen,  dass  die  Anzahl  eine 
allzu  grosse  wird,  aber  andererseits  diirfte  der  grosse  Unter- 
schied  des  Risikos,  selbst  zwischen  Personen,  die  minder- 
wertig  aus  derselben  Ursache  sind,  es  unzweifelbaft  verlangen, 
dass  verschiedene  Tafeln  angewendet  werden.  Es  ist  mög- 
lich,  dass  man  bei  einer  so  grossen  Gruppe  der  minderwer- 
tigen Leben,  wie  der  Herzgruppe^  zwei  Sterblichkeitstafeln 
einrichten  wird,  sodass  Personen,  die  an  einem  leichteren, 
kiirzlich  entstandenen  Herzfehler  leiden  zu  der  einen,  wäh- 
rend  Personen,  die  an  einem  schwereren  Herzfehler,  der  in 
einer  Reihe  von  Jahren  bestanden  hat,  leiden  und  deren 
habituelle  Verhältnisse  ungiinstige  sind,  zu  der  anderen  ge- 
rechnet  werden.  Aber  es  känn  auch  sein,  dass  die  Erfahrung 
dazu  fijhrt,  dass  man  sich  mit  einer  einzelnen  Tafel  begniigt, 

5  —  läiiis.      Skandinavisk  Aktuarietiilskrift.     191!). 
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nach  welcher  ca.  die  Hälfte  der  Personen  mit  Horzfehler  auf 
gewöhnliche  Weise  versichert  werden  können,  während  die 
andere  Hälfte,  die  schweren  Fälle,  wobl  auf  die  Tafel  bezo- 
gen,  aber  nicht  zur  Normalprämie  der  Tafel  versichert  wer- 
den, sondern  nur  gegen  eine  in  jedem  einzelnen  Falle  berech- 
nete  Zulage,  z.  B.  durch  Alterserhöhung  bestimmt.  Es  ist 
möglich,  dass  man  fiir  die  Tuberkiilosegruppe  zwci  öder  drei 
Sterblichkeitstafeln  einrichten  wird,  die  auf  die  Mehrzahl  der 
infolge  von  Tuberkulose  minderwertigen  Leben  angewandt 
werden;  aber  es  kaiin  auch  sein,  dass  man  gerade  bei  der 
Tuberkulosegruppe  mit  einer  Art  Selekttafeln  arbeiten  wird, 
sodass  eine  gemeinschaftliche  Scblusstafel,  z.  B.  vom  10. 
Versicherungsjahre  ab  aufwärts,  angewandt  wird,  während 
fiir  die  ersten  10  Jahre  Systeme  von  Tafeln  angewandt  wer- 
den, die  vielleicht  sehr  gut  gemeinschaftlich  fiir  gewi?se  Al- 
terskiassen  sein  können  z.  B.  fiir  15—20,  20—25,  25—30 
u,  s.  w.,  welche  aber  von  dem  Stadium  abhängig  sein  miis- 
sen,  in  welchem  sich  der  Versicherungskandidat  befindet. 

Tch  will  ausdriicklich  hervorheben,  dass  man  meiner  An- 
sicht  nach  nie  dazu  kommen  wird  Sterblichkeitstafeln  auf- 
zustellen,  welche  auf  die  schwersten  Formen  der  minderwer- 
tigen Leben  angewandt  werden  können.  Das  Risiko  bei  den 
schwersten  Formen  ist,  von  welcher  Art  die  Krankheit  auch 
sein  möge,  so  bedeutend  und  untereinander  so  verscliieden, 
dass  die  Versicherungsbedingungen  in  jedem  einzelnen  Falle 
festgesetzt  werden  miissen;  aber  ich  meine  allerdings,  dass 
die  Anzahl  solcher  Risiken  verhältnismässig  gcring  sein 
wird,  wenn  eine  passende  Anzahl  Sterblichkeitstafeln  aufge- 
stellt  ist. 

Fiir  die  Gruppen  minderwertiger  Leben,  die  nur  aus 
einer  verhältnismässig  geringen  Anzahl  Personen  bestehen, 
wird  man  walirscheinlich  niemals  bosondere  Steiblichkeits- 
tafeln  aufstellen  ktinnen,  jedcnfaDs  wird  es  sehr  länge  dau- 
ern,  bis  das  hierzu  nötigp  Erfahrungsmaterial  herbeigeschafft 
ist.  Aber  in  Wirklichkeit  sind  solche  Sterblichkeitstafeln 
auch  nicht  absolut  notwendig.  Sind  erst  fiir  die  grös.';eren 
Gruppen  brauchbare  Sterblichkeitstafeln  nufgestellt,  wird  der 
Verlauf  dicser  St.erl)liclikeitstafehi  nn/weifelhaft  so  verscliie- 
den werden,  dass  sie  auf  alle  l'crsonen  der  kleineren  (Jruj)- 
pen    angewandt    werden  können.     Beispielsweise  will  ich  an- 
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fuhren,  dass  auf  Personen,  die  an  Empbysera  öder  Bronchitis 
leiden,  vermeintlich  die  fiir  Herzkrankbeiten  geltende  Tafel 
öder  Tafeln,  auf  zuckerkranke  Personen  die  Albuminuritafeln 
angewandt  werden  u.  s.  f.  Und  sollte  es  sicb  nach  und  nach 
zeigen,  das  bei  solcben  Anwendungen  wesentlicbe  Fehler  be- 
gången worden  sind,  könnten  andere  Verfabren  benutzt  wer- 
den. Icb  meine  nämlicb  nicbt,  dass  eine  vollkommen  be- 
friedigende  Lösung  eine  solche  sein  soU,  die  nicht  verändert 
öder  verbessert  werden  känn.  Von  eiuer  zu  einera  gewissen 
Zeitpunkt  befricdigenden  Lösung  wird  verlangt,  dass  sie  zu 
dem  betreffenden  Zeitpunkte  die  Mittel  liefert,  die  Prämien 
festzusetzen  und  auf  eine  technisch  richtige  Weise  zu  ver- 
walten,  aber  es  ist  ganz  selbstverständh'ch,  dass  eine  solche 
Lösung  recht  bedeutende  Veränderungen  erfahren  känn,  u.  a. 
infolge  von  Fortschritten  der  Arztwissenschaft,  welche  sicher 
im  Laufe  der  Zeit  viele  neue  Mittel  hervorbringen  wird  zur 
Erkennung,  Klassifizierung  und  Bekcämpfung  verscbiedener 
Krankheiten,  die  zur  Zeit  den  Ärzten  grosse  Schwierigkeiten 
bereiten. 

Ich  weiss  sehr  gut,  dass  man  sicb  nicbt  damit  abgeben 
soll  Prophet  zu  spielen,  denn  gewöhnJich  hat  man  kein  Gliick 
damit.  Aber  nichtsdestoweniger  bedenke  ich  mich  nicht  zu 
behaupten,  dass  die  nächstliegende  befriedigende  Lösung  des 
Problemes  der  minderwertigen  Leben  unzweifelhaft  in  der 
Anwendung  einer  gewissen  Anzahl  von  Sterblichkeitstafeln 
bestehen  wird,  die  auf  Grund  der  Erfahrungen  aus  den  um- 
fangreichsten  Gruppen  der  minderwertigen  Leben  aufgestellt 
sind,  und  welche  die  leichtesten  und  mittelschweren  Formen 
—  auch  der  kleineren  Gruppen  —  umfassen;  auf  die  schwer- 
sten  Formen  minderwertiger  Leben  werden  diese  Tafeln  auch 
angewandt,  aber  die  Bedingungen  miissen  in  jedem  einzelnen 
Falle  festgesetzt  werden. 


Soll  man   schen  jetzt  versuchen,  besondere  Tafeln  fiir  die 
minderwertigen  Leben  aufzustellen? 

Selbst  wenn  man  die  Auffassung  hat,  dass  zu  einer  be- 
fricdigenden Lösung  des  umsprochenen  Problems  verschiedene 
Sterblichkeitstafeln    erforderlich    sind,    die    nur    nicht  aufge- 
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stellt  werden  können,  bcvor  das  nötige  Erfalirungsmaterial 
gewonnen  ist,  könnte  man  ja  doch  molnen,  dass  die  Ver- 
sicherung  minderwertiger  Leben  bis  auf  Weiteres  am  leich- 
testen  nnd  bequerasten  durchgefiihrt  werden  könnte,  indem 
man  auf  sie  die  Sterblichkeitstafel  fiir  normale  Leben  anwen- 
det  und  die  Prämie  z.  B.  durch  eine  prozentuale  Erhöhung 
der  normalen  Prämie  festsetzt.  In  Dänemark  hat  man  ja 
dieses  Verfahren  benutzt,  welches  faktisch  etwas  bestechen- 
des  und  ansprechendes  hat.  Man  känn  ja  nämlich,  —  welche 
Mittel  man  auch  anwenden  will  —  eine  richtige  Festsetznng 
der  Prämie  fiir  ein  minderwertiges  Leben  nicht  vornehmen. 
Deshalb  känn  man  sie  —  wird  man  behaupten  können  — 
ebensogut  im  Verhältnis  zu  der  normal»  n  Prämie  festsetzcn 
wie  mit  Anwendung  besonderer  Sterblichkeitstafeln,  die  doch 
nicht  darauf  Anspruch  machen  können  richtig  zu  sein.  Man 
hat  bei  diesem  Verfahren  iiberdies  den  Vorteil,  dass  alle  be- 
sonderen  Umstände,  welche  die  einzelne  Person  charakteri- 
sieren,  in  Betracht  gezogen  und  zur  Mildening  öder  Ver- 
schärfung  der  Beurteilung  benutzt  werden  können. 

Aber  es  ist  nicht  schwer  einzusehen,  dass  eine  vorläufige 
Ordnung  dieser  Art  in  technischer  Hinsicht  sehr  unbefriedi- 
gend  ist.  Selbst  wenn  man  nämlich  durch  eine  solche  schät- 
zungsweise  Beurteilung  wirklich  im  Stande  wäre  die  richtige 
Prämie  festzusetzen  —  und  ich  meinerseits  anerkenne  vollauf 
den  VVert  einer  allgemeinen  Schätzung,  die  alle  vorliegenden 
Verhältnisse  in  Betracht  zieht  — ,  so  ist  das  Problem  der 
Versicherung  minderwertiger  Leben  damit  nicht  gelöst  Es 
geniigt  nicht,  dass  die  Prämie  fiir  ein  minderwertiges  Leben 
die  richtige  Höhe  orhalten  hat;  cs  gilt  auch,  dieselbe  richtig 
öder  doch  in  konsequenter  Weise  zu  administrieren.  Und 
das  känn  nicht  dadurch  erreicht  werden,  dass  die  Versiche- 
rung auf  die  normale  Sterbliciikeitstafel  bozogen  wird,  so 
dass  die  Prämien  fiir  die  miiiderwcrtigen  Leben  die  Normal- 
prämie  zuziiglioh  einer  Zulage  darstellen. 

Die  Prämienreserve  känn  nämlich  nicht  in  konseqnenter 
Weise  bestimmt  werden.  Soll  sie  der  normalen  Prämien- 
reserve gleichgestellt  werden?  Dadurch  wird  sie  unzweifel- 
haft  zu  klein  fiir  die  mindcTwertigcn  Lcl»  n,  die  nur  verhältnis- 
mässig  wenigo  Sterbefälle  in  den  jiingeren  Altern  ergeben 
(Herzkrankheiten)  und  zu  gross  fiir  die  mindervertigen  Leben, 
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die,  wie  die  tuberkulosen,  viele  Sterbefälle  in  den  niedrigeren 
Altern  ergeben.  Indem  man  die  ganze  Prämienerhöhung  als 
Zuschlag  zur  Risikoprämie  des  Jahres  benutzt,  lässt  man  die 
Gesellschaft  Deckung  fiir  eine  bestimmte  Sterblichkeit  erhal- 
ten,  deren  Verlauf  vielleicht  iiberhaupt  nicht  mit  der  Ster- 
blichkeit der  minderwertigen  Leben  iibereinstimmt.  Meiner 
Abbandlung:  Uber  die  Oekonomie  einer  Lebensversicherungs- 
gesellscbaft»  entnehme  ich  einige  Zahlen,  die  zeigen,  fiir 
welche  Sterblichkeit  man  gedeckt  ist  bei  einer  Premienzulage 
von  V2  %  der  Versicherungssumrae.  Die  Versicherung,  von 
welcher  die  Rede  ist,  ist  eine  Lebensversicherung  mit  Aus- 
bezahlung  naoh  30  Jahren,  der  Versicherte  war  bei  der 
Zeichnung  30  Jahre  alt. 
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Man  muss  deshalb  bei  Berechnung  der  Prämienreserve  die 
Prämienerhöhung  in  Betracht  ziehen,  aber  wie? 

Der  Rilckkauf Sivert  lässt  sich  auch  nicht  in  konsequenter 
Weise  feststellen.  Dies  ist  u.  a.  eine  Folge  davon,  dass  die 
Prämienreserve  nicht  festgesetzt  werden  knnn;  aber  ausser- 
dem  fehlen  einem  die  Mittel  zur  Kapitalisierung  desjenigen 
Teiles  des  Verwaltungszuschlages,  der  von  der  Prämienreserve 
abgezogen  werden  soll.  Und  die  Konsequenz  davon  wird 
unzweifelbaft  die  sein,  dass  der  Riickkaufswert  fiir  die  Leben, 
die  auf  Grund  von  Tuberkulose  öder  anderer  Krankheiten, 
die  besonders  gefährlich  in  den  jiingeren  Altern  sind,  zu 
gross  wird. 

Die  Umschreibung  einer  Versicherung  in  eine  andere  lässt 
sich  auch  nicht  ohne  neue  Willkiirlichkeit  durchfiihren,  denn 
es  fehlen  die  Mittel  zur  Bestimmung  der  fiir  die  richtige 
Umschreibung    nötigen    Kapitalwerte.    Ja  selbst  eine  so  ein- 
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fache  lind  unvermeidliche  Änderung  einer  Versicherung 
wie  eine 

Prämienänderung  vernrsaeht  uniiberwindliche  Schwierig- 
keiten,  weil  man  die  neue  Prämie  nicht  so  festsetzen  känn, 
dass  ihr  Kapitalwert  gleich  dem  Kapitahvert  der  urspriing- 
lichen  Prämie  wird. 

Im  Hinblick  auf  diese  Einwendun2;en,  deren  Berechti- 
gung  wohl  niemand  in  Zweifel  ziehen  wird,  betrachte  ich  es 
als  ungiinstig,  dass  die  jetzt  stattfiiidende  Versicherung  min- 
derwertiger  Leben  unter  Anwendung  einer  Sterblichkeitstafel 
geschieht,  die  bei  der  Versicherung  normaler  Leben  benutzt 
wird.  Die  Annehmlichkeit,  die  darin  liegen  mag,  eine  Prämie 
festsetzen  zu  können  ohne  an  irgend  welche  Riicksicbten 
gebunden  zu  sein,  bereitet  dem  Aktuar  eine  Reihe  von  Unan- 
nehmlichkeiten  technischer  Art  und  wird  eine  Quelle  der  In- 
konsequenz  und  Willkiirlichkeit  höchst  unangenehmer  Art. 
Im  Cbrigen  wird,  wie  bereits  liervorgehoben,  die  Anwendung 
besonderer  fiir  sie  konstruierte  Tafeln  auf  die  minderwcrtigen 
Leben  dazu  fiihren,  dass  die  gewonnenen  Erfahrungen  schnell- 
stens  zur  Untersuchung  dariiber  benutzt  werden  können,  in- 
wiefern  die  benutzte  Tafel  ihrem  Zwecke  entsprochen  hat. 

Nun  will  vielleicht  der  eine  öder  andere  fragen,  wie  es 
kommt,  dass  man  i  Dänemark  ein  Verfahren  anMendet,  dass 
von  dänischer  Seite  so  stark  kritisiert  wird.  Ich  will  auf  eine 
solche  Frage  antworten,  dass  die  in  Dänemark  mit  Riicksicht 
auf  die  minrlerwertigen  Leben  benutzte  Ordnung  einen  ganz 
vorläufigen  Charakter  hat,  und  dass  sie  vermeintlich  im  Laufe 
von  ganz  kurzer  Zeit  durch  eine  andere  ersetzt  wird,  die 
hoffentlich  bestehen  bleiben  wird,  bis  sie  durch  Anwendung 
der  gewonnenen  Erfahrungen  verbessert  werden  känn.  Da 
die  Verabredungen  betreffend  die  Versicherung  minderwer- 
tiger  Leben  seiner  Zeit  zwischen  den  Gesellschaften  getroffen 
wurden,  wollte  man  die  Durchfiihrung  der  Sache  nicht  da- 
durch  erschweren,  dass  sie  mit  Hilfe  eines  bestiminten  Sy- 
stems durchgefiihrt  werden  soilte.  Man  beschränkte  sich 
darauf  eine  Verabredung  dariiber  zu  treffen,  auf  welcbe 
Weise  das  Risiko  zwischen  den  (Jesellschaften  verteilt  werden 
soilte  und  zu  bestimmen,  dass  bis  auf  Weiteres  die  Prämien 
fiir  die  minderwcrtigen  Leben  durch  eine  schätzungsweise 
Erhöhung    der   Prämien  fiir  die  normalen  festgesetzt  werden 
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sollten.  Verschiedene,  darunter  ich,  waren  sich  ganz  klar 
ijber  das  in  technischer  Hinsicht  ungiinstige  dieser  Ordnung, 
aber  wir  meinten,  dass  es  im  Laufe  verhältnismässig  kurzer 
Zeit,  wenn  die  Versicherung  der  minderwertigen  Leben  nach 
aussen  hin  in  ein  festes  Geleise  gebracht  wäre,  möglich  sein 
wiirde,  dieselbe  nach  innen,  und  unter  geziemender  Riick- 
sichtnahme  auf  die  Art  und  den  Umfang  der  neuen  Wirk- 
samkeit,  zu  reformieren.  Und  diese  Vermutung  ist  jetzt 
dabei  in  Erfiillung  zu  gehen.  Schon  nach  halbjähriger  Tätig- 
keit  im  Beurteilungsausschuss  war  ich  meinerseits  iiberzeugt, 
dass  es  möglich  sein  werde,  hypothetische  Sterblichkeitsta- 
feln  einzurichoten,  die  mit  sehr  grosser  Anräherung  die  Prä- 
mien  fiir  die  Mehrzahl  der  Versicherungen  liefern  könnten; 
die  zur  Beurteilung  vorgelegt  wurden,  und  die  als  eine 
brauchbare  vorläufige  Grundlage  dienen  konnten.  In  einem 
Vortrag  im  dänischen  Aktuarverein  legte  ich  meine  Ansicht 
von  der  Sache  klar  und  fijhrte  gleichzeitig  als  Beispiele  einige 
Prämien  au,  gefunden  durch  Anwendung  dreier  typischer 
Sterblichkeitstafeln.  Das  Resultat  war,  dass  ein  Ausschuss 
zur  weiteren  Bearbeitung  der  Frage  gewähit  wurde,  und  dieser 
Ausschuss,  dessen  Arbeit  etwas  verzögert  wurde,  u,  a.  infolge 
von  Veränderungen  in  der  Zusammensetzung  des  Concerns, 
wird  bald  in  der  Sache  Neues  von  sich  hören  lassen. 


Die  Beschaffung  hypothetischer  Sterblichkeitstafeln. 

Wenn  man  sich  klar  gemacht  hat,  dass  man  schon  in 
dem  Entwickelungsstadium,  in  welchem  sich  dos  Problem  der 
minderwertigen  Leben  befindet,  versuchen  sollte  Sterblich- 
keitstafeln aufzustellen,  welche  auf  die  minderwertigen  Leben 
angewandt  werden,  und  aus  welchen  sich  die  endgiiltigen 
Sterblichkeitstafeln  entwickeln  können,  meldet  sich  die  Frage, 
inwiefern  man  zu  dem  jetzigen  Zeitpunkte  solche  Tafeln 
aufstellen  känn,  sowie  die  Frage,  wie  man  dies  bewerkstel- 
ligen  soll. 

Mit  Bezug  auf  die  erste  Frage  will  ich  sägen,  dass  meine 
Tätigkeit  in  dem  Beurteilungsausschuss  meine  schon  länge 
gehegte    V^ermutung   bestätigt  hat,  dass  sich  innerhalb  jeder 
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der  drei  Hau])tgriippen  mindcrwertiger  Leben,  Tuberkulose, 
Albumlnuri  und  Herzkraiikhoiten,  so  viele  Personen  befinden, 
die  im  Grossen  und  Ganzen  gleichartig  beurteilt  werden,  dass 
aller  mögliche  Grund  vorbanden  ist,  dieselbe  fiir  die  betref- 
fende  CJruppe  geltende  Sterblichkeitstafel  auf  sie  anzuwenden. 
Beispielsweise  möchte  ich  anfiihren,  dass  bei  den  beurteilten 
Fallen  von  Herzkrankheiten  die  Beurteilung  fiir  weit  iiber 
die  Hälfte  der  Fälle  auf  eine  Abkiirzung  der  Versicherungs- 
dauer  auf  ungefähr  das  50.  Jahr  und  eine  Prämienerhöhung 
von  10,  15  bis  20  %  auf  die  normale  Prämie  lautete,  also 
eine  solche  Gleichartigkeit,  dass  man  sie  mit  Riicksicbt  auf 
die  Prämienfestsetzung  sehr  gut  ganz  gleicliartig  hatte  be- 
handeln,  d.  h.  die  Prämien  auf  Grund  einer  besonderen,  fiir 
Personen,  die  an  einem  leichteren  öder  mittelschweren  Herz- 
fehler  leiden,  aufgestellten  Sterblichkeitstafel  hatte  festsetzen 
können.  Fiir  die  Tuberkulose  gilt  etwas  Ähnliches;  in  der 
iiberwiegenden  xAnzahl  der  Fallo  ist  der  Prämienzuschlag  auf 
25 — 30  %,  häufig  jedoch  in  Verbindung  mit  einer  absoluten 
Karenzzeit  von  ca.  5  Jahren,  festgesetzt,  und  ein  solches 
Resultat  wiirde  auch  erreieht  werden  können,  indem  man 
eine  Tuberkulosetafel  auf  diese  Personen  anwendete.  Und 
selbst  fiir  die  Albuminurigruppe  macht  sich  eine  grosse  Gleich- 
artigkeit geltend;  bei  den  beurteilten  Fallen  haben  iiber  75% 
als  Resultat  eine  Abkiirzung  der  Versicherungszeit  auf  das 
50.  bis  55.  Jahr  und  eine  Prämienerhöhung  von  ca.  30  % 
ergeben. 

Es  ist  in  dieser  Verbindung  gar  nicht  die  Höhe  des  Prii- 
mienzuschlages,  die  interessiert;  es  ist  möglich,  dass  derselbe 
ganz  falsch  ist,  niemand  weiss  wohl  mit  Sicherheit  etwas 
hieriiber;  nein,  es  ist  die  Gleichartigkeit,  auf  die  ich  Ge- 
wicht  lege.  Obwohl  es  dem  Ausschuss  vollständig  frei  steht 
—  unter  Riicksichtnahme  auf  alle  Umstände,  die  auf  die 
Sterblichkeit  Einfliiss  iiben  —  die  Prämienerhöhung  festzu- 
setzen  wie  er  will,  so  ist  das  faktische  Resultat  Ausdruck 
einer  Gleichartigkeit  und  Regelniässigkoit,  die  dafiir  spricht, 
dass  es  schon  jetzt  Sinn  hat,  eine  Sterl)lichkeitslafel  fiir  die 
drei  genanntcn  Hauptgriippen  aufzustellen,  indem  man  durch 
Anwendung  derselbcn  unzweifelhaft  boi  weit  iiber  der  Hälfte, 
»der  besseren  Hälfte»,  der  Versicherungskandidatcn  dieser 
Gruppen,    die  Prämien  auf  die  gcwöhnliche  Weise  wird  fest- 
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s^tzen  können.  Icli  wage  nicht  mit  Sicherheit  auszusprechen, 
inwiefern  in  den  kleineren  Gruppen  eine  entsprechende  Regel- 
mässigkeit  obwaltet;  aber  vieles  deutet  in  diese  Richtung. 
Aber  selbst  im  entgegengesetzten  Falle  wiirde  es  unzweifel- 
haft  riohtig  sein,  bei  den  zu  diesen  Gruppen  gehörenden 
Personen  eine  der  drei  Tafeln,  die  fiir  die  vorgenannten 
Hauptgruppen  aufgestellt  sind,  anzuwenden,  indem  man  bei 
jeder  solchen  Anwendung  entsprechende  Riicksicht  auf  die 
Gefährlichkeit  der  Krankheit  nimmt,  diese  z.  B.  bestimmt 
im  Hinblick  auf  die  Sterbeursachenstatistik. 

Die  andere  Frage,  »Auf  welche  Weise  känn  man  die 
Sterbb*chkeitstafeln  aufsteJlen»,  ist  schwerer  zu  beantworten. 
Es  gibt  näralich  keine  absolut  festen  Stiitzpunkte  fiir  eine 
solche  Aufstellung.  Das  einzige  was  man  sich  getraut  mit 
voller  Sicherheit  zu  behaupten  ist,  dass  die  Sterblichkeits- 
tafeln  der  »besseren  Hälfte»  der  drei  vorgenannten  Gruppen 
infolge  der  Art  der  Krankheiten  selbst  untereinander  ver- 
schieden  sein  miissen.  Denkt  man  sich,  man  hatte  zur  Beob- 
achtung  drei  gleich  grosse  Gruppen  gleichaltriger  z.  B.  25- 
jährige  Personen,  nämlich  10  000  tuberkulöse  Personen,  10  000 
Personen,  die  an  Nierenkrankheiten  leiden,  und  10  000  Per- 
sonen mit  Herzfehler,  wird  die  tlbersterblichkeit  in  den  drei 
Gruppen,  mit  der  Sterblichkeit  in  der  entsprechenden  Gruppe 
der  normalen  Leben  verglichen,  unzweifelhaft  in  wesent- 
lichem  Grade  von  der  Steigerung  der  Sterbefälle  durch  be- 
ziehungsvveise  Tuberkulöse,  Nierenkrankheiten  und  Herz- 
krankheiten  herriihren.  Und  da  diese  Krankheiten  die  meis- 
ten  Opfer  fordern  im  Alter  von  beziehungsweise  25 — 35,  40 
—60  und  50 — 70  Jahren,  werden  die  beziiglichen  Sterblich- 
keitstafeln  unzweifelhaft  —  im  Vergleich  mit  den  Normal- 
tafeln  —  einen  dementsprechenden  Verlauf  haben. 

Die  vorliegenden  Sterblichkeitstafeln  können  doch  auch 
einigermassen  eine  Richtschnur  abgeben  fiir  die  Aufstellung 
der  gesuchten  Sterblichkeitstafeln.  Besonders  wertvoll  ist 
diese  Richtschnur  jedoch  nicht,  da  die  vorliegenden  Sterb- 
lichkeitstafeln, die  in  der  Hauptsache  aus  Tafeln  bestehen, 
die  von  dem  skandinavischen  Comité  aufgestellt  sind,  ja  auf 
Grund  eines  sehr  ungleichartigen  Materiales  aufgestellt  sind, 
d.  h,  ohne  Teilung  der  minderwertigen  Leben  nach  Abwei- 
sungsursache    und    dem    Grade  der  Krankheit.     Nichtsdesto- 
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weniger  herrscht  sehr  gute  Obereinstimmung  zwischen  den 
schwedischen  und  dänischen  Erfahrungen.  Die  Sterbiwahr- 
scheinliohkeit  der  beiden  Tafeln,  der  schwedischen  und  der 
dänischen,  sind  von  folgender  Höhe: 


Alters- 

Schwedische 

Däniscbe 

Klnsse 

Gesellschaften 

Gesellschaften 

'20—^.0  Jahre 

0  0113 

0.0123 

30—40 

» 

0.0144 

0.0130 

40—50 

» 

0.0188 

0.0196 

50—00 

» 

0.0311 

0.0317 

GO— 70 

» 

0.0540 

0.0C03 

Es  wiirde  sehr  interessant  sein,  falls  das  Material,  das 
7Air  Aufstellung  dieser  Sterbewahrscheinlichkeiten  benutzt 
worden  ist,  einer  neuen  Bearbeitung  zu  dem  Zwecke,  die 
Sterbewahr?cheinlichkeit  fiir  Personen,  die  auf  Grund  von 
Tuberkulose,  Nierenkrankheit  öder  Herzkrankheit  abgelehnt 
worden  sind  festzustellen,  unterworfen  werden  könnte;  da- 
durch  wiirde  man  unzweifelhaft  ein  wertwolles  Hilfsmittel 
zur  Aufstellung  der  gewiinschten  drci  Sterblichkeitstafeln  er- 
halten. 

Auch  die  Sterbeursachenstatistik  känn  als  Richtschnur 
bei  der  Aufstellung  der  umsprochenen  Tafeln  gelten.  Man 
muss  sich  aber  wohl  davor  in  Acht  nehmen,  dass  man  ihre 
Bedeutung  iiberschätzt.  In  Wirklichkeit  känn  sie  nur  zur 
Angabe  der  Altersklassen,  in  welcher  die  Krankheiten  ver- 
hältnisraässig  die  meisten  Opfer  fordern,  also  der  Alterklas- 
sen,  in  welchen  die  Sterbeursache  am  gefährlichsten  ist,  be- 
nutzt werden,  dagegen  aber  nicht  dazu,  um  Aufklärung  iiber 
die  Höhe  der  Sterbewahrscheinlichkeiten  fiir  Personen,  die 
an  der  einen  öder  anderen  Krankheit  leiden,  zu  geben.  Tch 
habe  vor  einer  Reihe  von  Jahren  eine  Bearbeitung  der  offi- 
cii^Uen  Sterbeursachenstatistik  fiir  Dänemarks  Provinzialstädte 
vorgenominen  und  dabei  folgende  Verhäitniszahlen  zwischen 
der  Sterbewahrscheinlichkeit  von  Personen,  die  an  Lungen- 
tuberkulose,  Nierenkrankhciten  und  Herzkrankheiten  leiden 
und  der  normalen  Sterbewahrscheinlichkeit  gefunden: 
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Altersgruppe             25—34  35—44  45—54  55—64  65—74 

Lungentuberkulose    3.25  2.95  2.47  2.04  1.39 

Nierenkrankheit         0.98  1.14  1.40            1.62  1.15 

Herzkrankheit            0,55  0.6S  0.96             1.14  1.01 

Es  ergibt  sich  somit  mit  aller  wiinschenswerten  Deutlich- 
keit,  dass  Tuberkulose  in  den  jiingeren  Altern  am  gefähr- 
lichsten  ist,  Nierenkrankheiten  im  Alter  von  40 — 60  und 
Herzkrankheiten  von  50—70  Jahren. 

Es  liegt  vielleicht  nalie  zu  vermuten,  dass  man  Sterb- 
lichkeitstafeln  för  Abgewiesene  der  drei  Krankheiten  in  der 
Wei?e  bilden  könnte,  dass  man  die  gewönliche  Sterbewahr- 
scheinliclikeit  mit  der  Sterbewahrscheinlichkeit  innerhalb  der 
betreffenden  Abweisungsursache  erböht,  indem  man  ja  dann 
meinen  könnte  reichlich  Riicksicht  auf  die  Ursache  der  Min- 
derwertigkeit  genommen  zu  haben;  aber  so  leicht  und  gera- 
dezu  gebt  es  wohl  nicht.  Das  Vorbandensein  einer  der  ge- 
nannten  Krankheiten  diirfte  wohl  schon  —  so  wie  ich  friiher 
hervorgehoben  —  die  Anzahl  der  Sterbefälle  infolge  der  be- 
treffenden Krankheiten  vermehren,  wird  aber  vermeintlich 
auch  die  Sterbefälle  infolge  verschiedener  anderer  Krankhei- 
ten vermehren;  des  Weiteren  muss  natiirlich,  sobald  es  sich 
um  freiwillige  Versicherung  handelt,  auf  den  Grad  und  die 
Art  der  Krankheit  Riicksicht  genommen  werden,  Und  die 
Sterbeursachenstatistik  känn  deshalb  höchstens  ein  Hilfsmit- 
tel,  nicht  aber  ein  ausschlaggebender  Faktor  bei  der  Auf- 
stellung  der  Sterblichkeitstafeln  fiir  minderwertige  Leben 
werden. 

Falls  die  vorhandenen  Hilfsmittel  zur  Aufstellung  von 
Sterblichkeitstafeln  nicht  geniigen,  und  das  tun  sie  absolut 
nicht,  muss  man  sich,  wenn  man  es  iiberhaupt  als  wiinschens- 
wert  und  notwendig  ansieht  die  Tafeln  herzustellen,  auf  an- 
dere  Weise  helfen.  Und  man  känn  dann  zwei  Wege  gehen. 
Man  känn  entweder  grösseres  Gewicht  als  berechtigt  auf  die 
Hilfsmittel:  die  vorliegenden  Sterblichkeitstafeln  fiir  minder- 
wertige Leben  und  die  Sterbeursachenstatistik,  legen,  und 
auf  diese  Weise  känn  man  vielleicht  vollkommen  brauchbare 
Tafeln  herbeischaffen.  Öder  man  känn  sich,  ausgehend  von 
der  durch  die  Hilfsmittel  beigebrachten  Kenntnis  des  charak- 
teristiscben  im  Verlaufe  der  Sterblichkeitstafeln,  bestreben 
es    so    einzurichten,  dass  die  Tafeln  zu  den  Prämien  fiihren, 
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welche  die  schätzungsweise  Beurteilung  fiir  paasend  fiir  die 
leichteren  und  mittelschweren  Fälle  innerhalb  der  betreffen- 
den  (Jruppe  ansieht.  Man  niuss  selbstverständlich  in  beiden 
Fallen  mehr  Gewicht  auf  die  Tafeln  legen  als  sie  verdienen : 
sie  sind  und  bleiben  von  ganz  hypothetiseher  Art  und  miis- 
sen  selbstverständlicii  geändert  werdcn,  sobald  die  gewonne- 
nen  Erfahrungen  eine  Anderung  begriinden  können. 

In  dem  Vortrag,  den  icii  im  November  1916  im  däni- 
schen  Aktuarverein  gehalten,  und  in  welchem  ich  der  Auf- 
stellung  der  drei  Tafeln  das  Wort  redete,  wähite  ich  den 
letztgenannten  Weg.  Ich  wollte  nämlicli  —  ganz  speciell 
mit  RiJcksicht  auf  die  Ärzte  —  versuohen  zu  zeigen,  dass, 
wenn  man  die  minderwertigen  Leben  einer  gewissen  Ursache, 
r.  B.  Herzkrankheit,  in  zwei  Gruppen,  die  normalen  Fälle 
und  die  schweren  Fälle,  teilte,  und  die  Prämien  fiir  die  nor- 
malen Fälle,  »der  besseren  Hälfte»,  der  Individen  der  drei 
Hauptgruppen  mit  Hilfe  dreier  Tafeln  mit  dem  friiher  bc- 
schriebenen  Verlauf  bestimmte,  man  praktisch  genommen  zu 
denselben  Prämien  wiirde  kommen  können,  zu  welchen  die 
schätzungsweise  Beurteilung  gefiihrt  hatte.  Und  mit  Riick- 
sicht  auf  die  Techniker  wollte  ich  hervorheben,  wie  richtig 
und  konsequent  es  sein  wiirde  solche  Tafeln  zu  benutzen, 
anstått  die  normale  Sterblichkeitstafel  auf  die  minderwerti- 
gen Leben  anzuwenden.  Aus  verschiedenen  Griinden  hatte 
ich  nicht  Zeit  mit  den  Tafeln  so  viel  als  wunschenswert  zu 
experimentieren  und  sie  trägen  deshalb  auch  das  Gepräge 
davon.  Nichtsdestoweniger  erreicbte  ich  meine  Absicht,  In- 
teresse  fiir  die  Frage  zu  schaffen  und  dass  ein  Ausschuss 
gewählt  wurde,  der  zur  Aufgabe  erhielt,  Tafeln  der  umspro- 
chenen  Art  aufzustellcn.  Obwohl  die  von  mir  aufgestellten 
Tafeln  nur  als  Beispiele  zu  betraciiten  waren  und  sind, 
möchte  ich  mir  doch  gerne  erlauben,  zwei  derselben  zu  be- 
sprcchcn,  weil  sie  eine  gute  Illustration  zu  meinen  Bemer- 
kungen  geben.  Die  beiden  Tafeln  sind  die  »Tuberkulosetafel» 
und  die  »Herztafel»;  die  »Albuminuritafel»  will  ich  nicht 
besprechen,  da  ich  mir  schon  seiner  Zeit  dariiber  klar  war, 
dass  sie  Ausdruck  fiir  eine  zu  niedrige  Sterblichkeit  war. 

Bezeichnet  r/j-  die  normale  Sterblichkeit,  9^  die  Sterbe- 
wahrscheinliclikeit  fiir  Tubcrkulose,  q''_^  die  Sterbewahrsohein- 
liclikeit  fiir  i'er.sonen,  die  an  Herzkrankheit  leiden,  so  setzte  ich 
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5^10  =2.97  5-10  9i«  =  l-03  9,G 

9^1,  =2.94^1,  q",,  =  1.06  q^, 

u.  s.  w.  u.  s.  vv. 

Die  Zahlenvvorte  sehen  folgendermassen  ans; 


Alter 

q 

9' 

qc 

25 

0.0055 

0.0148 

0.0075 

35 

64 

154 

103 

45 

101 

211 

191 

55 

192 

345 

422 

Als  Beispiele  von  Nettoprämien,  nach  diesen  Tafeln  be- 
stimmt,  fuhre  ich  folgende  an  (Zinsfuss  372%  p.  a.): 

(q)  (q*)  iq') 

Nettopr.  Nettopr.  Erhöhung  Nettopr.       Erhöhung 

21—51  2-26%  2.89%  28%  2.43%  8% 

31—51  3.82%  4.38%  14%  4.09%  7% 

21— Gl  1.63%  2.32%  42%  1.89%  16% 

31—61  2.42%  3.08%  27%  2.84%  17% 

Fiir  die  Nettoreserve  werden  folgende  Zalilen  gefunden : 


Versicher.  21- 

-61 

Beim  Ablauf 

von 

(?) 

(qi) 

(q') 

6  Jahren 

7.52  % 

6.19  % 

8.56  % 

12        » 

16.97% 

14.83  % 

18.73  % 

18        » 

28.60  % 

25.90  % 

31.77% 

24       » 

42.73  % 

39.66  % 

44.69  % 

Versicher.  31- 

-51 

Beim  Ablauf 

von 

(q) 

(90 

(q') 

3  Jahren 

10.55% 

9.76  % 

10.58% 

6        » 

22.34% 

20.97  % 

22.31% 

9 

35.54  % 

33.71  % 

35.32  % 

12       » 

50.33  % 

48.30  % 

49.90  % 

Zum  Vergleich  will  ich  einige  Zahlen  von  den  Tafeln, 
die  der  gewählte  Aiisschuss  vorzuschlagen  gedenkt,  anfiihren. 
Es  ist  der  Aktuar  in  »Dana»,  oand.  Drachmann,  welcher  die 


Rechenarbeit  bei  der  Aufstellung  der  Tafeln  ausgefiihrt  hat 
und  von  ihm  wird  s.  Zt.  eine  Beschreibung  iiber  die  Aufstel- 
lung der  Tafeln  erscheinen. 

Die  Sterbeintensitäten,  /<',  //"  und  tt*^ ,  fiir  die  drei  Tafeln 
sehen  folgendermassen  aus: 

Al  ter  /i' 

25  Jahr  0.0125 

35  »  1Ö8 

45  >  222 

55  »  378 

65  »  768 

Die  Nettoprämien  und  Erhöhungen  im  Verhältnis  zu  den 
nach  »Haf7iia»s  Sterblichkeitstafel  —  dieselbe,  die  ich  fiir 
mein  Beispiel  benutzt  liabe  —  festgesetzten  Nettoprämien 
sind  von  folgender  Grösse: 

Xettopr.    Erhöhung   Nettopr.    Erhöhung    Nettopr.    Erhöhung 


/'" 

^c 

0.0129 

0.0074 

186 

111 

327 

212 

680 

486 

1564 

1235 

21—51 

2.81% 

24% 

2.95  % 

30% 

2.50  % 

11% 

31—51 

4.44  % 

16% 

4.71% 

23% 

4.20  % 

10% 

21  —  61 

2.27  % 

40% 

2.51  % 

54% 

1.99  ?o 

22% 

31-61 

3.17% 

31% 

3.64  % 

50?^ 

2.99  % 

24% 

Fiir  die  Nettoreserven  werden  folgende  Zahlen  gefunden 

Versicher.  31 — 51 


Beim  Abliiuf 

von 

if^O 

if^") 

(/»O 

3  Jahren 

9.92  "ö 

10.28  % 

10.63  % 

6      » 

21.13% 

21.65% 

22.36  % 

9      » 

33.85  "o 

34.32  % 

35.36  % 

12      » 

48.40  °o 
Versicher.  21- 

48.59% 
-01 

49.88  % 

Boim  Ablaiif 

von 

(/'O 

(.««) 

(/'O 

6  Jahren 

7.77% 

9.12% 

8.94  % 

12      - 

10.90  "o 

19.77  % 

19.51  % 

18      . 

27.97  % 

31.93% 

31.78% 

24      » 

41.47% 

45.59% 

45.80  % 
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Hiermit  bin  ich  eigentlich  fertig  mit  dem,  was  ich  in 
raeiner  Einleitung  zu  sägen  wiinsche.  Als  Resumé  möchte 
ich  hervorheben,  dass  es  meiner  Meinung  nach  bei  dem  jetz- 
igen  Entvviokelungsstadiiim  in  jeder  Hinsicht  zweckdienlich 
ist,  drei  Sterblichkeitstafeln,  von  denen  jede  ihren  charak- 
teristischen  Verlauf  im  Verhältnis  zu  der  normalen  Sterblich- 
keitstafel  hat,  auf  die  mindervvertigen  Leben  anzuwenden. 
Auf  welche  Weise  diese  Tafeln  zuwege  gebracht  werden  ist 
von  geringerer  Bedeutung.  Die  Hauptsache  ist,  dass  jede 
Tafel  zu  Prämien  fiihrt,  die  im  Wesentlichen  mit  den  Prä- 
mien  iibereinstimmen,  die  man  nach  einer  schätzungsweisen 
Beurteilung,  welche  die  Versicherungskandidaten  in  zwei 
Untergruppen  nach  dem  Grade  der  Krankheiten  einteilen 
muss,  als  geniigend  fiir  ca.  die  Hälfte  derjenigen  Personen 
ansieht,  die  an  der,  der  betreffenden  Tafel  entsprechenden 
Krankheit  leiden.  Auf  die  iibrigen  Personen,  die  an  dersel- 
ben  Krankheit  leiden,  wird  die  Tafel  auch  angewandt,  aber 
es  werden  durch  Schätzung  verschärfte  Bedingungen  festge- 
setzt.  Auf  Personen,  die  an  anderen  Krankheiten  als  den 
dreien,  fiir  welche  Tafeln  konstruiert  sind,  leiden,  werden 
diese  auch  angewandt,  indem  durch  Schätzung  bestimmt 
wird,  welche  Tafel  zur  Anwendung  gelangen  soll,  ob  die 
Prämie  die  laut  der  Tafel  normale  sein  soll,  öder  ob  beson- 
dere  Bedingungen  festgesetzt  werden  sollen.  Darnach  muss 
man  sich  —  auch  dadurch,  dass  man  sich  Aufklärung  dar- 
iiber  verschafft,  wie  es  mit  den  Personen  geht,  welche  die 
angebotenen  Bedingungen  nicht  annehmen  —  nach  bestem 
Vermögen  bestreben,  ausden  gewonnenen  Erfahrungen  Nutzen 
zu  ziehen,  sodass  sich  aus  der  hypothetischen  Grundlage, 
mit  welcher  man  sich  jetzt  begniigen  muss,  so  bald  wie  mög- 
lich  sicherere  und  zuverlässigere  Tafeln  entwickeln  können. 
Ich  meinerseits  bin  iiberzeugt  davon,  dass  man,  indem  man 
dem  Wege,  den  ich  empfehle,  folgt,  das  Problem  in  die 
Rahmen  bringt,  welche  die  befriedigende  Lösung  umfassen 
werden. 


Zur  Theorie  der  Stabilität  statistischer  Reihen. 

Von 
Al.   A.   Tscliupron. 

DRITTE  ABHANDLUNG. 

Ueber  den  iiiittlereii  Feliler  der  »wesentlielion 
Sclnvaiikuni^scoiiipoiiento». 

Erstes  Kapitel. 


An  A'^,  beliebigen  Verteilungsgesetzen  folgenden,  zufäl- 
ligen  Grössen  —  a:,,  X2,  .  .  ■  xj^j  —  werden  N^  von  einander 
unabliängige  Versuche  vorgenommen,  —  der  erste  Versuch 
an    der   Variablen   x, ,  der  zweite  an  x,  u.  s.  w.     Man  setze: 

Exi  =  m^p\  Ex]  =  m^p-,  ExH  =  mf, 

E[xi  —  7n<»)]«  =  w'^)  —  [m'/']ä  =  n'/);  E[xi  —  m^f  =  «<'/), 

.v  ,      N  ,      AT 

N 


\    \  1    ^  1    ^ 


1-1  »-1 

1  ^  I  a; 

jy  2  '"'^'*  =  '"[2.  A']  ■'     ^V  ^  '"5^'  ^  •"''^■'  '^' ' 


Man  l)C7-cichnc  ferncr  mit  a;',  den  \V(  ii,  welcben  die  Vari- 
able  Xi  bei  dem  betreffenden  Versuche  erhält,  und  setze: 
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-V   '  _  . 

t  =  l 

Da   m], (,v)  =  Ex(N)  =  yu  ^  2  ^'«  ^  tV"  ^  *"'''  ""  *"[', ^vj  ist^    so 
lässt  sich  //A-,(A')  in  der  Form  darstellen: 

lik,(N)  =  ^[-'»'(iV)  —  W?[i,  A7]P  =  mA-,(iv)  + 


k— 2 

/t=l 


Anderseits  hat  man : 


,    N  ,  ■  N 


1      -^ 

mi2, N\  —  m[X N]---  ^2  f^i*'  ~~  ^"ti: ivj 


N 


."['^-  ^i  =  v  2  2  (--  ^ )'  ^i  imff^ri^i  H  = 


i=\ Ä=0 


A-2  ,      AT 


/l=l  4  =  1 


1         ^ 


t=i 


Da  die  Versuche  gegenseitig  unabhängig  sind.  so  erhält  man 
ferner : 

6 — 1SIU8.      Skandinavisk  Aktuarietidskrif t.    lUIi). 
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N-\     N 


mo.(AM  =  ExIn)  =  41- ^1-'  +  -22  »>i'.''''^'/=i  = 


1,-1  i.=  i,+i 


f^fl.N]  +    Y."l2.iV  , 


3  1 


iV 


iv« 


Wl4,(;V)  =  EX{N)  =  m(V.V)  +    Y  W["l,A'l."(2.A^]  + 


+  ^^,  :4»^2(I.A-),"(3,iV]  +  Su{2,^r,)    +    y,  j  ^  2  ^''''''  " '^  (.''*^'*>*]|  ' 


ii2,{N)  =  -É/[.r(,v)  --  ?^?(l. iViJ*  =  ^y  ."(2,  A-) , 


,"3,(A^)  ==  E[X^N)  —  m[i,N]f  =  ^T2."|:<.iVl' 


1  (1  <;■ 


m,(N)  =  E[x^^r^-nnuN\V  -  -^j,l'kN]  +  ^yai  v2t."''''-^(."e>)'] 


II. 


Setzt  man 


1     X 


iV 


J-1 


V  2  f^''  ~  '^l'.  A']?  =  !'"\/c,N\, 


N 


1-1 


so  ist 

Ell'\k,N\  =  fl\/c,N]^ 


,V      /. 


^."Va^i^  ^2  2^'/;"/;-/.K'''-^"i'-.vir' 


1-1  Ä-n 
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1    ^ 

=  l(Uc,N]  +  k~^j^fi\ll^[m\^  —  mn,N\]  +  •■•  + 

1    ^ 

Die  mathematische  Erwartung  von  n"[Ä-,ivi  lässt  sich  auch 
in  einer  anderen  Form  darstellen: 

En"[ic,N\  =  m[k.N]  + 

Wenn  alle  Grössen  m'/'  untereinander  gleich  sind,  so  ist 
u"[jc^N]  =  u'[k,N],  abgesehen  davon,  wie  sich  die  Verteilungs- 
gesetze  im  iibrigen  gestalten.  Sind  hingegen  die  Grössen  m'/' 
nicht  alle  gleich,  so  ist  ii"ik,N]  ^  f^'uc,m  und,  im  allgeraeinen, 
auch  Eu"ik,N]  ^  E(.i\]c^N]. 
Bei  Ä:  =  2,  hat  man 

1     '^ 

Ea"[2,  N]  =  W[2, N\  ~  mil,  N\  =  /'[2,  ivi  +  TVT  2  t^i'  ~  ^''ti- ^1^^ ' 


^ 

i=>\ 


woraus 


I     ^' 


^  2  W  ~~  ^[1,  A^ll"  =  ^  !.""[■-',  iV]—  ."'[2,  A^])  = 
i-1 


A^  1      N 


folgt. 
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III. 


Setzt  inaii 


1     'N 


N 

i"] 

so  hat  man 

''(l.iVl  =  '''[i.A']  =^  ^. 

1    ^' 

(1)      '•i2,N]-F.  ^2i^x'i-x^N^V  = 


1    Vr      r,-.  no         N—l 

1-1 

1   ^  1  A' 

(2)       r|3,  An  =  ^  X^  2  t-'*^''  -  •'»'(^'1'  =  V  2  C<'  -  "'(',  A-lP  + 


+ 


{N—l)lN  —  2) 


3(iV  — 2)ri    v     r.      r.  1 


Nach  etwas  langvvierigeren  Rechniingen  findet  man  feriier: 


2(A^— 1)  (1    ^r     r,  1*1 

j  /  »r 1  ^  I   1      "^  1  4      ^'^ 

'        1-1  J  i-l 


1111(1 
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(4)      E[v\.i,N\-rv>,N\f  = 


i=\ 


i= 1  j= I 

4(iV^— 1)  [1   ^    ,,     ,,  1 

Im    Falle,    wenn    alle    Variablen    einem    und    demselben 
Verteilungsgesetze  folgen,  erhält  man  aus  (4) : 

{1  ^  12  9  1 


ZwEiTES  Kapitel. 

I. 

1)  Wenn  die  N  Variablen  in  r  Serien  von  je  n,  eineni 
und  demselben  Verteilungsgesetze  folgenden,  Variablen  zer- 
fallen,  erhält  man  aus  (1): 


(^)      ^nr  2t^''— •^•C"-)]'  =  '  2C^''/'-  *"i'.^ll'  + 


nr  —  1 

,"[2,»-]) 

nr 


wobei  durch  W2[i,,]  und  /^(2,rj  die  arithmetischen  Durchschnitte 
der     die    r    Verteilungsgesetze     charakterisierenden    Grössen 

m</'    und    /<^''    bezeichnet    werden,     so    dass    ?W[i,r]=  .2^i*^' 


r 


,"[2,/. 

r 
(=1 
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Bezeichnet  man  ferner  mit  ar',,^  den  Wertli,  weJchen  beim 
;-ten    Versuche    der    /-ten  Serie  dic  betreffende  Variable  an- 

I     " 


nimmt.   und  setzt  2,=      \xij,  so  hat  man: 

J-i 

I      r  ,        r      II 

i   V  *      V    V      ' 

1=1  i-iy=l 

Ezi  r=Exi-=  m^l' ,    ^  >■  Ezi  =  wiii,  r] , 
t- 1 


w  ■ 


1  v^ 


2[i^2j-(i^2/)^]=     '.2/'V'=S'I^.r]. 


*=i  ,=1 


(7)  ^>,  2^2'— ••■»'-)]-  =  ,    2  W-»W(1,d]'  +  ''  ,"|2.r). 

Aiis  (H)  und  (7)  erhält  man: 

(8)  l2bn\''-^rnuriV  = 

nr-\  1  <,  ,,       r-i     i  ;^; 


I  - 1 


^irr,;„>:[^--^....]'-,,„--,,:-^t---'''" 


Ans 


^-1 

findet   man  andtrseits: 


■'t,,., 
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1  ;■       Il 

und  durch  Substitution  in  (7): 
(10)      l^[m^i^~m^^,r{?-= 


r 

t"=i 


11    '■                              •11'""  1 

-  2  [Zi  —  X(nr)\- 7 ,  >    -     2    2  ^''hJ-^^iY]  ■ 
r  ^^                        rin — l)nr  ^^  ^^        •' 

Dies    ist    jedoch    kein    neuer  selbständiger  Weg  zur  em- 

1  ^, 
pirischen    Bestimmung  des  Wertes  von    ^^[w'/)  —  ^^[i,ri]^.  da 

/=i 

nicht    nur    die    mathematischen  Erwartungen  der  in  (8)  und 

in    (10)    zur    rechten   Seite  stehenden  Ausdriicke  gleich,  son- 

dern    auch    die    Ausdriicke    selbst   identisch  gleich  sind,  wie 

man  sich  leicht  iiberzeugen  känn. 

2)  Setzt  man 


«=1 

-mn,r]Y  =  M 

(=1 

Xinr)T-  =  M', 

r— 1 

I        r      n 

so  ist 


r{n  —  1) 


nr 


nr 


M  =  E{M'  -M") 
Man  findet  ferner  leicht 
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(10')      E[M'  —  EMJ  = 

1=1  1-1 

—      r   '       ^  I ."  •• '  —  ."l^i.  'il'    +  2  .""'  ['«'/'  -  '"[1.  r]J-  + 

li^r-  ?•  .— i '  •  -  7<  r  r  ■^'  ' 

1-1  1-1 

(r—  1)^  1  VI  2f7  — 1)=^    1  VI 

,j3y3       ;-   ,*^L.     4  V.     2   /    J  ;-37i2(;i \)  f   ^J  *-'     -    -■ 

1=1  I— I 

und  nach  etwas  bescinverliclieren  Rechniingen: 


nT^    r 


»-1 


+ 


20--1) 


M-?- 


1  =  1  -^ 


Da  nuii  aher 


+  E[M''  —  EM"Y  —  2E[[M-~EM'\.\M'  —  EM"]\, 
.so  erliält  man  schliesslich: 


(11)      E\\M—M"]  -  MY^ 
2 


(r— l)(nr-l)  1  <,     ,.,|.         -     I  Vr  i.)  u  o. 

r^n*(7^—  1)      ?  :— •'■  ■  '        n-r-  r  ■^      ■ 


1-1 
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IT. 

1)  Man  nebme  niin  an,  dass  an  der  Variablen  a;, — ??i 
Versuche  vorgenommen  werden,  an  der  Variablen  X2  —  n., 
Versuche  u.  s.  w.,  und  setze  n^  +  ri2  +  ■  ■■  +  nr=  s. 

Betrachtet  man  alle  s  Versuche,  als  ein  ganzes,  so  hat 
man: 


'"■[1,3] 

1    '• 

'>'h2,s] 

1      r 

"  /=1 

l'[-2,x] 

Ex(,) 

=  »'^[1,«], 

Ex(s)-^mlx,s-\+     ,"[2,  .9], 


1     *  1    '  1 


s  ^^  s 


Setzt  man  anderseits 

1    V„.r 


r 


SO  erhält  man: 

^niZi  =  X(s), 


und,  hei  n,  >  2, 


1=1      7=1  t=i 

t" = 1      i- 1  /- 1 


/=1  J=l  1=1 

Man  findet  ferner  miihelos: 

(14)    E^l^r  'Zir)Y  -=y[m^i^-nn,,r\V  +  ''~^  y  ^  //I» 


(15)    E  2  'ii[2.  — .r(,)]-  =  2  w.W>-m(,.,,]-  +  ^ //(,')  -     V  ;,.  „ 


(»I 


5 
i-l  1-1  f-I 


(16)    ^  y  [2.-  .T(«,P=  y[m(/)--m„,,|]^  +  y  ^  /'<?'  -  ^2."''  + 

It  i  S 

i-\  i-\  i-l  i- 1 

r 

+  ^s^Wi."^^  +  2rwi(i,.,][rn[i,,]  — m|i,,|l, 
I-l 

«-l  I-l  I-l 

+ 'i '."?'■ 

I-l 
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Aus  (14)  und  (13)  erhält  man: 


(18)  lt^m(i>-m^,,,^Y^ 

'      j=l  »=1  '7=1  I 

und  aus  (12)  und  (13) 

(19)  ^yini[m^i^-m{us\f  = 

öder  auch  aus  (15)  und  (13) 

(20)  ]%ii[m^i^-W[u,{\'^ 


s 


Die  Formel  (18)  zeigt,  dass  der  mittlere  Fehlér  der  mathe- 
matischen  Erwartungen  der  Grössen  zi  stets  kleiner  ist,  als  die 
mathematische  Erwartung  des  mittleren  Feblers  der  Grössen 
Zi.  Was  die  Formeln  (19)  und  (20)  anbelangt,  so  lässt  es 
sich  leicht  nacbweisen,  dass  nicbt  nur  die  matbematischen 
Erwartungen  der  auf  der  recbten  Seite  stehenden  Ausdriicke 
gleicb,  sondern  aucb  die  Ausdriicke  selber  identiscb  gleicb 
sind:    die    beiden    Wege    zur    empirischen    Bestimmung    von 


1    '" 
2rij[m'/'  —  '^[1,8]?  fallen  mithin  zusammen. 

2)  Setzt  man 


5 

i=l 
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C2\) 


\y,[m^i^-mur)Y-M, 


it^Zi-Z.r^y^M', 


J-1  J=l 


so  hat  man: 


^i/'=''^^  2,!.."^^" '  !•  2i^'^-*-'''i'''i^'' 


il/  =  ^[J/'  — il/"] 


Man  findet  ferner: 


(21')       E[M'  —  EiM'Y== 


1=1 


Ä 


i«.i    * 
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E[M'  —  EM'].[M"  —  EM"]--^^^'   v^'^  ^L"'/'- 3  ((/'/))]' + 

i  —  \ 
2{r~l)  I  v    1      ,;>      m  v    1       US 

und  hieraus: 

(22)   E  {[M' -M'']-M]'  =  ^^'~-~^^  "^i-M^y  + 


+ 


2{r-\Y^         1 


2  =  1  i  =  l  J  =  l 


+ 


J  =  l 


III. 


1)    Im  Falle,  wenn  die  Grössen  w'/'  untereinander  gleich 
sind,  findet  man  aus  (21)  und  (22) 


1  ^ 


M=     2[<'-'-^[M-]P  =  0, 


i=l 


(23)    E{M'—M"Y  =  ^^^-^-^^2  \  [,"*=']'  + 

T  Til 


^        y*       ^Wi(ni— 1)''  •■'^       r^^ 
»—1  j=i 


1  ^  1 


ni'  - 


Falls  ausserdem  die  Grössen  ni  nnter  einander  gleich  sind, 
hat  man: 


E[M'—M"]  = 


I;=i  /=i7=i  ' 
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(24)  E[M'-M'J  =  2(r- l)(nr-l)  1  j.  _ 

i  =  1 

—  . .  2 [."■■' -."[••i- '•il'- 

n-r-r  ^^^-       ■  ^  •  'j 
j=i 

Wenn  ausser  den  Grössen  m^i\  auch  die  (Irössen  wi/'  und 
folplich  auch  //'/'  unter  einander  gleich  sind,  c-rhält  man: 

E[M'—M"]  =  0. 

(25)  E[M'—]\VJ=^ 

.J2(r-])- v_  _1^        _2^,  I        2r^,  ]y( 

•" M       t '        ^  Wi(w,—  1 )       r*  ^  7?/  "^  r^  [^  ^^^    (  ' 
>  1=1  1=1  1=1     -■  ) 

Falls  rtusserdem  die  Grossen  m  unter  einander  gleich  sind, 
hat  man : 

(26)  B[il/'-Jir]'  =  ^"7!f'"':=:l*«:. 

r^n-{n — 1)     '  " 

2)  Der  Fall,  wo  alle  Variablen  einem  und  demselben 
Verteilungsgesetze  folgen,  lässt  sich  auch  in  einer  anderen 
Weise  behandeln,  die  vor  der  obigen  erhebliclie  Vorziige  hat. 
Man  setze: 

I        r 
._  j  ^ni\Zi—X(s)]-  =  /'':, 
s  =  l 

O  1 

»-1 


Man  hat: 


und  folglich 


E,,\  =  Eu'\  =  it^, 


E[(,\_~u\-\^0. 
Man   findet  forner  leicht 
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Eit  -  = II :  + -^ 


!=1 


1        2r—\ 


[u^  —  ^ftl]. 


'     "       s  —  1 '   ■       s    ' 


und  nach  etwas  beschwerlicheren  Rechnungen 
woraus 


(27)      E[n\_-u\:\ 


2     s—r 


r— 1.S— 1' 

+ 


«    + 


(r 


_1)2|_2 


1  _r'- 
Ui        s 


•  r/'.-3//!] 


folgt. 

Sind     die     Grössen     m    untereinander     gleich,      so    ist 

"V _o,  und  man  erhält 

1=1 


(28) 


^[."'.-.""j=,,4tH"?- 


Wenn     die    Variable   x   dem     GATJSs'schen    Verteilungs- 
gesetze  folgt,  ist  ii^- — 3ii:=0,  und  man  erhält  gleichfalls 


(29) 


S[V.-«M=  =  ,l^^z:{.; 


In  diesem  Falle  ist  also  der  mittlere  Fehler  von  u\ — «", 
von  der  Verteilung  der  Versuche  anf  die  einzelnen  Serien 
unabhängig, 

^l       f^  .  . 

Da    /.     —      >  O  ist,  so  wird  das  Vorzeichen  des  zweiten 

f^m      s 
1=1 

Gliedes  auf  der  rechten  Seite  von  (27)  durch  das  Vorzeichen 
der    Differenz    u^  —  Su^    bestimmt:     ist    u^y^ul,     so    wird 
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E[ti'n  —  i<''.j]-  durch  die  ungleichmässige  Vertcilung  der  Ver- 
suche  auf  die  einzelneii  Serien  vergrössert.  Tst  //^<3/r,  so 
wird  E[n\  —  ."'J^  ini  Oegenteil  liierdurcli  verringert. 

3)  Tn  (lem  Falle,  wenn  alle  Variablen  einem  und  dem- 
selben  Verteilungsgesetze  folgen  und  die  Zahlen  7?,  unterein- 
ander  gleich  sind,  lässt  sich  ohiie  besondere  Schwierigkeit 
die   Gestalt    des  Verteilungsgesetzes  von  /<',  —  ii''^  fur  m  =  oo 

unter    der    Voraussetzung,  dass  (r     '  n/,    I         ^^  ^^^i  beliebig 

grossem  h  ist,  feststellen. 

Das  Verteilungsgesetz  der  Glrössen  zi  näliert  sich  unter 
obiger  Voraussetzung  mit  wachsendem  ii  der  GAUSs'schen 
Form  an;  man  liat  demnach 

(30)  {E[n',-U,f)n^oo  = 

-^."fi(-l)>6^i(l  +  ,.^,)(l  + 
Anderseits  liat  man  : 

{EUi",-n.J^'%^.Q. 

In  gleicher  Weise,  uie  oben  (zweite  Abhandlung,  S.  248) 
iiberzeugt  man  sich  ferner  leicht,  dass  bei  beliebigen  ganz- 
zahligen  positiven  //   und  ;' 

{E[u\-n,]''.\u",-i,,y)„.^^  Q 
und  dass,  folglich, 

(31)  (^[."V-,"".-n.--  -  •  iE\>i'r    .'/,.f)„-,  . 

Das    Verteilungsgesetz    von    //.,  -    u",    ist  also  bei  n  —  oo 
dMssdbc,    wic    das    Verteilungsgesetz   von  [//..    -/<-],  d.  i.  das 


^  ^ '■•,.-,)•  (-^'^rJr"! 
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PEARSON'sche  asymmetrische  Verteilungsgesetz,  das  dem 
Werte    oo    des    PEARSON'schen    Kriteriums    entspricht^    und 

r— 3      _  »— 1 

dessen  Gleichung  auf  die  Form  y  =  kx  -  e  ^'"-  gebracht 
werden  känn,  falls  man  den  Nullpunkt  des  Coordinaten- 
systems  in  den  Punkt  verlegt,  welcbem  der  Wert  y  =  O  ent- 

spricht.     Die  Mode  hat  hierbei  den  Wert  n.^    1 . 


IV. 
Die  BestimmungdesNäherungswertes  von    ^[m'/)— W[i,^]]=' 

stellt  auf  die  Tagesordnung  die  sicb  unmittelbar  däran  an- 
schliessende  Frage  nach  den  Werten  der  höheren  Momente 
der  m(/'-Grössen.  Ohne  dieses  komplizierte  Problem  in  dessen 
ganzem  Umfange  hier  aufzuwerfen,  will  ich  nur  in  aller  Kiirze 
zeigen,    wie    sich    in  dem  einfachsten  Falle  der  gleichen  Ver- 

suchszahlen    der   Wert    von      ^[m*/)  —  *^[i,r]]^  auf  Grundlage 

der  empirischen  Werte  von  x' ij  und  zi  näherungsweise  be- 
rechnen  lässt. 

Halt  man  an  den  Bezeichungen  des  §  I  dieses  Kapitels 
fest,  so  erhält  man  aus  (2),  indem  man  alle  nr  Versuche  als 
ein  Ganzes  betrachtet: 


1      nr 

(32)        E    -^     y[x'i-X(nr)Y- 

nr  ^^ 

i=l 

1  V"  r    u\  T!      (^*' — l)(wr — 2) 

=  ,.  Z  W-^[l,.lT'  + ^^ '  «[3,ri  + 

j  =  l 

^3(wr-2)ri  ^ 

Wendet  man  anderseits  die  Formel  (2)  auf  die  Zi-Grössen 
an,   wobei  zu  beachten  ist,  dass 

^   Cf.   etwa   W.   Palin   Elbkrton,    Frequency   curves  and  correlation, 
p.  47,  68. 

7  —  184B8.      Skandinamsk  Aktuarietidskrift.    1919. 
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E[zi-EziY  =  \  Il 2,  E[zi-Ezif  =  J,  1*3, 


so  findet  man 


(33)  ^^^y[c,-X(„„T'  =  ^^2K''-^i>'iT'  +  ^'    Ull    ^■•"^='•^1  + 

1=1  1=1 

,   3(r— 2)ri    v    r,     r.  1 

nr      inr  ^  '         ' 

^      1=1  -• 

A  US 


findet  man  schliesslich 


''  't-]>-=i 

Man  verfiigt  demnach  iiber  drei  lineare  Gleichungen,  die 
nicht  mehr,  als  drei,  unbekannte  Grössen  enthalten.  Aiis 
(32)  und  (33)  erhält  man: 

7i7-(??r  —  2)-*"  r{r  —  2)  *- 

1=1  j=i 

(ra— l)(Hf +  r-l)  i(«  — 1)       1^ 

t-l 

Setzt  man  in  (35)  den  Wert  von  //(3, ^i  aus  (34),  so  hat  man 
schliesslicli : 

(36)     |.>;K')-m|,,,.,?  = 

i-l 


_      Hnr  +  r-l){nr-l)(r-2)^.  <.     ,  ._ 
-^1         r»n(n-l)(w-2)  ^^L•^..;      2.J    + 

nr-2    <.r  ,3  ;-2       ;^%  ,  J 

+  r«(n- 1)  ^'■'^•~^""-^^"  "  r''n(n- 1)  ^'■'' '"■**<""■'    • 
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Drittes  Kapitel. 

I. 

1)  Man  nehme  nun  in  iiblicher  Weise  (vgl.  Erste  Ab- 
handlung,  S.  210)  an,  dass  die  Variablen  Xi,  x.,,  .  .  .  Xr  bloss 
Werte  1  und  O  annehmen  können  vind  bezeichne  mit  'pi  die 
Wahrscheinlichkeit  des  Wertes  1  und  mit  qi  (=  1  —  'pi)  die 
Wahrscheinlichkeit  des  Wertes  O  fiir  die  Variable  Xi.  Durch 
Zi  wird  dann  die  Häufigkeit  des  in  bekannter  Weise  mit  Xi 
zusammenhängenden  Ereignisses  A  fiir  die  i-te  Serie  aus- 
gedriickt  und  durch  xi,s)  —  die  Häufigkeit  von  A  fiir  alle  r 
Serien.     Setzt  man  ferner 


1\ 


s 


SO  hat  man 


,(i) 


I 


."'2''  =  ngi, 

2  [x'i—-ris)]-  =  2  ^'''  —s^(s)  =  2  ^^i—s^h)  =  •5^'(s)  [1  — a;(s)] 

j  =  l  '  2  =  1  /=1 

und  demnach 

(37)   El^[x'i—xu.)f  =  Ex^s)[l-x^s)]  = 

1      r  1      r 


S 


5  -^        S 

1=1  i=l 


1      r  I      r  1      *"     1 

(38)    E ^yil^i-Zir)V  =  ^,  y^lVi- Po)Y  +  ^-^  ^-ViQi^ 

i=l  i=l  i=l     * 


^    Bleibt    ni    fiir    alle   r   Serien  gleich,  so  erhält  man  aus  der  Formel 
(38)  die  von  Prof.  v.  Bortkiewicz  in  der  Abhandlung  »Homogeneität  und 
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(39)    E  ^  V  ,,,[-,_a:(.,P  =  \  ^tu[Vi-1H.)Y  + 
»-1  j=i 


1  V  1  V 

1      r  ■,      T  1      '      1 


9       f  ]      »^ 


»=i  »=1 


Da  anderseits 


so  ist 


(42) 


E^     n  T  '  J  »,—  1 

i?2i[l  —  2i]  =  ;;,•— /)/—      /)/9,=  ?J,g. 

II  i  ni 


r  •>  T 


und,  folglich, 


Stabilität  in  der  Statistik»  (Skandinavisk  Aktuarietidskrift,  1018'  auf  S.  11 
gegebene  Formel  (36)  In  gleiclier  Weise  crhiilt  man  aus  den  Formeln  (21  "> 
bezw.  (10'),  als  einen  Spezialfall,  die  von  Bobtkiewicz  aufgcstellte  Formel 
(60)  (ibid.,  S.  20),  —  öder  vielmehr  die  genuuo  Formel,  zu  der  Bobtkiewicz 

gekommen  wäre,  falls  er  in  den  Formeln  (54),  (55)  u.  a.  die  ^i,  bezw.  . 
enthaltenden  Olieder  nicht  vernachlässigt  hatte. 
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(43)    lt^Pi-pu)V 


(44)    „  ^w/[29i  — ;)(^)]2  = 


t=i 


=  ^ix,.,[i-x„]-^--i2^,.<[i-.,]j 


2)  Setzt  man,  wie  oben  (S.  13) 

i=l 


r—l  ^      1 


«=i 


-0i[l-2,l  =  J/", 


SO  hat  man 


3I  =  E[3I'  —  M"] 


nnd,  laut  (22), 

(45)   E[[M'-M"]-3I)^^^'^:-"y±plgl 


2(r— 1)  y  1 


+ 


+  ="■.: "^2-'    "'"' 


r*        ^ni{ni—l) 
1=1 


Vi  Ti 


}-3  2å 


"  1  ]  v  1 


102 


Wenn  alle  w,  unter  einander  gleich  sind,  erhält  man 


(46) 


I  2  lV'-Pir)Y  =  ^  =  Ery  [Zi-Z,r)Y 


r  — 1 


r«(w  — 1)^  -■) 


1—1 

9     *"  r  1    ''        "I-       4.     *" 


*  Af'  in  den  obigen  Formeln  entspricht  der  von  Prof.  v.  Bortkiewicz 
in  »Homogeneität  uiid  Stabilität  in  der  Statistik»  (Skandin.  Aktuarietid- 
skrift,  1918)  mit  er'  bezeichneten  Grösse ;  ikf"  entspricht  dem  Bortkiewicz'- 
schen  u',  M  —  dem  BoRTKiEWicz'schen  w".  Die  Differenz  Af'  —  M''  ist 
somit  dem  BoRTKiEWicz'schen  r*  gleich,  und  Ey[M'  —  M"] — 3/)' =  9)?'(v- . 
Was  den  Unterschied  zwischen  der  obigen  Formel  (46)  und  der  Bortkie- 
wioz'8chen  Formel  (103)  (Homog.  u.  Stab..  S-  27)  anbelangt,  so  geht  er, 
einerseits,  darauf  zuriick,  dass  Bortkiewicz  auf  eine  genaue  Berechnung 
der  in  Betracht  kommenden  mathematischen  Erwartungen  verzichtet  (ef. 
oben  Anmerkung  zu  S.  20),  und,  anderseits,  darauf,  dass  der  in  die  Defi- 
nition von  v"  (ibid.,  S.  26)  eingehende  empirische  Wert  ii^  bei  der  Berech- 
nung von  3)Z-(u')  durch  eine  apriorische  Grösse  ersetzt  wird.  Beriicksichtigt 
man  die  Tdentitäten 


r 


J'i9i=  P(r)1{r) 


1    V 


1   V 

wobei  i/f=     ^  [Pt  ~  7'{r)l''  ^^^  ('^^^  BoRTKiKWioz,   Homog.  und  Stab.,  S.  21; 


«"-l 


vgl.  Charlier,  Theorems  of  Poi.ssON  and  Lbxis,  p-   14.  Ark.  f.  mat.,  astr. 
*ocli  fysik,  1911),  so   erhiilt  man  aus  Formel  (46)  nach  Weglassen  der  £5.  £3 
und   £4  onthaltonden    Glioder   mit   der  von  Bortkikwicz  angestrebten  An- 
nähorung 
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Wenn,    anderseits,   alle  fi  untereinander  gleich  sind,  er- 
hält  man: 

Jf  =  0, 

(47)    E[M'-M''Y  =  v'q'?-'^^''i,lj  + 

^  2{r-  \Y  ^ 1 2  ^ n  _  1  ^  IY[ 

Wenn,  schliesslich,  sowohl  alle  pi,  wie  auch  alle  Wj  gleich 
sind,  erhält  man: 

Ji  =  0, 

(48)  ^[.r-i/'?=='^^=ii^ 


II. 

Wenn  alle  pi  unter  einander  gleich  sind,  känn  man  auch 
von  den  Formeln  des  §  III,  2)  des  zweiten  Kapitels  aus- 
gehen.     Man  erhält  dann: 


»■=1 

(49) 


o 

/t"2  =  ^_-ja;(s)[l— a:(s)], 


5,^^,/  ox  2     /(r-l)(?ir-l)    o   o    ,   „     n  .  n     ^       c,\-\  — 

='-^-^{{r-\)p-T  +  2(nr+5)pg£2  +  (r-2)£,)  anstått 

2 
2)P(t;')  = -5— ;  ((r  —  l)p-g'^  +  2nrp  3£j}    laut    Formel    (103):    die    Näherungs- 
vn' 

formel   (103)    darf    also  insoweit,  als  correct,   gelten,  invviefern  fg  derselben 

Grössenordnung,  wie      ,  ist. 
n 
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E[fi'z-n"A-0, 


2     s—  r 


(50)  ^> [."':.-,""•.-? -^^.li^_i  r?^  + 


^- 


1 


1 


1 


{r—l)-l^)ii       .y_ 


pq[l  —  iy/>q]. 


Bei  ?'  =  ?  =  .,  Wat  man  demnach : 


der    mittlere    Fehler    von   //'.,  —  ii'\    ist  also  bei  ?J  =  .,  um  so 

geringer,   je    ungleichmässiger  sich  die  Versuche  auf  die  ein- 

zelnen  Serien  verteilen . 

Die     ungleichmässige     Verteilung     der     Versuche     wirkt 

ermässigend     auf     E[u'.  —  .""2]%     solange     1 — 6jiq<0    öder 

1\-       1  1 

p  —  -     <  ,„    bleibt.      Bei    pq  =  ^    wird    E[it\  —  k".]-    durch 
21        12  6  .... 

die   Verteilung   der   Versuche   auf  die  einzelnen  Serien   nicht 

beeinflu.sst.     Bei  pq  <  ^  stellt  sich  £'[//', — //'J- um  so  grösser, 

je  ungleichmässiger  die  Verteilung  ist. 

Sind  die  Grössen  71,  untereinander  gleich,  so  ergibt  sicli 
aus  (49)  und  (50): 


(51) 


j  i  t^'~~ •''<"'■) ^"' 


1-1 


"  ^''  n  1 


(.->2) 


E[u', 


"'. 


2     r{ti~-l) 
r —  1   nr  --  I 


p-q- 


und  aus  (31),  Imm  nicht  allzu  kleinen  p  und  q. 


105 

(53)    iE[u',-u\]'%=^=- 


k 


,.,V.      ,..•.,./.    ,       -^     \/,    ,       '*     \       /,    ,    ^(k-j-]) 


9 


7=0 

Das      Verteilungsgesetz      von      u'^  -~  '("o      bei     n  —  cc      und 
I =0  hat  also  die  Form  (ef.  oben  S.   18): 

r— 3  r-1 

—  .r 

y  =  Kx  '^   e    -i"i    . 


III. 

Aus  rechnerischen  Grunden  ist  es  oft  zweckmässig,  die 
Zahlen  der  Wiederholungen  des  Ereignisses  A  und  nicht 
dessen  Häufigkeiten  den  Berechnungen  zu  Grunde  zu  legen. 
Bezeichnet  man  mit  ivi  die  Zahl  der  Wiederholungen  von  A 
bei  den  Ui  Versuchen  der  i-ten  Serie  und  mit  Ws  die  Zahl 
der  Wiederholungen  von  A  im  Laufe  aller  s  Versuche,  so 
hat  man: 

lOi  =  lli  Zi , 


;  =  l 

Sind  alle  Ui  gleich,  so  erhält  man  aus  (43)  und  (44): 

1=1 

n-r-^l  r                 n-r-{n—  \}  -^ 

t       t"=]  i=i                    ' 

n  f      1  r  T  ^^ 1  "V  r  il 

Anderseits  erhält  man,  wenn  alle  fi  gleich  sind,  aus  (44) 


lOG 


(55)       ^  j^  |,r, [.?-«•,]- (5- 1 )  2^  ^^;^^^^/[7^• -«•,][  =  O 


und  ans  (49) 
(56)     ^.j    \  V  ' 


U'i  —        Ws 
S 


I 


w,[s 


w,]l  =  0. 


seits: 


(57) 


S{.9—1) 

Sind  sovvohl  alle  ?<,,  wie  alle  ]>{  gleich,  so  hat  man  ciner- 


r—l      1 
1'     n  —  1 


?<•,[«  — 2r,]   =0, 


E\      y,    «",—      lCnr\    —  ,    yW'i[n— M\]l     = 

\r  ■*■  r         \  r     n —  I  ^^ 


2(r-l)(wr-l),      ,,  ., 


lind,  anderseits, 


(58) 


i        «=i 

Wi 

1      1 

r 

'-,(.r-J)"'"'-t'"-'^''"-j  =  ^' 

i        ,=1 

w, 

1 

r — 1  11  r — 1 


{nj))-q-. 


Von  besonderera  Interesse  ist  der  Fall,  wo  p  so  klein  ist, 
dass    iv„r    ini    Vergleich    zu    «?•    v^ernachlässigt   werden    darf. 


m 


Setzt    man    p  =        und   lässt  dann  n  unbeschränkt  wachsen, 
so  crhält  man  aus  (57)  und  aus  (58)  iibereinstimniend: 

(59)  ^1' j^[^'''-'  "--J- -'»-»J       O, 


10' 


I 


(60)  ^11,2 


1 

r 


11-  2         . 

V  r~~[ 


In  diesem  Falle  —  d.  i.  im  Bereiche  des  sogenannten 
»Gesetzes  der  kleinen  Zahlen»  —  erhält  man  mithin  Be- 
ziehungen,  welche  die  Zahl  n  iiberhaupt  nicht  enthalten. 
Alle  Berechnungen  lassen  sich  ausfiiliren,  ohne  dass  man  die 
genaue  Grösse  von  n  kennt:  um  die  Formeln  (59)  und  (60) 
anwenden  zu  diirfen,  braucht  man  nur,  berechtigt  zu  sein, 
anzunehmen,  dass  alle  ni  untereinander  gleich  sind  und  dass 
n  selar  gross  ist  im  Vergleich  zu  der  grössten  der  Zahlen  tCi. 


IV. 

Bei  der  praktischen  Verwertung  der  oben  abgeleiteten 
Formeln  wird  man  in  der  Regel  die  in  denselben  vorkom- 
menden  apriorischen  Grössen  durch  empirische  Werte  er- 
setzen  miissen.  Am  nächstliegenden  ist  gewiss,  einfach  iiberall 
Pi  =  Zi  und  qi=l — Zi  zu  setzen,  wie  man  es  eben  meistens 
zu  tun  pflegt.  In  der  Praxis  wird  man  sich  wohl  in  der 
Regel  an  dieses  Verfahren  halten.  Theoretisch  ist  dasselbe 
jedoch  nicht  einwandfrei.     Man  hat  ja: 


Ezi[l—Zi\  =  -   jiiqi 


woraus 


Piqi^E       '     Zi[\—Zi\,  —  also  piqi  ^  Ezi[i—Zi]  —  folgt; 

71  i        J 

bei    kleinen    Werten    von    rii   känn   der  der  Annahme  piqi  = 
=  Ezi[l — Zi'\  anhaftende  Fehler  recht  erheblich  sein. 
Aus 


Ez 


(Wf  — 1)2  (Wi  — l)(wi— 2)(?ii  — 3)    ,    , 


1  Cf.  BoRTKiEWicz,    Ueber    die    Zeitfolge    znfälliger    Ereignisse,    S.  62 
(Bull.  Inst.  Intern,  de  Stat.,  t.  XX,  Livr.  2). 
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findet  niaii  in  iilinliclier  \Veisi',  bei  c,  ?^ 


I 


''•»■=(«,-l)(„,'-2)(„,-3)^f'f'--'l'-"W'-f'-="l| 


Hatte    man,    von    'Piqi=       '  ,  2:/[l  — 2/1    ausgehend,    pj qf 

gleich     '^        ,,V     gesetzt,  so  hatte  man  den  Weit  von  v] o] 
{ni  -  1)-  '    ^ 

iiberschätzt.     Bei    V  =  Q  "=  ,^    wiirde    der    relative    Febler  bei 

nicht    zu    kleinem    »,    nicht   allzu  schwer  ins  Gc-wicht  fallen, 

aber    bei    stark    von    ^    abweichenden    Werten    von   p  und  q 

wurde    er    selbst    bei    sehr    grossem    iii    recbt    erheblich  sein 
können. 

Der  in  (45)  vorkommende  Ausdruck 


I  v  r  1  I  v  1 

: 1  ^  - t      J  -J 


lässt  sich  in  der  Weise  empirisch  abschätzen,  dass  man  von 


V 


ViQi 


1^1 


1 

1 

VI 

n  - 

v  i 

r 

J.  1 


r—\  <y   1 

r     ••"  v  i 
1-1 


r—\       r 


Pi<l> 


,  Pi  Q  i 


/-1 7-1  +  1  ^ 


au.sgelit    lind    fiir        //,r/,    als    Xäherungswort  ,  ~i[l — ~il> 


.    ,..     1 


Vi 


sovvie fiir    ..  7>; 7»  den  Wert ^  '     -—  -z/ [ I  —  r,]- 

".'  (n,  — Utn,  — 2}(n,  — 3)  I 

—    '         2,Tl— c,l     einsetzt. 
I 
Da  ferner 
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n 


(r-l)2  V  I     ,  2(r-l)  v  V  1     •> 


•'  2  limVi^^V]  +,,,  2  2   2    rtm^'^ 


i  =  1  .;V  /  /=  1  j^  i  11  y^  i  5^,/ 


ist,  so  braucht  man  hier  bloss  qi  —I  —  ]){  zu  setzen  und  dann 

p  durcli  z,   p'  durch  z^ :.zll — z]  u.  s.  w.  zu  ersetzen, 

ri  —  1 

um    einen    adäquaten    empirischen    Näherungsvvert   auch  fiir 

diesen  Ausdruck  eventuell  zu  erhalten. 


v. 

An  dieBestimmungdesNäherungswertes  von     ^['Pi  —  7hr)]- 

1=1 
lässt    sich,    wie    oben    (§  IV  des  zweiten  Kapitels)  die  Frage 
nach    den    Werten  der  höheren  Momente  der  ^^t-^^iirössen  an- 
schliessen.     Wenn  die  Versuchszahlen  a?»  untereinander  gleich 
sind,  erhält  man  leicht  aus  (36): 


(61)   ^  2  W-^^n. '■]!'  = 


r 
1=1 


r^{n — l)(w  —  2)  -^ 

fly 2    v^  r ^  \ 

denn 

n 

2[^''.-'— ^^1'  =  nZill-Szi  +  2zi]  -  nzi[\-zi][l  -2zi] 
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^[o-,  — a:(„r)P  =  nra;(„r)[l— a;(„r)][l  — 2x(„r)]. 


ViERTES  Kapitel. 


Die  Berechnung  der  oben  mit  3/  bezeichneten  (ef.  S.  8, 
13,  22)  LEXis'schen  »wesentlichen  Schwankungskomponente» 
(vgl.  Erste  Abhandlung,  S.  214)  känn  eiu  mannigfaltiges  sta- 
tistisches  Interesse  bieten. 

1)  Als  Quadrat  des  mittleren  Fehlers  der  den  empirischen 
Zalilen  zu  Grunde  liegenden  apriorischen  Grössen  m^p  bezw. 
Pi,  besitzt  M  einen  hervorragenden  unmittelbaren  Erkenntnis- 
wert.  Durch  die  Berechnung  von  M  lässt  sich  ein  Urteil 
dariiber  bilden,  inwieweit  die  Grössen  7/?'/^  bezw.  ;;,  von  den 
Merkmalen  beeinflusst  werden,  auf  welchen  die  Serienbildung 
beruht.  Man  fa,sse  elwa  die  so  oft  behandelte,  aber  docb 
unentschiedene  Frage  nach  dem  Einfliisse  der  Alterskombina- 
tion  der  Eltern  auf  das  Geschlecht  der  Nachkommenschaft 
ins  Auge.  Wie  eifrig  bat  man  seit  Hofacker  und  Sadler 
nach  dem  gesetzmässigen  Zusammenhange  zwischen  der 
Sexualproportion  der  Geborenen  und  dem  Alter  der  Eltern 
geforscht  und  wie  ergebnislos  sind  bis  jetzt  alle  derartige 
Forschungen  geblieben!  Kaum  wähnte  ein  Forscher  eine 
gewisse  Gesetzmässigkeit  erfasst  zu  haben,  als  ein  Anderer 
kam  and  an  neuem  empirischen  Material  iiberzeugend  nach- 
wies,  dass  von  der  eben  entdeckten  Regelmässigkeit  keine 
Spur  zu  merken  sei.  Und  daraufhin  wiederholte  sich  die- 
selbe  Geschichte  in  ewigem  Turnus  von  neuem.  V  Diese 
Misserfolge  wurzelten  nicht  zuletzt  darin,  dass  man  iiber 
geeignete  Mittel  zur  Veredelung  des  empirischen  Materials 
nicht  verfiigte  und  das  hinter  dem  Schleier  der  zufälligen 
Schwankungen    schimmernde    Bild    festzuhalten  sich  beeilte, 

'  Cf.  etwa  die  Literaturiibersicht  bei  E.  Rolcke,  Einflus-s  des  .-Vlters 
der  Eltern  auf  das  Geschlecht  der  Kinder,  S.  49—52  (Allg.  Stat.  Archiv, 
Bd.  IX,  1915). 


Ill 

ohne  vorher  festgestellt  zu  haben,  dass  die  beobachteten 
Unterschiede  in  den  statistisohen  Häufigkeiten  iiber  die 
Grenzen  des  rein  ZufäJligen  hinausgehen.  Die  erste  Frage 
hatte  stets  sein  sollen,  ob  iiberhaupt  merkbare  Unterschiede 
in  den  Wahrscheinlichkeiten  der  Knabengeburt  zwischen  den 
einzelnen  Elterngruppen  vorhanden  sind.  Erst  wenn  man 
Grund  hat,  diese  Frage  bejahend  zu  beantworten,  lässt  sich 
mit  Aussicht  auf  Erfolg  die  weitere  Frage  stellen,  f  är  welche 
Gruppen  die  betreffende  Wahrscheinlichkeit  höher  und  fiir 
welche  sie  niedriger  zu  veranschlagen  ist.  Wird  das  Problem 
in  dieser  Weise  zergliedert,  so  lässt  sich  die  Vorfrage  an  der 
Hand  der  oben  abgeleiteten  Formeln  stets  insoweit  lösen, 
dass  man  feststellt,  ob  Differenzen  zwischen  den  Wahr- 
scheinlichkeiten von  der  Grösse  existieren,  dass  sie  den  durch 
den  mittleren  Fehler  von  M  bestimmten  Spielraum  iiber- 
steigen. 

Dasselbe  Verfahren  känn  ferner  dazu  beniitzt  werden, 
Gruppierungen  nach  verschiedenen  Merkmalen  unter  ein- 
ander  zu  vergleichen,  wobei  es  sich  also  entscheiden  lässt, 
wo  die  den  Forscher  interessierenden  Differenzen  der  Wahr- 
scheinlichkeiten grösser  sind.  Hatte  man  z.  B.  auf  diese 
Weise  festgestellt,  ob  Unterschiede  im  Alter  der  Väter  öder 
Unterschiede  im  Alter  der  Miitter  öder  Altersunterschiede 
zwischen  den  Eltern  die  Wahrscheinlichkeit  der  Knabenge- 
burt stärker  beeinflussen,  so  wäre  unser  Wissen  von  den 
rätselhaften  Vorgängen  bei  der  Geschlechtsbestimmung  nicht 
unwesentlich  gefördert.     Sehr  lehrreich  könnte  sich  auch  der 

1    ^ 
Vergleich    der    Grösse   von     ^^ifi  —  VmY    f"''   die    Lebend- 

geborenen,  einerseits,  und  fiir  die  Gesamtheit  der  Geborenen 
(i.  e.  der  Lebend-  und  Totgeborenen),  anderseits,  gestalten. 
Die  praktische  Verwertbarkeit  dieses  Forschungsverfahrens 
in  dessen  einfacherer  Form,  welche  von  der  Annahme  glei- 
cher  Versuchszahlen  fiir  alle  Serien  ausgeht,  ist  relativ  gering, 
da  man  nur  in  Ausnahmefällen  ein  dieser  Annahme  nicht  zu 
krass  widersprechendes  empirisches  Material  zur  Verfiigung 
bekommt.  Durch  die  oben  abgeleiteten  allgemeinen  Formeln 
wird  dieses  methodische  Hindernis  beseitigt,  und  es  steht  der 
praktischen    Anwendung  dieses  vielverheissenden  Verfahrens 
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nichts  iin  Wege  ausser  der  zeitraubenden  Kalkulationsarbeit, 
die  freilicb  von  Einzelforscbern,  welche  iiber  kein  Bureau- 
personal  verfiigen,  in  dem  erforderbchen  Umfange  kaiim  be- 
wältigt  uerden  kann.^ 

2)    Die    Berechnung    von   .1/  lässt  sicb  unter  Umständen 
an  die  Ausfiibrung  der  Ausgleicbung  mit  Vorteil  anscbbessen. 


'  In  den  Tabellen  der  Berliner  Statistik  werden  z.  B.  fiir  die  ehelich 
Geborenen  die  Zahlen  der  Knaben-  und  Mädchengtburten  seit  1878  jahraus 
jahrein  fiir  mehr  als  1500  Elterngruppen  ausgewiesen.  Ein  Material,  fur- 
wahr,  das  allein,  wenn  es  zweckentsprechond  bearbeitet  wäro.  die  Frage 
nach  dem  Vorhandensein  eines  Zusammcnlianges  zwischen  der  Sexualpro- 
portion  der  Geborenen  und  dem  Alter  der  Eltein  entsclieiden  könnte,  das 
aber  so  gut,  wie  braol»  liegt  und  ein  weiteres  halbes  Jalirhundert  brach 
liegen  wird,  wenn  nicht  inzwisclien  statistische  Forschungsinstitute  ent- 
stehen,  welche  mit  technischen  Mitteln  ausreicher.d  ausgeriistet  sind,  uni 
vor  grösseren  Aufgaben  nicht  zuruckzuschrecken.  Die  Forscher,  welche 
sich  fiir  das  Problem  der  geschlechtsbestimnienden  Faktoren  interessieren, 
möchte  ich  an  dieser  Stelle  vor  der  Heranziehung  der  Pariser  Statistik 
auadriicklich  warnen.  Die  in  den  Pariser  Tabellen  enthaltenen  Zahlen 
scheinen  nänilich  zum  Teil  nicht  auf  der  Beobachtung  zu  beruhen,  Pondem 
mehr  öder  weniger  frei  erdichtet  zu  sein.  Die  Knabonqurjte  sohwankt  in 
einer  Weise,  die  allem  widerspricht,  was  wir  sonst  beobachten :  bald  sind 
die  Schwankungen  untreheuer  grose,  bald  sind  sie  iin  Gegenteil  unglaublich 
gering.  Im  Jahre  1898  treffen  wir  z.  B.  Gruppen  mit  keiner  einzigen 
Mädchengeburt  luid  11.  13,  17  (zweimal),  126,  30,  ja  32  Knabengeburten, 
eine  Gruppe  mit  25  ilädchengeburten  imd  keiner  Knabengel)urt  und  zahl- 
reiche  Gruppen,  wo  das  Missverhältnis  zwar  nicht  so  grell  in  die  Augen 
schlägt,  aber  doch  kaum  glaubwiirdiger  ist  (z.  B.  558  Kiiaben  und  268 
Mädchen,  00  Knaben  und  155  jMädclien,  fl9  Knaben  und  205  Mädchen 
u.  s.  w.,  —  ef.  Annuaire  Statistique  de  la  Ville  de  Paris  fiir  1898).  Wenn 
wir  anderseits  die  8  Jahrgänge  1890/97  ins  Auge  fassen,  so  finden  wir 
in  den  betr-  Tabellen  147  Gruppen  mit  je  drei  Geburten,  aber  dar- 
unter  keine  einzige,  wo  alle  drei  geborene  Mädchen  wären,  und  bloss  8 
Gruppen  mit  je  drei  Knaben;  untcr  den  Gruppen  mit  je  4,  je  5  Geburten 
sind  die  extremen  Fälle  gleichfalls  so  gut,  wie  nicht  vertreten.  Betrachtet 
man  mitliin  die  Tabellen  in  ihrer  Gesamtheit  etwas  aufmerksamcr,  eo  bleibt 
kein  Zweifel  iibrig,  dass  dio  Zahlen  —  wonigstens  teilweise  —  mit  der 
Wirklichkeit  nichts  zu  tun  haben,  sondern  auf  willkiihrlichen  und  nirgends, 
RO  weit  ich  sehe,  erwiihnten  Manipulationen  beruhen.  Diese  »Interpola- 
tionen»  sind  vermutlich  von  den  rnit  der  Aufbereitimg  beauftragten  un- 
teren  Beamten  auf  eigene  Rechnung  und  ganz  planlos  vorgenommen  wor- 
den,  wobei  es  offeiibar  zwei  Schulen»  gegeben  hat:  die  eine  neigte  zur 
gleichmässigen  Verteilung  der  Geburten  auf  Knaben  imd  Miidrhen.  wo- 
gegen  die  andere  die  Extremen  bevorzugte.  Es  ist,  natiirlich,  möglich,  — 
ja  wahrscheinlich,  —  dass  nicht  alle  Zahlen  solchen  unkontrollierharen 
Ursprungs  sind  imd  dass  einzelne  .lahrgänge  von  einer  derartigen  Miss- 
handlung  iiberhaupt  verschont  blieben.  Solange  aber  der  Sachverlialt  vom 
Pariser  Statistischen  Buroavi  nicht  voU  aufgeklärt  wird,  wozu  eine  orneufe 
Horgfältigero  Aufberoitung  des  Materials  erforderlich  wäre,  miissen  diese 
Tuliellen  fiir  die  Wissenschaft,  als  niclit  existierend,  gelten. 

Etwas  verdächtig  sind  iibrigons  auch  die  betr.  Berliner  Tabellen  fiir 
1884,  1880  imd  1891,  —  namentlich  in  den  jiingeren  AltcrskhiPsen  der  Viiter 
(of.  die  oben  zitierto  Abhandlung  von  Roi.ckk,  S.  59  und  68);  eine  Xach- 
priifung  wäre  auch  hior  erwimscht. 
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Hat  man  etwa  eine  unausgeglichene  Sterbetafel  in  der 
Form  von,  in  einjährigen  Intervallen  auf  einander  folgen- 
den  empirischen  Werten  der  Sterbewahrscheinlichkeiten,  — 
^', ,  p'2^  •  •  •  v'<o,  —  so  besteht  die  Aufgabe  der  Ansgleichung 
darin,  die  urspriingliche  unregelmässig  schwankende  Reihe 
der  p'-Werte  durch  eine  andere,  »glattere»,  Reihe  zu  erset7en 
unter  der  Voraussetzung,  dass  die  unregelmässigen  Schwan- 
kungen  der  empirischen  Häufigkeiten  ^'1,  ^/j,  ...  ^yo,  Zufällig- 
keiten  zu  verdanken  sind,  dass  aber  die  Reihe  der,  ihnen  zu 
Grunde  liegenden  mathematischen  Wahrscheinlichkeiten  einen 
sprungfreien  Verlauf  aufweist,  der  eben  den  Einfluss  des 
Alters  auf  die  Sterblichkeit  zum  Ausdruck  bringt. 

Die  nähere  Bestimmung  der  79-Werte  geschieht  bekannt- 
lich  entweder  graphisch  öder  »mechanisch»,  unter  stillschwei- 
gender  Annahme  eines  bestimmten  gesetzmässigen  Zusammen- 
hanges  zwischen  den  beiden  Variablen,  öder,  schliesslich,  unter 
direkter  Anlehnung  an  einen,  mehr  öder  weniger  plausiblen, 
analytischen  Ausdruck  fiir  diese  Annahme.  In  allén  drei 
Fallen  verfährt  man  ziemlich  willkiihrlich  und  hat  zwischen 
der  Scylla  eines  allzu  weit  gehenden  Schematismus',  der  die 
eigenartige  Wellenbewegung  der  empirischen  Zahlen  durch 
eine  allzu  einfaehe  Kurve  nivelliert,  und  der  Charybdis  einer 
allzu  getreuen  Wiedergabe  der  urspriinglichen  Zahlen,  welche 
rein  zufälligeSchwankungen  fortbestehen  lässt,zu  manövrieren. 
Gegen  die  Gefahr  einer  zu  weit  gehenden  Ansgleichung  sucht 
man  sich  gelegentlich,  —  namentlich  bei  der  graphischen  Aus- 
gleichung  —  dadurch,  zu  schiitzen,  dass  man  auf  Grundlage 
der  mittleren  Fehler  der  einzelnen  p'-Werte  beiderseits  von 
der  empirischen  Kurve  eine  Zone  absteckt,  innerhalb  welcher 
die  ausgeglichene  Kurve  der  7?-Werte  liegen  soll.  Die  Fest- 
legung  der  Grenzen  fiir  die  zulässigen  Abweichungen  der  ein- 
zelnen 2?-Werte  von  den  entsprechenden  p'- Werten  lässt  sich 
ferner  dadurch  ergänzen,  dass  man  in  ähnlicher  Weise  den 
Spielraum   vorschreibt,  innerhalb  dessen  gewisse  Funktionen 

der  Differenzen  p'  —  79    z.  B.  '^{v'i~Vi)]  sich  halten  sollen. 

Hierdurch  werden  wichtige  objective  Stiitzpunkte  gewonnen, 
um  sowohl  der  Uberausgleichung,  wie  der  nicht  weit  genng 
gehenden    Ansgleichung    einigermassen    vorzubeugen:    bltibt 

8  —  184(18.     Skandinavish  Ak/iiarie/idskrift.    1019. 
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ctrta    ^{pi  —  7^1)"    liinter    ilirem    erwartungsmässigen    Werte 

/-I 
mehr    zuriick,    als   es  dem  mittleien  Fehler  entspricht,  so  ist 
dies    ein    Zeichen    dafiir,    dass   die   Znfälligkeiten  noch  nicht 
ausgeglichen  sind.' 

Die  Berechming  von  31  sowolil  fiir  die  CJesamtheit  der 
/J-Worte,  wie  iianientlich  fiir  einzelne  Abschnitte  der  /j-Kurve 
känn  weiterc  ähnliche  Stiitzpunkte  gewäliren  fiir  das  Be- 
streben,  die  Willkiihr  bei  der  Ausfiihrung  der  Ausgleichung 
durch  objectiv  vorgezeichnete  Daten  nach  Möglichkeit  ein- 
zudäramen.  Wenn  z.  B.  ein  bestiramter  Abschnitt  der  ;>- 
Kurve  wellenlos  verläuft,  wogegen  die  betreffenden  ;j'-Werte 
grössere  Scliwankungen  aufweisen,  so  lässt  sich  durch  den 
Vergleich  von  M  mit  dem  mittleren  Fehler  von  .1/  ent- 
scheiden,  ob  dies  nicht  darauf  zuriickgeht,  dass  man  eine 
reelle  Welle  auf  der  Kurve  der  wahren  /j-VVerte  dnrch  die 
Wahl  eines  ungeeigneten  Ausgleichungsverfahrens,  als  »zu- 
fällig'),  mit  -ausgeglichen»  hat.  Merkt  man  z.  B.  an  einer 
ausgeglichenen  Sterblichkeitstafel  die  sonst  oft  deutlich  zu 
Tage  tretende  Abnaiime  der  m<ännlichen  Sterblichkeit  in  den 
Jahren  nach  dem  INIilitärdicnst  nicht,  so  lässt  sich  durch  die 
Berechnung  von  31  fiir  einen  passenden  Altersspielraum  nach- 
weisen,  ob  das  eben  nicht  auf  einem  »zuviel  an  Ausgleichung» 
beruht.  Es  wärc  freilich  hierzn  erforderlich,  iiber  eine  Reihe 
so  dicht  aufeinander  folgender  /;'- Werte  zu  verfiigen,  dass  der 
mittlere  Fehler  von  M  fiir  den  gevvählten  Altersspielraum  sich 
hinreichend  klein  im  Vergleich  zu  den  fraglichen  Unter- 
schieden  in  der  Sterblichkeit  zeiae. 


'    Diesos    Verfahren    wird   gelegentlich   auch  in  der  Form  nngewnndt. 
dass    man    bei    der    Aiisgleinhung,   als  Rodingung,  aufstelU,  dass  der  Wert 
r  r 

V  V 

von  ^ip'i      piy  der  mathematischen  Erwartving  von   ^{p'i  —  pi)',  iinter 

.-1  1-1 

der  Voraussetzung  der  gegenseitigen  Unabhängigkcit  der  \'ei8uthe,  genan 
gleicii  sei.  Hiordurch  wird  der  an  sich  richtige  Gedanke.  da^^s  die  Snmmo 
der  qiiadriortcn  Diffcrcnzoii  zwisciicii  7)1  nnd  pi ,  «enn  dieso  Difforonzen 
roin  zufällig  sind,  gewisso  Grenzcn  nacli  oben.  uie  nach  unten,  niclit  iiber- 
Hchroitcn  känn,  in  ciner  Woise  iiberspannt.  die  sich  wahrscheinlichkeits- 
rcclinerisch  nicht  reclitfcrtigen  lässt. 
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II. 

1)  Die  LEXis'sche  Dispersionstheorie  gipfelt  bekanntlich 
in  der  Unterscheidung  der  noriralen,  der  iihernormalen  und 
der  imternormalen  DispersJon  (bezw.  Stabilität).  Als  normal 
stabil,  werden  Reihen  von  statistiscben  Zablen  bezeichnet, 
deren  Schwankungen  um  ibren  Mittelwert  den  aus  dem 
stochastischen  Schema  einer  unveränderlichen  Wahrschein- 
lichkeit  (bezw.  eines  unveränderlichen  Verteilungsgesetzes) 
bei  gegenseitiger  Unabhängigkeit  aller  Versuche  sich  erge- 
benden  Erwartungen  entsprechen.  Als  iibernormal  gilt  die 
Dispersion  in  dem  Falle,  wenn  die  Schwankungen  grösser 
sind,  als  es  dem  Schema  der  normalen  Dispersion  entsprechen 
wiirde.  Sind  hingegen  die  Schwankungen  geringer,  so  ist  die 
Dispersion  nnternormal  (bezw.  die  Stabilität  iibernormal). 

Als  Mittel  zur  Unterscheidung  des  Charakters  der  Dis- 
persion gilt  fiir  die  Vertreter  der  DoRMOY-LEXis'schen  Rich- 
tung  die  Grösse  des  Divergenzcoeffizienten:  die  Dispersion 
gilt  fiir  normal,  wenn  Q-  =  1  (öder  vielmehr,  wenn  die  Dif- 
ferenz  ^-—1  sich  innerhalb  des  Spielraums  der  zufälligen 
Schwankungen  halt);  ist  Q'^>1,  so  ist  die  Dispersion  iiber- 
normal; ist  Q'^<1,  so  ist  die  Dispersion  unternormal. 

Wir  haben  oben  gesehen,  dass,  wenn  die  Voraussetzungen 
der  normalen  Dispersion  erfiillt  sind,  EQ"  tatsächlich  gleich 
1  ist  (zweite  Abhandlung,  erstes  Kapitel).  Dies  reicht  jedoch 
nicht,  um  die  Verwertung  der  Grösse  von  Q-,  als  eines  Kri- 
teriums, voll  zu  rechtfertigen :  es  wäre  hierzu  erforderlich, 
dass  die  Bedingung  EQ^=  1  nicht  nur  eine  notwendige,  son- 
dern  auch  eine  geniigende  wäre,  d.  h.  dass  sie  nu7'  in  dem 
Falle  erfiillt  sein  könnte,  wenn  alle  Voraussetzungen  der 
normalen  Dispersion  zuträfen.  Dass  die  Sache  sich  änders 
verbalt,  haben  wir  bereits  gesehen  (erste  Abhandlung,  S. 
208) :  nicht  nur  der  zufällige  empirische  Wert  von  Q^,  son- 
dern  auch  EQ-  känn  gleich  1  sein,  obgleich  die  einzelnen 
Versuche  nicht  unabliängig  von  einander  sind.  Man  be- 
tracbte  etwa  das  folgende  stochastische  Schema. 

Aus  r  Urnen,  die  schwarze  und  weisse  Kugeln  enthal- 
ten,   werden    s   Kugeln   gezogen,    wobei  auf  die  i-te  Urne  ni 


IJfi 


Ziehnngeri    entfallen    und    ^7ii  =  s   ist.     Die  gezogenen  Ku- 

geln  werden  iii  die  Urne  Jiicht  zuriickgelegt.  Die  Zahl  der 
in  der  /-ten  Urne  vor  dem  Beginn  der  Ziehungen  enthaltenen 
snhwarzen  Kugeln  sei  «,,  die  der  weissen  —  &,.  Man  bezeichne 
mit  Zi  die  Quote  der  schwarzen  Kugeln  unter  don  7i,  aus  der 
/-ten  Urne  gezogenen  Kugeln,  mit  .r(i)  —  die  Gesamtquote  der 
schwarzen  Kugeln  unter  allén  s  gezogenen  Kugeln  und  setze 

a, +  6,  =  ^"  ^ -?""»■• 

Betrachtet  man  alle  s  Ziehungen,  als  ein  Ganzes,  und 
setzt  in  den  Formeln  des  §  I  des  ersten  Kapitels  der  ersten 
Abhandlung 

E x' h^x ),.,  — mSl*^hn^l^'^  =  O ,  wenn  h^  und  h,  Ziehungen  aus  ver- 
schiedenen  Urnen  bezeichnen, 

Ex'/i,x'h.,  —  7n'/"'m<^*->  =  —  ,        ,  Pi9«'.  wenn  sowohl  />;,  wie 

Ä,,  Ziehungen  aus  der  /-ten  Urne  bezeichnen  (vgl.  Formel 
(16)  der  ersten  Abhandlung),  so  erhält  man: 

j     r 

(=1 

(62)  ExU  =  Vi)  +  J.  2^^'^J. +t-T^'^'' 

1      r 

(63)  E ^_^X(,)[i—X(,)\  =  ^^mpiqi  + 

i-l 

1         \\ni{ni—\)  ,       1      v     r  1- 

5(5— 1 )  ^^a,  +  o,  — 1  s—l^' 


Sind  alle  pi  untereinander  gleich,  so  liat  man: 
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Setzt  man  anderseits  in  den  Formeln  des  §  I  des  ersten 
Kapitels  der  ersten  Abhandlung 

{ai  +  bi){ai  +  bi—l) 

,   1  aibi  .,  1  tti  +  bi—ni 

Ui [ai  +  bi) {tti  +  bi—l)     '  '       ^*^* Wi  tti  +  bi—i 

so  findet  man: 


(65)        ^^.Ajlt^^— ^C)!' 


1         -v  r  T>  1   V<  Itti  +  Öi— W 


Ui  tti  +  bi — 1 


Wenn  alle  pi  unter  einander  gleich  sind,  folgt  hieraus: 

(66)  E -i-  2 1^'- - ^(')]^'  =  2^^ r 2  ^  - ^ 2 ''' ~ ^     i 

In  gleicher  Weise  erhält  man: 

1       "V       r  i>    ,        ^       V*  —  lliQi+bi  —  rii 

r — 1  ■^^  r — 1  ^^     s      tti  +  bi  —  1 

t=i  1=1 

Sind  alle  pi  untereinander  gleich,  so  hat  man: 

/aQ\      Ji^      1       V       r  !■>  Il  1       v*~^«       /ii— 1       I 

(68)    A  ^_  j  2  «,[z,  -  a-,.,]-  -  p?   1  -  ^_  j  >,  — -  ar+  6,-1    ' 

Wenn  also  die  Wahrscheinlichkeit,  eine  schwarze  Kugel 
zu  ziehen,  vor  dem  Beginn  des  Experimentes  fiir  alle  rUrnen 
die  gieiche  ist,  so  ist: 


Ils 


E 


s  I      -v^ 


8  ..  ..  .,  /  V 


Der  Divergenzcoeffizient  wiirde  demnacb  sich  <  I  stellen  und 
die  Dispersion,  als  unternormal,  kennzeichnen. 

Wenn    aber    die    Wahrscheinlichkeiten   pi  unter  einander 

nicht  gleich  sind,  so  ist  wohl  möglich,  dass  E  ^     a^(»)[l — ^{it)\ 

S         1 


entvveder  E  ^^'»t^*  ~^(«'^'  oder  £"  ^      ^[^^t  — ^(r)]" 

gleich  ist.     Im  Falle,  wenn  alle  ni  unter  einander  gleich  sind, 
wäre  z.  B.  hicrzu  bloss  erforderlich.  dass 

1      r  1  .  r 

sei.  Der  Divergenzcoeffizient  wiirde  dann  gleich  1  sein,  und 
die  Dispersion  wäre  auf  Grund  desseii  fiir  normal  zu  er- 
klärcn,  obgh-ich  keine  der  wrsenlliclien  Voiauspetzungen  der 
norraalen  Dispersion  erfiillt  ist :  die  Wahrscheinlichkeiten  qji 
sind  verschieden,  und  die  ein/elnen  Versuche  sind  nicht  un- 
abhängig  von  einander.  Der  Unistand,  dass  ^-=1  ist,  bietet 
also  an  sich  noch  keine  Biirgscliaft  dafiir,  dass  die  Voraus- 
setzungen  der  normalen  Dispersion  tatsächlich  erfiillt  sind. 
Abgesehen  von  diesem  prinzipiellen  Einwand,  lässt  sich 
gagen  die  Wahl  der  Divergenzcoeffizienten,  als  Kriteriums 
bei  der  Unterscheidung  des  Charakters  der  Dispersion,  die 
Unsicherheit  der  Bestimmung  des  mittlcren  Fchlers  von  Q* 
anfUhren,    die    jcdoch    in    der    Regel    kaum  allzu  schwer  ins 

2 
Gewicht    fallen    kanii,    da   es  sich  gozeigt  hat,  dass      "      die 

r —  1 

Grenze   darstellt,    zu    welcher  E[Q^'  —  lY  seibst  bei  ungleich- 
mässiger   Vcrteilung   der   Versuche  auf  die  Serien  mit  wach- 
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sender  Zahl  der  Versuche  strebt  imter  Voraussetzuiigen, 
deren  Erfiillung  unschwer  zu  controllieren  ist  (vgl.  zweite 
Abhandlung,  zweites  Kapitel,  §  V). 

2)  An  Stelle  des  Quotienten  der  Ausdriicke,  vvelche  im 
Zähler  und  im  Nenner  des  Divergenzcoeffizienten  stehen, 
hatte  man  ebenso  gut  deren  Differenz,  als  Kriterium,  ver- 
wenden  können,  und  die  Dispersion  flir  normal  gelten  lassen, 
falls  diese  Differenz  gleich  O  ist,  —  fiir  iibernormal,  falls  sie 
>  O  ist,  —  fiir  unternormal,  falls  sie  <  O  ist. 

Versucht  man  die  Griinde  zu  rekonstruieren,  vvelche  so- 
wohl  DoRMOY,  wie  Lexis  bewogen  haben  mogen,  das  erste 
von  den  beiden  gleich  nahe  liegenden  Verfahren  zu  bevor- 
zugen,  so  diirften  sie  wohl  hauptsächlich  darauf  zuriickgehen, 
dass  die  annähernde  Gleichheit  der  beiden  Ausdriicke  in  den 
Abweichungen  des  Quotienten  von  1  drastischer  zum  Vor- 
schein  kommt,  als  in  den  Abweichungen  der  Differenz  von  O, 
—  ein  Vorzug,  der  in  den  70-er  Jahren  des  XIX.  Jahr- 
hunderts  von  den  Vertretern  des  wahrscheinlichkeitstheo- 
retischen  Standpunktes  in  der  Statistik  gewiss  nicht  gering 
zu  veranschlagen  war  angesichts  der  Nachklänge  des  kaum 
abgeschlossenen  erbitterten  Kampfes  gegen  die  Uebertrei- 
bungen  des  Queteletismus.  Als  weniger  wichtiges  Neben- 
motiv  war  vermutlich  der  Wunsch  im  Spiel,  im  Divergenz- 
coeffizienten nicht  nur  ein  Kriterium,  sondern  auch  ein  ra- 
tionelles Mäss  fiir  die  Abvveichung  der  Dispersion  von  der 
»Norm»  zu  erhalten. 

Keinem  dieser  Griinde  känn  gegenwärtig  ein  grösseres 
Gewicht  beigelegt  werden.  Die  stochastische  Orientierung 
der  statistischen  Theorie  bedarf  keiner  kiinstlichen  Stiitze 
mehr,  und  ausserdem  besteht  kein  Unterschied  mehr  zwi- 
schen  den  beiden  Verfahren  in  Bezug  auf  die  Leichtfassbar- 
keit  ihrer  Ergebnisse,  seit  man  die  Notwendigkeit  eingesehen 
hat,  die  Abweichungen  in  beiden  Fallen  durch  die  betref- 
fenden  mittleren  Fehler  zu  dividieren.  Was  aber  die  Idee 
anbelangt,  den  Divergenzcoeffizienten  als  Mäss  fiir  die  Ab- 
weichung  der  Dispersion  von  der  »Norm»  zu  verwerten,  so 
hat  Lexis  selbst  iiberzeugend  nachgewiesen,  dass  zu  diesem 
Zwecke  der  Wert  von  Q^  ganz  ungeeignet  erscheint  und  im 
Falle    der    iibernormalen    Dispersion    durch    die   Berechnung 
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der    owesentlichen  Schwankungscomponente»  ersetzt  werden 
soll. 

Es  erscheint  domnach  die  Berechnung  von  Q-  gegen- 
wärtig,  alr,  ein  veraltetes  Verfahren,  das  nur  aus  Riicksicht 
auf  eiiigebiirgerte  (.Jewohnheiten,  sowie  gelegentlicb  zu  Po- 
pularisierungszwecken  gebraucht  zu  werden  verdient.  Zu 
Forschungszwecken  bedient  man  sich  zvveckmässiger  eines 
anderen  Verfabrens.  Man  soll  zunäcbst  auf  Grund  der  For- 
meln des  §  III,  2)  des  zweiten  Kapitels  (bezw.  des  §  II  des 
dritten  Kapitels)  priifen,  inwieweit  die  Voraussetziingen  der 
normalen  Dispersion  erfiillt  zu  sein  scheinen.  Zeigt  sich  bier- 
bei,  dass  die  Dispersion  ausgesprocben  iibernormal  ist,  so 
soll  man  mit  Hilfe  der  Formeln  (21)  und  (22)  (bezw.  (45)) 
die  Grösse  M  und  ibren  mittbren  Ftbler  berecbnen.^  Ist 
die  Dispersion  bingegen  ausgesprocben  unternormal,  so  lässt 
man  es  sein,  da  fiir  den  Fall  der  unternormalen  Dispersion 
kein  rationelles  Mäss  vorliegt,  welcbes  ein  allgeraeines  In- 
teresse  beansprucben  diirfte.  Siebt,  scbliesslicb,  die  Disper- 
sion normal  aus,  so  lässt  sich  eventuell  ein  Versucb  machen, 
aufzuklären,  inwieweit  von  dem  äusseren  Biide  einer  nor- 
malen Dispersion  auf  die  Erfiillung  aller  Voraussetzungen  der 
normalen  Dispersion  geschlossen  werden  darf  (ef.  unten  §  IV). 


III. 

1)  Die  Icbbafte  Polemik,  welcbe  durcb  die  Bortkiewicz'- 
sche  Untersucbung  iiber  »das  Gesetz  der  kleinen  Zablen»  aus- 
gelöst  worden  ist,  verleibt  ein  spezifiscbes  Interesse  der 
Frage,  inwieweit  bezw.  unter  welcb<>n  Voraussetzungen  Schliisse 
in  Bezug  auf  den  Cbarakter  der  Dispersion  grzogen  werden 
können,  wenn  man  bloss  iiber  die  Zablen  der  Wiederholungen 
eines  Ereignis.ses  fur  eine  Reibe  von  Versucbsserien  vcrfiigt, 
obnc  die  Zablen  der  Versucbe  fiir  die  einzelnen  Serien  zu  kennen. 


'  Da  (lie  nllceineinen  Formeln  (21)  und  (22)  den  Fall  der  normalen 
Dispersion  mitiimfasson,  so  känn  man  natiirlich  auch  in  dtT  Weiso  vor- 
gehen,  dass  nmii  nline  W(>iteros  dio  Grösse  M  horochnot  und  nuf  normale 
Disporsion  schiiosat,  falls  ilir  Wert  liitirficluMid  gering  im  Vergleicli  zu 
ilirem  raittlereti  P^ehler  ist.  Der  Umwog  iiber  dio  Formoln  des  §  III,  2) 
dos  zweiten  und  niimentlicii  dt-s  §  II  des  dritten  Kupilels  hat  jedoch  den 
Vortoil,  dass  dio  Rochnungon  sich  einfaclier  gostajton,  und  dass  solche 
Gruppen  hinzugezogen  werden   können.  die  aus  jo  emeni  Versuche  bestehen. 
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Ob  die  Annahmen  einer  normalen  Dispersion  und  gleich 
grosser  Versuchszahlen  fiir  alle  Serien  mit  der  Erfahrung 
iibereinstimmen,  lässt  sich  in  folgender  Weise  priifen.  Man 
bezeiehne,  wie  oben  (S.  26),  die  Zahl  der  Wiederholungen 
des  Ereignisses  fiir  die  ^'-te  Serie  mit  la,  die  unbekannte 
Wahrscheinlichkeit  des  Ereignisses  mit  p,  die  unbekannte, 
aber    fiir    alle  Serien  gleich  grosse  Zahl  der  Versuche  mit  n, 

1    ' 
und  setze      ^  ivi  =  iV{r) .     Unter  der  Voraussetzung  normaler 

Dispersion  erhält  man  aus 


senau 


Ewi  =  np,  Ewi  =  npq  +  n^p^ 


np  =  Ew(r), 

1    '  I       ' 

npq=-  E     y[wi  —  np]-  =  E        ,  2  [^t^i  — ?y(r)]- 


und  näherungsweise 

np  =  iv^r), 


npq 


=^-i_j  2t^^"^^(^)i'' 


woraus : 


r 
q==l~p 


zz:i^^'^i—^^o-)y 


Wir) 


(69)  p=  '  =  ' 

lV(r) 


W(r) 

n  =  — ~~ 


1        ' 


folgt.i 

^  Da  man  bei  der  obigen  Bestimmung  der  Werte  von  p ,  q  und  n  von 


12-J 

Erscheinen  min  die  auf  diese  Weise  gefundenen  Werte 
von  p,  q  öder  n  aus  irgend  welchen  (Jriinden  iinmöglich,  so 
ist  man  gezwungen,  die  Annahraen,  von  welchen  man  aus- 
gegangen  ist.  fallen  zu  lassen.  Dies  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn 
einer  der  Werte  negativ  ausfällt  und  die  Abweichung  von  O 
zu  gross  ist,  um  auf  zufällige  Schwankungen  zuriickgefiihrt 
zu  werden. 

Dieses,  von  K.  Pearson  und  dessen  Scbiilerin  L.  Whit- 
AKER '  in  Vorschlag  gebrachte  Verfahren  lässt  sich  systema- 
tisch  ausbauen.  Unter  den  Voraussetzungen  der  normalen 
Dispersion  und  gleicher  Versuchszahlen  känn  man  nämlich 
bei  der  Bestimmung  der  unbekannter  Werte  von  p  und  von 
n  nicht  nur  von  den  erwartungsmässigen  Werten  der  ersten 
und  der  zweiten  Potenzen  von  %m  ausgeben,  sondern  auch 
analoge  Beziehungen  fiir  höhere  Potenzen  zu  Grunde  legen, 
d.  h. 


E     y  w'i  =  n^p'-^  +  3  n-p- q-  +  7iv  g  {q—  p), 
1=1 

E     y.Wi  =  w*p^  +  Gn^^p^q  +  n^p-qil  —l\  p)  +  Jipq{l  —  6pq) 


r 


u.  s.  w. 


Man    erhält    auf   diese   Weise  beliebig  viele  Gleichungen 
mit    nur    zwei    Unbekannten:    p  und   n.     Trifft  man  hierbei 


der    Annalime    der    normalen    Dispersion    aiisgeht,    so    hut    man    identisch 
r 
1      V 

r—  1  ^  [«'»■  —  «■('•)  I' 

(/•'  =  '"  =  1  .     Diose    Identität    bleibt    uvuli    in  dem  Fnllp 

npq 
Ijostelion,  wenn  man,  unter  der  Voraussetznng,  dass  {np)n—'f-  einen  end- 
lichen  Wcrt  m  annimmt,  n  unbcgrenzt  wachsen  liisst.  Hierbei  bleibt  Q" 
fortwährend  identisch  gloicli  1.  wogegen  </  der  J^inheit,  als  einom  Grenz- 
werte  ziistrebt,  so  da.ss,  bi-i  n  =  co ,  ^  =  1  =  Q''  wird;  solango  aber  diesor 
(Irenzwert  von  q  nicht  erreiclit  wird,  bleibt  q  <  1  imd  raitliin  (,>"'  >  7.  Ein 
innerer  Widerspnich  der  .Art,  wio  ihn  Prof.  v.  I^ortkiewicz  dem  obigen 
Verfahren  vorwirft  (Healismus  und  Formalismus  in  der  math.  Statistik, 
S.  230),   häftet  somit  gar  nicht  dem  Weaon  des  Vorfahrens  nn. 

'  Cf.  1j.  WniTAKKU,  On  the  1'oisson's  law  of  small  numbers  (Bio- 
metrika,  vol.  X);  K.  Peauson.  Skow  variations  in  honiogenous  material, 
p.  :U7  (Phil.  Trana.,  A,  vol.  1«6). 
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auf  keine  Discrepanzen,  die  iiber  die  Greuzen  des  Zufälligen 
hinausgehen,  so  diirfen  die  Annahmen,  von  welchen  man 
ausgegangen  ist,  als  durch  die  Erfabrung  bestätigt  gelten. 
Sonst  muss  man  sie,  als  nicbt  stichhaltig.  fallen  lassen. 

Hat  man  Grund  anzunebmen,  dass  die  Wabrscbeinlich- 
keit  p  so  gering  ist,  dass  ?<■/  im  Vergleicb  zu  n  ohne  grös- 
seren  Feliler  vernachlässigt  werden  darf,  so  lässt  sicb  aiicli 
in  einer  einfacberen  Weise  priifen,  ob  die  Voraussetzungen 
zutreffend  sind.  Man  känn  nämlicb  das  ijbliche  Dormoy- 
LEXis'scbe  Kriterium  anwenden.  indem  man  von  den  For- 
meln (59)  und  (60)  ausgebt  bezw.  den  Wert  des  Divergenz- 
coeffizienten  berecbnet,  der  sicb  in  diesem  Falle  feststellen 
lässt,  obne  dass  man  die  Zabl  n  zu  kennen  braucbt.  Dies 
ist  das  von  Prof.  v.  Bortkiewicz  fiir  den  Geltungsbereicb 
des  »Gesetzes  der  kleinen  Zablen»  bevorzugte  Verfahren. 
Dieses  Verfabren  besitzt  den  unbestreitbaren  Vorteil  einer 
grösseren  Einfacbbeit.  Es  darf  aber  nicbt  iiberseben  werden, 
dass  dasselbe  in  der  Praxis  stets,  als  ein  Näherungsverfahren, 
auftritt,  dessen  Berecbtigung  auf  der  an  qc  grenzen  sollen - 
den  Grösse  der  unbeivannten  Versucbszabl  ?i  berubt.  Das 
PEARSOX-WHiTAKER'scbe  Verfabren  bat  bingegen  den  Vor- 
zug,  an  keine  weiteren  Annabmen  in  Bezug  auf  die  Grösse 
der  unbekannten  p  und  n  gebunden  und  insoweit  allgemeiner 
und  prinzipiell  strenger  zu  sein.  In  den  Fallen,  wo  man  a 
priori  nicbt  sicber  sein  känn,  dass  7i  sebr  gross  ist,  erscbeint 
eine  Nacbpriifung  der  auf  Grund  von  (59)  und  (60)  erzielten 
Ergebnisse  an  der  Hand  des  PEARSON-WniTAKER'scben  Ver- 
fabrens  keineswegs  iiberfliissig:  iiberzeugt  man  sicb  bierbei, 
dass  71  nicbt  gross  sein  känn,  so  soll  man  auf  die  Anwendung 
der  Formeln  (59)  und  (60)  lieber  verzicbten. 

2)  Zeigt  nun  das  eine  öder  das  andere  der  obigen  Ver- 
fabren, dass  die  ibnen  zu  Grunde  liegenden  Annabmen  nicbt 
aufrecbt  erbalten  werden  können,  so  entstebt  die  Frage, 
welcbe  unter  den  Annabmen  der  Wirklicbkeit  widersprecben, 
—  namentlicb,  ob  die  Unstimmigkeiten  nicbt  allein  darauf 
zuriickzufiibren  sind,  dass  die  Versucbszablen  der  einzelnen 
vSerien  verscbieden  sind. 

Bezeicbnet  man  mit  ?«,•  die  Zabl  der  Versuche  der  i-ten 
Serie,  so  bat  man,  wenn  die  Voraussetzungen  der  normalen 
Dispersion  erfiillt  sind, 
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Ewi  =  prii, 

Ewl  =  p-ni  +  pqui. 

Setzt  man  nun  in  der  Formel  (1)  des  erstrn  Kapitels 

HT  ^     V  1     V  * 

N  =  r,       2i  ""'■  "  ^^V) .       Z  '^t  =    =  Wo , 
1  v»  I  v  -s 

."1-2, r]  -  ^.  2  /'?  ^''  =  7iQj.  =  VQn^n 
i- 1 

SO  erhäit  man  genau 

1    '^  1 

Z!;j<;(r)  =  ^\  2  ^'  '-^  ?^*'o  "^       (^^-^^ ' 
<  =  1 

1  r  .  ,      ;■ 

(70)    E  ^_  ^^[tVi  —  Wir)]-  =  /'^w„  +  ^  _  ^  r  ^.  ^[n»  — ?i„]'  = 
(-1  1=1 

=      (ps)q  +  ips)-      y       '  —  I 

r  •'       r(r—  1)  r  ^^i7io 

und  näherungsweise 


pno  =w^,.), 
r 

;-l  1-1 


pgn,  +  ^  _   j  p~  ^  y  [7*.,  — wj^  -  ^_  j  y  [wv  — m;(,.)J^ 


Man    vi-rtiigL    ulso    iibcsr    zwei    Gieifliungcn    mit    drei    Unbc- 

1      r 

kannten   — ^   /),  n„  und      ^ [^'i  —  ^'oJ'*.    durcli  Heranziehen  der 


r 

/  -1 


höheren  Momenle  iässt  sich  die  Lago  gleichfalls  nielit  ver- 
besscrn,  da  die  Zaiil  der  neu  hinzukommendcn  (Jleichungen 
nicht  schnellcr  wäclist,  als  die  Zahl  der  Unhekannten. 
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Ist  jedoch  j)  so  klein,  dass  man,  fiir  s  =  cc ,  p    =  m  und 
g=l  setzen  darf,  so  hat  man  näherungsweise: 

1    ' 
(71)  /^^Vi==iO(r)^m, 

(72)     ,.1. 1 2  [«'i -^^c)]^  -=  ^  +  ^^-^ ,  A  j  2  ['^'  - 1 J' ' 

i = 1  i= 1 


woraus 


r  ^  ItIq        J 


r 


IfJfr) 


folgt.  Im  Geltungsbereiche  des  »Gesetzes  der  kleinen  Zahlen» 
känn  man  somit  auf  diese  Weise  einen  ungefähren  Begriff 
davon  gewinnen,  wie  gross  die  Unterschiede  zwischen  den 
Versuchszahlen  sein  miissen,  damit  die  Dispersion  fiir  normal 
gehalten  werden  könne.^ 

'  Aus  (71)  und  (72)  ergiebt  sich: 
r 

'   r  —  l 


(A) 


In  ähnlicher  Weise  findet  man  aus  (54),   wenn  n  sehr  gross  ist  und  ivi  im 
Vergleich  zu  n  vernachlässigt  werden  darf  : 

r  r 

1  y^  9  ^     V  ''  —  1      " 

/=!  /=1 

und 


I       V 

^  _ni  ^  [-i^^i  —  W(r)y  —  U'(r) 


r  —  l 
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3)  Ist  die  Zahl  der  Serien  —  r  —  hinreichend  gross,  so 
lässt  sich  eventuell  ein  tieferer  Einblick  in  die  Dispersions- 
verhältnisse  dadurch  gewinnen,  dass  man  die  Serien  zu  je 
zwei  (bezw.  je  drei  u.  s.  w.)  in  zufälliger  Weise  zusamraen- 
schlägt.      Bezeichnet    man    mit    w'j    die    Zahl    der    Wieder- 

holungen    des    Ereignisses    fiir    die    j-ie    der    neuen    ^  Serien 

nnd  mit  n'j  die  Zahl  der  betr.  Versuche,  so  hat  man 


7  =  1  J«=l 

und  erhält  eine  dritte  approximative  Gleichung,  welche  keine 
neuen  Unbekannten  enthält,  nämlich: 

1    ^'''  r        o ''  -    -12  .       1  »• 


Wenn  die  Dispersion  normal  ist,  d.  i.  alle  pi  unter  einander  gleich  und 
die  Einzelversuche  von  einander  unabhängig  sind,  und  wenn  ausserdem 
die    m  Wcrte    gleich   sind,  ist  die  mathematischc  Erwartung  der  Differenz 


1 
—  1 


^  [«H'  —  «'(r)]'  —  "'(r)    gleich    0;    durcli    den    Quotientcn    derselben  in 


I- 1 


A '2     ,„,.„  _i/- 


ihren    inittleren   P'ehler,   der  gleich  »n  |'      ~      ,  bezw.  VJ(r)  |        ~      ,  gesetzt 

wird,  wird  die  Wahrscheinlichkeit  g(  mcssen,  dass  die  Abweichung  der 
obigen  Differenz.  von  O  den  Spielraum  der  zufnlligen  Schwankungen  iiber- 
steigt.  Die  Formeln  (A)  und  (B)  zeigen,  dass  in  dem  Falle,  wenn  die  pi- 
Werte  öder  die  rit -Werte  untcreinander  vcrschicdcn  sind,  dicser  Quotient 
um  so  geringer  ausfällt,  jo  geringer  m,  bezw.  i<(r),  ist.  Durch  das  iibliche 
Forschungsverfrthren  werden  somit  Abweichungen  im  \'crhaltcn  der  em- 
pirischeii  Zahlcnreihe  von  den  Erwartungen.  wolc-ho  sich  aus  den  zu  kon- 
troUicrenden  Annahmen  ergeben,  um  so  niehr  verdeckt,  je  geringer  die 
durchschnittliche  Wiederholungszahl  des  Ereignisses  ist.    Gleich  grosse  Un- 

pi 
gleiohheiten  zwischen  den         -Werten  braiichen  eino  um  so  grössere  Serien- 

zahl  r,  um  merkhar  zu  wtjrdcn,  jo  geringer  ir(r)  ist.  Dies  diirfte  wohl 
einer  der  Haupturiindo  dufiir  sein,  dns.s  man  im  Goltungsbereiche  des  'Ge- 
setze.s  dor  kleinen  Zahloii"  relativ  häufig  eino  Dispcrsion  trifft,  welche  an 
der  Hand  des  iiblichen  Forschimgaverfahrens  von  der  norinalen  nicht  zu 
unteracheidon  ist. 
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IV. 


Besonders  lehrreicli  känn  sich  das  Heranziehen  der 
höheren  Potenzen  der  iVi-Zahlen  bei  den  Dispersionsunter- 
suchungen  dann  gestalten,  wenn  die  Versuchszahlen  n,;  be- 
kannt  sind. 

Geht  man  hierbei  von  dem  stochastischen  Schema  des 
dritten  Kapitels  aus,  so  lässt  sich  auf  diesem  Wege  ein 
tieferer    Einblick    in    die   Verteilung  der  ^^-Werte  gewinnen, 

1    ' 
indem,  ausser  dem  Näherungswerte  von    ^^[pi — Pir)]^,  auch 

Näherungswerte  der  höheren  Momente  der  apriorischen  pi- 
Werte  berechnet  werden. 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  gleichfalls  jedes  andere 
stochastische  Schema  behandeln. 

Gelingt  es  hierbei,  eine  Anzahl  von  Gleichungen  aufzu- 
steDen,  welche  die  Zahl  der  das  Schema  charakterisierenden 
unbekannten  Parameter  iibersteigt,  so  kommt  man  in  die 
Lage,  nicht  nur  die  Werte  der  Constanten  festzustellén, 
welche  das  empirische  Material  mit  dem  betr.  Schema  in 
Einklang  setzen,  sondern  auch  zu  priifen,  ob  sich  das  Ma- 
terial in  das  Schema  widerspruchslos  hineinzwingen  lässt. 
Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Priifung  eben  fiir  das 
Schema  der  normalen  Dispersion,  da  man  in  diesem  Falle 
bloss  mit  einer  unbekannten  Grösse  —  der  allén  w^-Werten 
zu  Grunde  liegenden  Wahrscheinlichkeit  p  —  zu  tun  hat. 
Es    geniigt   ja   oft   unter   diesen  Umständen  die  Berechnung 


,  um  die  Unanwendbarkeit  des 


1     V     fl  K^ 

von         -  2j  ^i  ^  '^f^i  ~      2j  ^^i 
r — 1  ^"      iVi  s  ^^ 

i=l  j=\ 

Schemas    nachzuweisen:    ist    nämlich    die   Differenz  zwischen 

— T  2^»    '^'^i — 2^'vl    "'^d      T  2"^v  J  —  2 


(bezw.  die  Differenz  Q- — 1)  grösser,  als  es  ihrem  mittleren 
Fehler  entspricht,  so  lässt  sich  die  Annahme  nicht  aufrecht- 
erhalten,  dass  die  Voraussetzungen  der  normalen  Dispersion 
tatsächlich  erfiillt  sind.     Man  erhält  also  eine  definitive  ver- 
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neinde  Antwort  auf  die  Frage,  ob  das  Schema  der  normalen 
Dispersion  zur  Erklärung  des  Verhaltens  der  empirischen 
Zahlen  herangezogen  werden  darf. 

Fällt  hingegen  die  Antwort  bejaiiend  ans,  so  känn  sie, 
wie  wir  oben  geseben  baben  (S.  36  ff.),  nicbt  obne  weiteres, 
als  definitiv  gelten:  es  bleibt  stets  die  Möglichkeit  bestehen, 
das  Verhalten  der  empirisclien  Zahlen  auf  andere  stochastische 
Schemata  zuriickzufiihren.  Verlangt  man  grössere  Sicherheit, 
so  bleibt  kein  anderer  Weg  offen,  als  eben  die  höheren  Mo- 
mente  hcranzuziehen,  falls  man  sich  im  Rahmen  der  sto- 
chastischen  Behandlung  der  gegebenen  empirischen  Zahlen- 
reihe  halten  soll.  Diesen  Weg  einzuschlagen,  lohnt  es  sich 
freilich  bloss,  wenn  die  Zahl  der  Serien  —  r  —  hinreichend 
gross  ist, 

v. 

Die  stochastische  Behandlung  einer  statistischen  Zahlen- 
reihe  hat  den  Zweck,  von  den  empirisch-»zufälligen»  Zahlen- 
werten  zu  den  ihnen  zu  Grunde  liegenden  »apriorischen  Vor- 
aussetzungeu»  vorzudringen  und  dieselben,  soweit  es  geht, 
zu  entschleiern.  Das  nächste  Ziel,  das  man  sich  hierbei  vor- 
setzt,  ist,  die  allgemeine  Form  des  stochastischen  Schemas, 
auf  welches  das  Verhalten  der  empirischen  Zahlen  zuriick- 
gefiihrt  werden  känn,  klarzulegen.  An  die  Seite  dieser  »quaJi- 
tativen»  Aufgabe  stellt  sich  dann  die  entsprechende  »quanti- 
tative»,  —  die  das  betreffende  Schema  näher  charakterisie- 
renden  Constanten  mehr  öder  weniger  genau  zahlenmässig 
zu  bestimmen. 

Die  ursprijngliche  Fragestellung  bei  Dormoy  und  bei 
Lexis,  die  in  der  Unterscheidung  der  normalen,  der  iiber- 
normalen  und  der  unternormalen  Dispersion  gipfelt,  betont 
mehr  die  »qualitative»  Seito  des  Problems.  Die  »quantita- 
tive»  Seite  blieb  zunächst  so  gut,  wie  unbeachtet.  Dies  ist 
ohne  weiteres  begreiflich.  Im  Falle  der  normalen  Dispersion 
reduziert  sich  das  >>Quantitative»  auf  die  Bestiramung  der 
Grundwahrscheinlichkeit  qi,  falls  die  Versuchszahlen,  wie  stets 
bei  Lexis,  als  bekannt  gelten,  —  auf  ein  Problem  mithin, 
das  wegen  seiner  statistischen  AUtäglichkeit,  so  zu  sägen,  im 
Vorbeigehen  gelöst  wird,  ohne  die  Aufmerksamkeit  auf  seine 
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Eigenart  zn  ziehen.  Und  fiir  die  Fälle  der  ubernormalen, 
sowie  der  unternormalen  Dispersion  verfiigte  man  damals 
nicht  iiber  passende  stochastische  Schemata,  deren  zahlen- 
mässiges  Ausfiillen,  als  ein  Problem  fiir  sich,  erscheinen 
könnte. 

In  Lexis'  späterem  Werk  kommt  die  quantitative  For- 
schungsrichtung  zu  ihren  Rechten.  Seine  Theorie  des  Fehler- 
excedenten  geht  bei  der  Behandlung  der  iibernormalen  Dis- 
persion von  einem  bestimmten  stochastischen  Schema  aus- 
dem  Schema  des  dritten  Kapitels  dieser  Abhandlung  —  und 
lässt.  in  der  »wesentlichen  Schwankungscomponente»  die  wich- 
tigste  zahlenmässige  Charakteristik  des  gewählten  Schemas 
—  den  mittleren  Fehler  der  Wahrscheinlichkeiten  jji  —  neben 
ihren  Durchschnitt  {p(r))  in  den  Vordergrund  treten.  In  glei- 
cher  Weise  känn  man  von  der  allgemeineren  Form  desselben 
stochastischen  Schemas  ausgehen,  die  den  Berechnungen  des 
zweiten    Kapitels    dieser    Abhandlung   zu   Grunde  liegt,  und 

m[i,r]   sowohl,    wie      ^[w<*'  —  *>?[i,r]]",    näherungsweise    zu  be- 

»■=1 
stimrnen  suchen. 

Man  känn  auf  demselben  Wege  einen  öder  mehrere 
Schritte  weiter  gehen  und  höhere  Momente  der  Grössen  'pi 
(bezw.  m(fO  auf  Grund  der  empirischen  gj-Werte  zu  berechnen 
suchen,  um  auf  diese  Weise  eine  tiefere  Kenntnis  der  fi 
(bezw.  m(*')-Grössen  zu  erlangen.  Die  Aufgabe  bleibt  ihrem 
Wesen  nach  genau  dieselbe,  wie  bei  der  Berechnung  der 
LEXis'schen  »wesentlichen  Schwankungscomponente». 

Auf  gleichem  Boden  bleibt  man  auch,  wenn  man  die 
Versuchszahlen,  als  unbekannt,  betrachtet  und  unter  Zu- 
grundelegung  eines  bestimmten  stochastischen  Schemas  — 
namentlich  unter  der  Annahme  der  normalen  Dispersion  ■ — 
Aufschliisse  iiber  sie  zu  erhalten  strebt.  Diese  Aufgabe  ist 
gleichfalls  ihrem  Wesen  nach  stochastisch,  und  die  Frage- 
stellung,  obgleich  sie  der  PEARSON'schen  Schule  entstammt, 
fällt  durchaus  nicht  aus  dem  Rahmen  der  Dispersionsunter- 
suchungen  der  LEXis'schen  Richtung.  ^ 


'  In  dieser  Beziehung  känn  ich  inicli  an  Prof.  v.  Boetkiewicz  nicht 
anschliessen,  der  von  einem  »gegensätzlichen  Verhältnisse»  der  Peabson- 
WHiTAKER'schen   Methode   (vgl.  oben  S.  42  ff.)  zu  dem  von  ihm  selbst  be- 

9  —  1RIG8.     Skandinavisk  Aläuarietidxlirift.    1919 
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Winl  nun  das  gewählte  stochastisclie  Schcnia  diiroli  die 
Bestiminuiig  der  Niilierungswerte  der  sie  charakterisiciendeii 
Constanten  ausgefiillt,  so  ist  die  stochastische  Behandlung 
des  statistischen  Zahlenmaterials  ;im  Ende:  ihr  Leistungs- 
verinögc-n  ist  hiermit  erschöpft  und  ihre  Aufgabe  eifiillt. 
Bei  der  Wahl  der  stochastisch  zu  bestimmenden  Parameter 
känn  raan  sich  dnrch  verseliiedene  Ca.-^iclitspiinkte  leiten 
lassen.  Geht  man  etwa  von  dem  Schema  des  zweiten  Ka- 
pitels dieser  Abhandlung  ans  iinter  Voraussetzung,  dass  die 
72.,-Zahlen  Ixkaniit  sind,  so  känn,  als  Aufgabe  der  stochas- 
tischen  Behandhnig  der  Sj-Werte,  die  Bestimmung  der  Nä- 
herungswerte  der  einzelnen  ?n<,"-Grössen  betrachtet  werden. 
Anderseits  känn  man  die  Näherungswerte  gewisser  Funk- 
tionen derselben  —  des  mittleren  Fehlers,  der  höheren  Mo- 
mente  —  zu  bestimraen  suchen,  —  mit  aus  dem  Grunde, 
dass  die  Spielräume  der  zufälligen  Schwankungen  fiir  die 
einzelnen  7M<j"-Grössen  zu  gross  sind.  Man  känn  ferner  in 
das  stochastische  Ausgangsschema  die  Annahme  einer  be- 
stimmten  Form  des  Verteilungsgesetzes  der  ?n'/'-Werte  auf- 
nehmen  und  die  Bestimmung  der  Näherungswerte  der  Con- 
stanten dieses  Gesetzes  als  die  eigentliche  Aufgabe  der  sto- 
chastischen  Behandlung  des  statistischen  Zahlenmaterials 
betrachten.  Das  supponierte  Gesetz  känn  hierbei  sowohl 
die  Form  eines  »Verteilungsgesetzes»  im  Sinne  der  Häufig- 
keitscurve,  d.  i.  eines  analytischen  Ausdrucks  fiir  den  Zu- 
sammenhang  zwischen  der  Grösse  und  der  relativen  Anzahl 
der  ?M^*'-Werte,  haben,  wie  auch  die  Form  eines  analytischen 
Ausdrucks  fiir  den  Zusammenhang  zwischen  der  Grösse  von 
?n'/'  und  der  Ordnungsnunimer  i  annohmen,  wie  in  den  meisten 
Fallen  der  Interpolation  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate. 

Bei  einer  solchen  Frajzestellung  greifen  stochastische  und 
interpolatorische  Aufgaben  unmittelbar  ineinander,  und  das 
»Gesetz»,  dem  die  »?i'*'-Grössen  folgen,  crscheint,  als  fertiges 
Product  der  stochasfischen  Bearbeitung  des  Zahlenmaterials. 
Dies  ist  das  gemeinsame  Kenn/(>ichen  der  Intcrjiolation  nach 
der    Methode    der   kleinsten  Quadrate,  des  interpolatorischen 

vorzugteri  Wrlnhren  (lioalisnius  uml  Formål iänius,  S.  227),  ja  sogar  von 
oinem  >nouen  gerudezu  revolutionären  Prinzip  dov  sclienintisclicn  Be- 
stimmung clor  (Jrundzahl"  (ibid.,  S.  '2Ult)  sprii-lit. 
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Verfahrens  von  Cauchy,  der  PEARSOiSr'schen  Methoden  der 
Frequenzcurvenberechnung  u.  s.  w. 

Die  stochastische  Behandlung  des  Zahlenmaterials  lässt 
sich  a  ber  wohl  von  interpolatorischen  Nebenabsichten  ganz 
frei  halten,  indem  man  keine  Annahmen  iiber  die  Form  des 
»Gesetzes»  der  7n'/'-Werte  in  das  stochastische  Ausgangs- 
sohema  aufnimmt.  Dann  trennen  sich  die  stoohastischen 
und  die  interpolatorischen  Aufgaben  scharf  von  einander. 
Als  Endzweck  der  stochastischen  Arbeit  erscheint  dann 
eben    die    Bestimmung    der    Näherungswerte    von    m[i,,]    von 

1    ^ 

^[m^/*  —  ?W(i,,l]"^  n.  s.  w.,    und,  als  eine  gesonderte  Aufgabe 

fiir  sich,  lässt  sich  eventuell  die  Bestimmung  des  Verteilungs- 
gesetzes  von  m'*>  auf  Grundlage  der  stochastisch  bestimmten 
iSJäherungswerte  einer  Reihe  von  Momenten  derselben  be- 
trachten.  Dieses  »probléme  des  moments»,  wie  es  im  An- 
schluss  an  Stieltjes^  genannt  werden  mag,  hat  an  sich  mit 
der  Stochastik  nichts  gemein:  die  Wege,  die  hier  zu  Lösungen 
fiihren,  halten  sich  von  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  fern. 
Aber  die  Ergebnisse,  die  auf  diesem  eigenartigen  Gebiete  einer 
Interpolationsrechnung,  welche  auf  wiirKiirliche  Vorausset- 
zungen  verzichtet,  erzielt  werden,  sind  von  allergrösstem 
Werte  fiir  den  Ausbau  der  stochastischen  Theorie  der  Stati- 
stik: es  sei  hier  bloss  an  die  grundlegenden  Tchebychefp'- 
schen  Ungleichheiten^  erinnert. 


*  Cf.  Stieltjes,  Recherches  sur  les  fractions  continues  (Annales  de  la 
faculté  de  Toulouse,  1894). 

^  Cf.  TcHEBYCHErF,  Oeuvres,  t.  II,  p.  478  (russische  Auf  läge):  Wenn 
eine  Funktion  i{x)  stets  positiv  bleibt  und 

+  00 

f{x)dx  =  1 , 


+  00 

x^'-—^f(x)dx  =  o  fiir  i  =  1,2,...  >», 


—  CO 

+  » 


1  .3.5  ..  .(2i—  n 
y'^i  f(x)dx  =  o,;  fiii-  i  =  1,  2,  .  .  .  {m  -     1), 
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Das  Fernhalten  der  Interpolationsrechnungen  ist  ein  Kenn- 
zeichen  der  stochastischen  Arbeitt  n  dtr  f^o/.ialwisatnschaftlich 
orientierten  LExls'schen  Riclitung.  Ein  Irbhaftes  Interesse 
fiir  die  Auffindung  der  »Gesetze»  kennzeiclinet  die  an  den 
Xaturwissenscliaften  orientierte  PEARSONsche  Scliule.  In 
der  Beurteilung  des  Erkenntniswertes  der  interpolatoriscb  zu 
erzielenden  Ergebnisse  geben  die  l)eiden  Riclitungen  zweifellos 
ziemlicb  weit  auseinander.  Soweit  aber  die  Arbeiten  der 
PEARSON'scben  Scbule  den  stochastiscben  Boden  nicbt  ver- 
lassen,  darf  ni.  E.  von  einem  tieferen  Oegen^atz  zur  Lexis'- 
scben  Kiebtuiig  nicbt  gesproc-ben  werden.  Untersehiede  — 
und  zwar  zuni  Teil  schwerwiegende  —  sind  gewiss  vorhanden. 
Die  Vertreter  der  engbscben  Scbule  liaben  von  Anbeginn  in 
ibren  stocbastiscben  Untersucbungen  das  Quantitative  in  den 
Vordergrund  geschoben,  obne  sicb  um  die  qualitativen  Vor- 
aussetzungen  der  aiiszufiilirenden  Messungen  in  erforderli- 
cbem  Massa  zu  kiimmern.  Viel  Unbeil  ist  ferner  durcb  die 
Abneigung  der  engbscben  Forscber  gegen  die  Begriffe  der 
matbematisclien  Wabrscbeinbcbkeit  und  der  matbematiscben 
Erwartung  gestiftet  worden:  der  Verzicbt  auf  den  Gebraucb 
dieser  Grundbegriffé  bat  der  Klarheit  der  stocbastiscben 
Fragestelhingen  ungemein  gescbadet,  —  ja  gelegentbcb  die 
Lösungsversuclie  auf  Irrwege  gelenkt.  Legt  man  jedocb  das, 
dera  kontinentalen  Auge  nicbt  zusagende  Gewand  ab  und 
bolt,  wo  dies  erforderbcb  ist,  das  Versäumte  nach,  so  zeigt 
sicb  deutHcb,   dass  Pearson  und  Lexis  zur  Lösung  wcsens- 


80  ist    I  f{x)dx  in  ilen  Grenzen 


'v. 


l.\'- 


3  1^3  [m*  -  2  m  +  3]'l2  [9»  v»  +  1  ]' 
'^dx  ± 


Vr.  /  2[m  — 3]M'm-l 


tiiitlmltcn.      Mit    wuchaendem    m    strebon    die    ijeiden    Grenzen    denieelbcn 
v 

1      /'        „ 
nrenzworte  I  r—*"dx   zii,    und  dio  Vorteilunp  vintersclieidet  sioh  soniit 

—  /-■ 
l)oi  tu  =  «    nirlit   von  dor  GATJS8'8chon. 
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verwandter  stochastischer  Aufgaben  der  Form  nach  oft  ver- 
schiedene,  aber  im  Grunde  doch  wesensverwandte  Verfahren 
cinschlagen.  Als  eine  der  wichtigsten  Aufgaben  der  auf- 
bliihenden  stochastischen  Theorie  der  Statistik  erscheint 
gegenwärtig  eben,  das  von  beiden  Förderern  derselben  Er- 
zielte  zu  einer  die  Gegensätze  aiifhebenden  Synthese  zu  ver- 
arbeiten.  Nicbt  »Lexis  gegen  Pearson»,  sondern  »Pearson 
durcb  Lexis  geläutert,  Lexis  durch  Pearson  bereichert» 
sollte  gegenwärtig  die  Parole  derer  lauten,  die,  von  der  geist- 
losen  Empirie  der  nacbqiieteletistischen  Statistik  unbefriedigt, 
sich  nach  einer  rationellen  Theorie  der  Statistik  sehnen.^ 

'  Die  obigen  Betrachtungen  sind  im  Anschluss  an  den  scharfen  An- 
griff  formuliert  worden,  den  Prof.  v.  Bortkiewioz  gegen  die  PEARSON'sche 
Richtung  in  der  Abhandlung  »Realismus  und  Formalisnius  in  der  matli. 
Statistik»  gerichtet  liat.  Was  »den  tiefen  Gegensatz  der  beiden  (i.  e.  der 
realistischen  und  der  formalistisclien)  Richtungen»  anbelangt,  so  will  ich 
ihn  keineswegs  in  Abrede  stellen,  falls  uiiter  Formalismus  »diejenige  Rich- 
tung in  der  math.  Statistik,  welohe  in  der  Auffindung  descriptiver  Formeln 
die  Hauptaufgabe  der  Wissenschaft  erblickt»  (Real-  u.  Form  ,  S.  245),  ver- 
standen werden  soll,  und  nichts  liegt  mir  ferner,  als  fvir  einen  derartigen 
>Formalismus  '  eintreten  zu  vvollen.  Ich  glaube  aber,  dass  der  Boden  dieser 
Definition  verlassen  wird,  wenn  z.  B.  das  »schematische»  Pearson- VVhit- 
AKER'sche  Verfahren  zur  Bestimmung  der  Versuchszahl  ohne  weiteres,  als 
formål istisoh,  dem  von  Bortkiewicz  bevorzugten  »realistischen»  Verfahren 
gegenliber  gestelit  wird  (S.  252).  Bortkiewicz  tut  L.  Whitaker  Unrecht, 
wenn  er  ihro  Untersuchung,  als  durch  und  durch  »formalistisch»  im  obigen 
Sinne,  brandmarkt  (S.  245):  die  Abhandlung  von  L.  Whitaker  enthält 
einen  kräftigen  »realistischen»  Kern  und  stellt  einen  bedeutsamen  Beitrng 
zur  Dispersionstheorie  dar.  Was  dann  K.  Pearson  selbst  anbelangt,  so 
wäre  es  vollends  ungerecht,  ihn  zu  den  »Formalisten»  zu  rechnen  aus  dem 
Grunde,  dass  in  seinem  reichhaltigen  »oeuvre»  auch  wertvolle  Beiträge  zur 
Lösung  der  » formål istischen»  Interpolationsaufgaben  enthalten  sind. 


The  mean  errors   of  the  characteristics  in 
logarithmic-normal  distributions. 

By  Sture  Njdell,  Lund. 

Introductory. 

In  his  paper  >>0n  the  geuetic  tlieory  of  frequency» 
(Arkiv  för  Matematik,  Astronomi  och  Fysik,  Bd  12,  N:o  20, 
and  Meddelande  från  Lunds  Astronomiska  Observatorium 
N:o  83,  1917),  Dr.  Wicksell  has  determined  the  mean  of 
the  logarithm,  /y  and  the  dispersion,  r*/,  assuming  the  log- 
arithm  normally  distributed. 

If,  to  make  matters  shorter,  we  make  use  of  Xapierian 
logarithms,    the    frequency    function  of  the  variate  z  will  be 

_  J  ^'log  (g  —  a)  —  /o/ " 
(1)  i^(3)=  \  • 

ii  Vin  2:  — a 

where,    if    m  =  mean    of    z,  a  =  dispersion,    )^  =  tlic  real  root 
of  the  equation 

l^  +  3r  +  2Ä  =  0 
and  aS  =  skewness  of  z,  we  have, 


a  =m  — 

7, 


(2)  /o-^'I«'g    , 

»11  + 
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(3) 


ai^'\og{l  +7/-). 


Reque.sted  by  Dr.  Wicksell  I  have  dediiced  oxpreasioiis 


for  the  mean  errors  in  l^,  <fi,  /;,    '  a  and  S. 

1.     Mean  error  in  the  logarithmic  mean  l^,. 
We  have  according  to  (2),  after  differentiation, 

dL  =  d(7  ■     —  d  rj\     +    .,  !   J  ■ 

(r  '  \»/       'Jf  +  1/ 

Using  the  relations 


8 


2o- 


f  +  3/^  +  2N  =  0, 

where  1'.,  and  r^  are  tlie  moments  of  z  aboiit  the  mean  -rn  of 
the  second  and  third  order,  we  get  by  differentiation 


da  = 


dr, 
2  a 


(4) 

(5) 
whenec 


d,^  = 


2dS 

3(1  +f) 


2a^  4(7^ 


drj  =  — 


SVodv.      dr 


3(1  +  if)  \    åa^  2a'^] 

Inserting  the  expressions  for  da  and  di],  we  have 


dl^^  ==  d  }'■, 


1  r,(l  +  27y2) 

L2(J-'        2(/'*y(l   +7,2)^ 


d. 


1  +  2r/'' 


3  O  ,,3 


3r/='/^(l+7f)^ 
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Denoting  by  ^/o  tlie  mean  eiror  of  /„  and  hy  «,v,  f-n  and  r,vr, 
tlie  mean  errors  and  erroi-correlation  of  r,  and  r,,  we  have 
according  to  the  tl)eory  of  mean  errors, 


*/o 


1 

4r/' 


Putting  l  +  j^2  =  a;,  the  moments  may  he  expressed  in 
terms  of  (/  and  x.  To  this  end  we  use  tlie  following  relations, 
taken  from  »The  genetic  theory  of  frequcncy», 


/o  + 


"-/ 


m  —  a  =  e 


,      I  x.)  ■_'/B  +  2r,2/ 

)•.,  +  (rn  — a)-  =  e  ' 


3/n+;,  0-7 


'3  =  ''3  +  3  ^2  (?/i  —  a)  -;-  (??i  -  a)-'  =  e 
/j  ==  ;\  4-  4  ;'3  (/«  —  a)  +  6  )'2  (^/i,  —  a)-  +  (//i  —  a) 


4 -1  /o+^n-i 


;.  /o  +  "j  n-/ 


''5  =  ''5  +  5  ;'i  (w  —  «)  +  10  r.,  (?/i  —  a)^  + 

+  10  r,  {m  —  a)^  +  {m  —  a)-'  -=  e 

r\.  =  r,  +  G  r,  {m—a)  +  15  r,  (m  —  a)=^  +  20  )',{m  —  a)»  + 

+  15  r,  (m  —  a)'  +  (m  -  a)^  =  /''•+'8"'/ 


'* ^  '*  '*"  (1  /  ' '"'  ^"^  "  "^  '^  ('2)  ''""■- (^  "-«)"+■■■  + 

/Ä\  ,  ,  .,  /  >  •''0+    o      "-/ 


r',   art'    the    moments  of  z  about  tlie  point  2  =-^  a  and    ig   the 
moments  ahout  the  mean  m. 
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Further  we  have 
(6)  a/  =  *l()g(l  +/;2)  =  <'loga;, 

and  we  get 


o-/  


Inserting    these    expressions  in  the  above  equations  and 
solving  with  respect  to  i'.^,   J'3,  l'^,   r^  and  r^  we  find 

r,  =  o 


,,-^-_--(x-l) 


;'3  == ;,  (x^  —  3  a;  +  2) 

{x-iy^ 

(X         l ) 

-.  (a;!"  — 5a;'^+  10a;=*— 10a;  +  4) 
(a;is  — 6a;io+  15x^'— 20a;3  +  15  a;— 5) 


(a;-l)^ 
0-" 


(a;— 1)3 


a* 

fx  -  1: 


"«-■_'  /  ,    >      {s—k){s  —  k  —  \) 


2  (-1)' 

/v=0   i 


+  (_l).-i(5__l) 


With    the   aid    of  the  well  known  formulae,  (Biometrika 
Vol.  2,  1902—1903,  p.  ^73), 


(8) 


,  _  7^,  —  rj 

6,,  -    ---^-         , 
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r,t  —  n  1'^  r.,  —  ''^  +  9  vi 


''^  -  N 


f.-io'V,.-3 


r-  —  4  r^  r. 


wliere  N  is    tlie    mimber   of  observations,  wc  fiiul,  iiiserting 
the  aljove  e-xpressions  for  the  moments, 

—  39  a;3  —  72  x-  +  108  a;  —  36) , 

t  r.  t ,.,  r,...  ,.3  =         '^ '  -      (a; '"  —  5  a;''  -  4  a; '  +  1 4  a;^  + 
{z—  \)^N 

+  12  a;-  — 30  a;  +  12). 

We  are  now  able  to  express  </o  in  r.    After  some  reductions 
\ve  get 

tl=    }     .        ^  ,^..(16a;''"  — 48a;i'  +  52x^»  — 96a;i*  +-  184  a;''  — 
Jo  JS     (z  —  1) 

—  39  a;»"—  186  a;''  +  2 1 9  a;-"  —  684  a;'  +  1322a;'^  —  396.r^  — 
—  1786  a;*  +  2724  a;»— 1795  a;-  +  594  a;  — 81), 
or  in  terms  of  )/ 

i-l  ==-  oJa'  •  \(24  +  324»^  +  1836  7/  +  5370 »;«  +  9588/,»  + 
36  iV      1^ 

+  10521  *;'o  +  7456//-  +  3492»/'  +  1060  z/''  +  192//»  +  16;/")- 

Tn  most  cases  /_  is  about  O,:..  Kven  if  tlie  skewness  is 
as  groat  as  — 1,  r  does  not  exceed  O,:).')».  1.  Thus  we  are 
allowed  to  neglect  bigher  powers  of  ;.  Neglecting  »/*  and 
higber  powers  of  »^  and  writing 
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4  =  J^j  (*  +  54  +  306  u  +  895  w-  +  1598w='  + 


QN\u 

+  1753,5  tt*  +  1242,7  ?/.''|  > 


where 


u  =  >i^, 


we  get  an  approximation  sufficient  in  practical  applications. 
Indeed  the  term  1242,7  u^  wili  generally  be  small  and  can 
also  be  neglected. 

Thus  we  finally  have 


(9)  i/,=  ]/^^(-  +  54  +  306w  +  895if2+i598M3^_  1753^5^4+ 1242,7 w^j 


2.    Mean  error  in  the  logarithmic  dispersion  oi. 
Differentiating  (6)  we  get 


But  as 


we  have 


d(Ji—      ,,         y^ 


'^'~       3(l+»f) 


2TdS 
Hence  it  follows,  that 

'"^      9(1  +if)'<}i^' 

Proceeding  in  the  same  manner  with  (5),  we  get,  ätter 
having  introduced  the  expressions  previously  given  for  the 
mean  errors  and  error-correlation  of  r^  and  ^-3,  the  square 
mean  error  in  S 
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_  4  y^  i'l  —  l2r,  r,  r,  — 3  r,(8 1']  —  3  >'l)  +  35  r;;','  +36;! 

Insertiiig    tlu^    values  of  t  lie  moments  expressed  in  x,  it 
mav  be  written 


^V  =  ,  .  ..  ■       '    ,,,(4a:'-' -8a;'- +  4x"  — 12x-'"-t-  12:i-' + 
Ibx\     (.1'  —  1)' 

+  21a;8—  12a;'  +  Ga;'^—  84  a;-' +68a;'  + 80a:=*~  130  ar- +  60. r  — 9), 

and  returning  to  /;, 

3(1  4-  r^)* 
tS-  =       ig-TyT     ^^  +  '^^  '''  +  '^•^^  »/  +  471)  //•  +  404  /^'^  +  210  », '")  + 

//Ml  +  ^T(55+lli;«+  //) 

4i^ 

Referring  to  t  ho  former  conclusions  concerning  tliu 
higher  powers  of  i,  \\e  omit  tlie  second  term  in  tiie  expres- 
sions  for  {'i,-. 

Thus 


(1  + 
'-'=        4 


"^    y  N^^  ^   ^^^^*  "^  ^^"^*'  "^  479^3)  +  -^^ 


where  R^iO^u^  +  216  u\ 

Using  this  value  of  tg,  we  get 


( 10)       f„^  =  j    V  io\r  («  +  106  M  +  332  w«  +  479  w')  + 


a/   ^'     12^^^  "^  ^^^"  "^  ^^^'''  "•"  *'^""'^  +  1^2  A^ 


3.     Mean  errors  in  *,  and 
From  (4)  it  follows  that 

4 

9(1  +  ,,'y 
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or 

(II)     6,=(l+n)  l/j2^(8  +  I06u  +  332  M^  +  479  w^)  +  ^j^ 


Putting 


we  ]mye 


The  mean  orror  of  ,'  is  then  given  by  the  eqiiation 


^i  '"  ^2  ■  ^'>^  ' 
'i 


which  gives 


R 
12N 


( 1 2)     f.;  =  ^**  y  ^^  (8+106  u  +  332  u^  +  479  ii}')  + 

R  has  here  the  same  meaning  as  before. 

As 

1  _  m  —  a 

'       )]  a 

it  is  seen  that  I."  measures  the  distance  between  the  mean  m 
and  the  origin  a  in  the  ordinary  dispersion  o  as  unit. 


Results. 

In  the  preceding  demonstration  we  have  for  the  sake  of 
simpHcity  made  use  of  Napierian  logarithms.  In  practice, 
however,  ordinary  logarithms  will  be  employed.  In  this  case 
the  formulae  are,  if  /'o  =  the  mean  and  uii  =  the  dispersion  of 
the  ordinary  logarithms, 
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-(lo-  («_„)- /o}' 

loe^       e  ^"'i' 

(fi\2.i  z—a 

{.'V)  07,  =  loge.  log  (1  +  ,;-), 

f/  o  =  log  e  . 

(»')       1  /   1     /4  \ 

•   |/  ^     .       +54  +  306w4-895?t-  +  1598?t''4-  1753,r,w*  +  1242,7?t-'    , 

(10')       /„,,  =  ^^''l  '^'  V    \2N^^  +  1^^''  +  ^^^w''  +  479W'')  +  ^'^  . 
(11)      ,.,  =  (l  +  ,/)"[/^J^(8  +  106w  +  332w-  +  479«^)  +  j^^^, 

('-)      '-=  ^t/  1/^12/V^^  +  106w  +  332  w=^  +  479  n^')  +  ^^^^  • 
7?  =  404?/'  +  2ir)»'* 

and    tlie    meaii   errors  in  thc  nioan,  dispersion  and  skewness 
of  the  original  variato  are 

(13)        frn==     'f    ' 

vn 


(15)       é,s-  =  ^     y    J/  ^,(8+  106?/  +  3327/-  +  479M»)  +  y  • 

The  valnr  of  /,„  is  the  usnal  mean  error  of  t  ho  aritli- 
metical  mean  and  />,  is  ohtaincd,  if  the  cxpressions  for  )\ 
and  r,  in  terms  of  x  are  inaerted  in  equation  8. 

*  Tlie  v\  islicd  niimber  of  significntive  figurcs  in  (he  mean  oriors  inny 
»Iccido,  if  Icrtns  involving  J{  ought   to  l>e  inclndod  or  not. 
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Applications. 

1.  Distribution  of  the  age  of  spinsters  marrying  bachelors 
in  Sweden  1910.  Bidrag  till  Sveriges  officiella  statistik.  A. 
Befolkningsstatistik  N.  F.  52.  1910.  (Example  3  in  »The  ge- 
netic  tlieory  of  frequency»).  l'he  values  found  in  the  cited 
paper  are 

I' Q  =  1,0  500 
(>li  =0,1808 

N  =  30015 

JJ  =  0, 4  .1  1  2 

1,'  =  2,. 3  1  90. 

For  the  mean  errors  we  find  with  the  aid  of  our  for- 
mulae  the  following  values: 

without  1242,7  tr'  r;^,  =  0,013.57  with  1242,7  m'^  0,01358 

without  R  :o^,  =  0,004873  with  404  «^  0,004901  with  R    0,004904 

»            £,;  =  0,01285       »  0,01292  »     0,01293 

»                              s;  =  0,06909       »  0,00948  »     0,0(19ö2 

For  tlie  original  variate  we  have: 

m=25,808  (T  =  5,270  Ä  =  — 0,f.8C9, 

with  the  mean  errors: 

«m  =  0,03042  t^=  0,03578  €,9  =  0,02300. 

2.  Distribution  of  »full  pay»  sickness  for  the  Manchester 
Union  corrected  for  age,  given  by  Dr.  Snow:  Some  statistical 
'problems  by  Sickness  and  Mortality  data  of  certain  friendly 
societles.  Journ.  Roy.  Stat.  Soc.  LXXVT,  p.  445  ff.  (Ex.  5 
in  »The  genetic  theory  of  frequency»). 
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The  values  of  the  characteristics  are 

Z'„  =  1 , 5  4  .-n 

«//■  =  O,  1  8  f.  3 

iV  =  GOl 

/^  =  0.4  5  o  7 

;"  =  2,2i8:. 
The  mean  errors  are  found  to  be: 

witliuiit   I •24-2, 7  u''     £/^|  =  0,09947      with   1242,7  u''    0,09959 

withoiit  R  £o/.  =  0,03694     with  404  u^  0,03720     with    R     0,03723 

»  £/;  =  0,09739  »  0.09809  »  0,09817 

»  t-  =  0,4794  »  0,4829  >  0,4832 

J^Vtr  the  original  variate  we  have: 

m  =  101,:>r,  «;=17/J4  S= — 0,7or,, 

with  the  mean  errors: 

fm  =  0,7032  f„=0,S5:)r.  6.v  =  0,  ITT-J. 


Sur  la  loi  des  erreurs. 

Par  Alf  Giildberg-. 

Dans  son  traité:  Calcul  des  Probabilités  M.  Louis  Ba- 
CHEUER  introduit  la  conception  des  probabilités  continues 
et  donne  une  serie  des  appliquations  de  cette  nouvelle  con- 
ception. 

Dans  les  lignes  qui  suivent  je  montrerai  comme  on  peut 
en  se  servir  de  procédé  de  M.  Bachelier'  déduire  la  loi  des 
erreurs  d'observation. 

Nous  supposerons  une  suite  d'observations  en  nombre 
tres  grand  d'une  méme  grandeur,  de  telle  sorte  que  la  suc- 
cession de  ces  observations  puisse  étre  considérée  comme 
continue  et  que  chaque  observation  puisse  étre  considérée 
comme  un  element. 

S'il  s'agit  d'un  tres  grand  nombre  n  d 'observations  on 
peut  supposer  que  celles-ci  se  suivent  å  intervalles  de  temps 
infiniment  petits  egaux  et  considerer  la  variable  n  comme 
representant  le  temps  total. 

Nous  supposerons  encore  que  les  erreurs  commises  par 
les  observations  soient  continues. 

Soit  w(ri,,  z)dz  la  probabilité  pour  que  å  la  Wi'^™^  obser- 
vation ]'erreur  commise  soit  comprise  entré  z  et  z  -\  dz. 

Soit  encore  '^{e,  z,  rii  +  dn)de  la  probabilité  pour  que 
Terreur  augmente  de  la  quantité  s  pendant  Tintervalle  d'ob- 
servation  n^,  n^  +  dn  quand  on  sait  que  Terreur  était  2  å  la 
jj^iéme  observation. 

Nous  supposons  que  l,'  dépend  seulement  de  t  et  n^-{^  dn, 
,'  indépendant  de  z  et  des  erreurs  anterieures  de  n/^*"®  ob- 
servation. 


'  Voii-  p.  ex.  Bachelier,  1.  c.  p.   157  et  p.  323. 
10  —  isi.is.     Skandinavisk  Akhuirietidskrift.    1019. 
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La  probabilité  pour  qiie  Terreur  soit  2  +  f  å  la  w,  4-  (in'^"® 
observation  ayant  été  2  å  la  n,'^""®  observation  est,  en  vertu 
du  principe  des  probabilités  composées 

(oiriiz)'^  {t,  n,  +  dn)dzdt.  (1) 

Posons 

rii  +  dn  =  n  et  2  +  t  =  .r 

d'ou  dz^dx,  t  regardé  comme  constant,  Texpression  (1) 
devient 

w{n  —  d7i,  X  —  é)^  (w,  t)dxde. 

La  probabilité  de  Terreur  x  å  la  n'^™*  observation  s'obtient, 
d'aprés  le  principe  des  probabilités  totales,  en  intégrant  Tex- 
pression  précédente  pour  toutes  les  valeurs  de  t.  Cette  pro- 
babilité a  aussi  pour  expression  ((}{n,x)dx,  on  a  donc 

io{n,  x)  '=  I  i»{n  —  dn,  x  —  t)  'C{n,  s)dB. 

Developpons  Télément  de  Tintégrale  en  supposant  dn 
infiniment  petit  et  négligeant  les  puissances  de  t  supérieures 
å  la  second,  Tequation  s'écrit 

iij{n,x)  =  yo{n,x)  —  a-"^w    I  ^{n,()d£  — 

dio  r  ...    ,  ,      1 0^10  r  ,..,     .  , 

—  5—     «<-  i^h  t)  de  +  ^,  ,-  .  I  £--.(£,  n)d£. 
dx  I     '  ^   '   '  'Idx^ J 


On  a  alors 


L'intcgrale 


'C,  {n,  f)df  =  1 , 


eC  {n,E)de 


ost  la  valeur  moyenne  de  e  pendant  Tintervalle  d'observation 
n  —  dn,n,  désignons  cette  integrals  par 
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—  ip'{n)dn. 


L'intégrale 


est   la   valeur  moyenne  de  s^  pendant  Tintervalle  d'observa- 
tion  n  —  dn,  n,  designens  cette  integrale  par 


'f'Pdn. 


On  aura  donc  Téquation: 


'^^-^^'^>^-^-'>-  (^) 


Si  Ton  pose 

a  un  constant,  on  aura: 

d  10       d  O)    d^  _0  LO 
dx       0^     dx~  0§  ' 

dho^dho    ld§y  _dho 
dx'  ~  iJ^-'  '  \dxj   ^  <f^-'  ' 

(ho_dco    Ox      dio    dt  __dto    ,.   .       O  to    (p'{n) 
In~  dx  '  dn^  ~dt  '  Tn~  J^^  ^'^'  ^  (ft  '  ~aF  ' 

L'équation  (2)  se  réduit  alors  a: 

^^  _  i  ^  _  o 
d^-'       a-dt~ 

Il  faut  joindre  å  cette  équation  la  condition 

io{f,^)d§^l.  (a) 
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Ces    deux     équations     suffisent     pour     déterminer    la    fonc- 
tion  it). 

Les  équations  sont  satisfaites  si  Ton  pose 

1       -^ 
a  V  TT  t 

Car  V)  satisfait  Téquation  («)  et  on  aura 

(Uo  2  i      -f:. 

-         o     a- 1 

^^  aHVnt 


ho  2        i-li'        \    -  ;" 

=  "   —  le"' 


d'ou 


'>i       2atV.ircL-t         I 


0-io       4  ^w 


La  solution  de  Téquation  (2)  devient  donc 


1 


[*-V(n)p 


w  (w,  x)  =  -7^-- e       fl^t") 

V'jc(p{n) 

qui  est  la  loi  des  erreurs  cherchée. 

Il    est   facile   de    reconnaitre    ce    qiie  represent  les  fonc- 
tions  (f  et  '/'-^ 

La  valeur  moyenne  de  Terreur  x  est 


\x-u<(nW 


M{x}=  i   -  e      >''«'     xdx. 

'  V7r(r(n) 


I  V7r<p{n) 
Posons 


Vfp{n) 


'  Voir  Hachelikii,  1.  c.  p.   159. 
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Tintégrale  devient 

M{x)  =  i-  f[ip{n)  +  t  Vrpjn)]  e-i'dt  = 
Vttj 


Vn  .  V 'It 


La   premiére    intégrale   a    pour   valeur  Vn  et  la  seconde  est 
nulle,  on  a  donc 

M{x)=^ip{n). 
La  valeur  moyenne  des  carrés  des  erreurs  x  est 


1 


[ar— i/j(n)]2 


V7t(p{n) 


Posons  encore 

x  —  \p{n) 


Vfp{n) 
on  aura 


t 


00 

— CO 

00  00  00 


La    premiére    intégrale    a    pour    valeur    Vjt,    la    seconde    est 
nulle,  et  la  troisiérae  a  pour  valeur  — -  • 


On  a  donc 


Ji(a;2)  ==[(/;  (n)]2  +  \fp[n) 
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ou 


iJ'{n)  =  2[M{x')-[3I{z)y]. 


Substitutions  ces  valeurs  de  rf{n)  et  «/'(w).  'a  loi  des  erreurs 
s'étTit 


1 


(x-AI(x)F 


(A)        oj{n,x)=    r-. -e    2ii/(«2)-[i/u)P], 

V27t[M{x^)  —  {M{x)Y] 

Si  J/(x)  =  0  on  anra  la  loi  des  erreurs  de  GAuss 

f/>(a;)=-=L._     e~2Jinx*). 
P^27rillf(a:*) 

La  loi  des  erreurs  {A)  est  identique  å  celle  que  ron  déduit 
de  riiypothése  ou  Terreur  totale  x  se  compose  des  n  erreurs 
partielles  e^,  e^_,  .  . .  e„  par  addition: 

ar  =  e,  +  e^  H +  en- 

De    cette    hypothése    on    déduit,    en  effet,  la  loi  des  er- 
reurs sous  la  forme  * 

(p{x)  =  -r-=^ =.e    2(6- c) 

V27t{b  —  C) 

ou 

a  =  3f(e.)  +  ^/(e^)  +  •■•  +  iJf(«„), 
6=il/(e;)  + J/(e^)+-+ J/(eA), 
c  =  [3/(e.)P  +  [M[e,)Y  +  ■   •  +  [J/(e„)]*. 

3/(e,)  signifie  la  valeur  mo3'enne  de  e,  etc.  M{e\)  signifie 
la  valeur  moyenne  du  carré  de  e,  etc. 

On  a  alors,  parceque  les  e,,  g^.  •••  sont  indépendantes 

M{x)  =  M{e,)  +  M{e,)  +  •  •  •  +  il/(e„)  =a 

'    Voir    E.    Czubkk;    Wnlirscheinlichkoitsrechnung    und    ilire    Anwen- 
dungen  etc.     3:te  Auflngc,  B.  I,  p.  206. 
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et  encore^: 

M{e,  +  €^+---  +  enV  —  [M{e,  +  e^ +■■■-{-  e„)]«  = 

=  -:2M{el)-:^[M{eiW 
ou 

M{x'-)  —  [M{x)f  =  h-  c. 

Le  précédent  procédé  s'applique  immédiatement  a  la  loi  des 
erreurs  du  plan  et  de  Tespace.  On  retrouve  ainsi  particu- 
liérement  la  loi  des  erreurs  de  Bravais*  pour  le  plan  et  la 
loi  des  erreurs  de  M.  Schols^  pour  Tespace. 


'  P.  ex.  CzuBER,  1.  c,  p.  77. 

*  Voir  Cztjber:  Theorie  der  Beobachtungsfehler  p.  378. 


Litteratur. 

F.  LiiNDBEKo:  Föreläsningar  i  Livförsäkringsteknik.  Under  sär- 
skilt beaktande  av  de  nya  bestämmelserna  i  Försäkringslagen,  hållna 
vid  Försäkringsföreningens  utbildningskurser  för  försäkringstjänstemän 
hösten   1917. 

Det  er  efterhaanden  ikke  helt  faa  Skrifter,  der  foreligger  fra 
Direkter  Lundbergs  Haand  om  forskellige  Emner  indenfor  Aktuar- 
videnskaben,  og  for  de  niange  Aktuarer,  der  med  Interesse  har  fulgt 
Dir.  Lundberg  i  hans  Frenistillinger  af  forskellige  Emner,  alle  be- 
handlede  ud  fra  hans  originale  Syn  paa  Livsforsikringsmatematiken, 
byder  de  fem  Forehiesninger  i  Forsikringsmatematik,  som  nu  er  ud- 
komne,  en  k?erkomnien  Lejlighed  til  at  se  Grundlinierne  i  Systemet 
ndviklet  i  Sammenhgeng. 

I  Slutningen  af  2den  Forelaesning  bemgerker  L.  selv,  at  der 
utvivlsomt  kraeves  en  vis  Traening  for  at  faa  en  levende  Opfattelse 
af  den  Tankegång,  som  beständig  gaar  igen  i  hans  Undersegelser, 
og  dette  er  utvivlsomt  rigtigt. 

For  Aktuarer,  der  er  vant  til  at  arbejde  efter  de  gammeldags 
Methoder  med  Aggregattavler,  krsever  det  ikke  ringe  Studium  at 
saette  sig  ind  i  den  ejendommelige  Maade  at  arbejde  paa,  som  L. 
ger  sig  til  Talsmand  for,  og  selv  for  dem,  der  er  vant  til  at  raeson- 
nere  med  og  arbejde  praktisk  med  selekte  Tavler,  vil  en  Övergång 
til  det  Lundbergske  System  feles  som  en  betydelig  Vanskelighed. 

Medens  man  efter  det  oeldre,  endnu  i  Danmark  överalt  anvendte 
System,  regner  Dedeligheden  for  at  vaere  en  Funktion  alene  af  op- 
naaet  Ålder,  og  ved  den  s;i'dvanlige  Benyttelse  af  selekte  Tavler 
regner  med,  at  den  er  Funktion  af  Ålder  og  Forsikringstid,  för- 
länger F.  Lundberg,  at  man  i  hvert  Fald  i  en  R;ekke  Tilfcielde,  saa- 
ledes  ved  Praemiereservens  Beregning,  tillige  skal  tage  Hensyn  til 
den  frivillige  Afgangs  Indflydelse  paa  de  tilbageblevne  Forsikredes 
Dedelighed. 

Dedeligheden  bliver  altsaa  —  ilivertfald  formelt  —  Funktion  af 
tre  Variable,  og  af  disse  er  den  ene:  Udtr.Tdelsesfrekvensen  ikke 
arbejdet  ind  i  TJ rundlaget,  men  skal  dragés  ind  i  Beregningen  efter 
det  taktiske  Forlob  af  IMtrii-dclserne. 

Direkter  Lundbergs  System  staar  og  falder  med  Anerkendelsen 
af,    at    det  er  nedvendigt  at  tage  dette  Hensyn,  og  man  kunde  der- 
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for  liave  ousket  at  faa  en  udferlig  Begrundelse  af  Nedvendighedeu 
eller    i    alt    Fald   af  Hensigtsnipessigliedeii   heraf. 

Den  Motivering,  nian  til  ötadighed  tinder  anfert,  er  den,  at  de 
tro  Forsikredes  Okonomi  i^ke  niaa  paavirkes  af  den  frivillige  Ud- 
trsedelse,  og  Eigtiglieden  heraf  er  der  naeppe  nogen,  der  vil  bestride. 
En  Konsekvens  heraf  er  selvfolgelig,  at  Genkebsreglerne  niaa  vsere 
saaledes  aftattede,  at  det  Underskud,  som  visse  af  de  tidlige  fri- 
villige Udt'3edelser  raedfarer,  kan  daekkes  ved  Indtsegten  ved  andre, 
og  at  Selskabet  ferer  en  Statistik,  hvorigennem  det  er  i  Stånd  til 
at  koutroUere,  at  dette  virkelig  finder  Sted,  saaledes  at  det  i  Tide 
kan  hindre  en  Nj^tegning,  der  ikke  tilfredsstiller  denne  Fordring, 

Dette  er  et  Punkt,  der  sikkert  ofte  er  bleven  forseait,  og  livor 
Direktor  Lundberg  har  indlagt  sig  stor  Fortjeneste  ved  at  stille 
kraftige  Fordringer  otn  Indferelsen  af  en  rationel  Aktuar-Stalistik. 
Hans  Foredrag  om  Reformer  indenfor  Livsforsikringsselt^kabernes 
mateniatiske  Statistik^  er  et  Arbejde,  hvorfra  nian  kan  heute  mange 
gode  Vink  i  denne  Retning. 

Hvis  man  kan  paavise,  at  den  frivillige  Afgang  har  en  vse- 
sentlig  Indflydelse  paa  Dedeligheden  indenfor  den  tiloversblevne  For- 
sikringsbestand,  og  en  saa  vaesentlig  Indflydelse,  at  det  i  betydelig 
Grad  paavirker  Praemiereservens  Sterrelse,  om  man  tager  Hensyn 
til  den  eller  ej,  saa  er  det  naturligvis  nedvendigt  for  at  naa  til  en 
retfserdig  Fordeling  af  Overskndet  at  tage  Hensyn  hertil,  men  hvor 
det  gselder  at  före  Bevis  herfor,  forekommei'  det  mig,  at  Forfatteren 
nsermest  giver  op.  Han  indrommer  efter  at  have  rsessoneret  sig  til 
at  Beregtiingsgrundlaget  for  de  udtraadte  knn  i  Henseende  til  Déde- 
ligheden  adskiller  sig  fra  Grundlaget  for  de  indtraadte,  at  nictn  ved 
Valget  af  denne  Dodelighed  er  henvist  til  rene  Fonnodvinger^;  men 
hermed  falder  efter  min  Mening  Berettigelsen  af  Kravet  om  Hensyn- 
tagen  hertil  i  Prfemiereservens  Beregning  til  Jorden. 

Den  Dedeliglied,  som  L.  vil  laegge  til  Giund  for  sin  Prsemie- 
reserve  for  de  indtraadte  (incl.  frivillig  udtraadte)  er  Stoltz's  Ud- 
jaevning  af  de  17  svenske  Selskabers  Erfaringer  for  livsvarige  Livs- 
forsikringer  med  10-aarig  Selektionsperiode^;  men  den  Dedeliglied, 
som  Stoltz  arbejder  med,  er  aldeles  ikke  Dedeliglied  for  indtraadte, 
men  netop  ifelge  hele  den  Maade  hvorpaa  Materialet  er  skaffet  frem, 
Dedeligheden  for  »kvarstående»  Forsikringer,  Lundberg  vil  altsaa, 
at  man  skal  anvende  denne  Dedelighed  for  de  indtraadte  og  der- 
efter  korrigere  den  med  en  Dedelighed  for  udtraadte,  som  grunder 
sig  paa  »rena  antaganden». 

.Teg  kan  derfor  ikke  se  rettere,  end  at  man  paa  det  npervaerende 
Tidspunkt  ikke  kan  komme  til  nogen  nejagtigere  Reserve  ved  Lund- 
bergs   Antagelser    end  ved  at  regne  den  paa  den  ssedvaulige  Maade 


^  Aro    reformer  inom  lif försäkringsstatistiken  erforderliga?     (Föredrag 
i  för.-äkringsföieningen  den  5  november   1917.     Stockholm  1918.) 

*  Föreläsningar,  s.  34. 

*  G.    Stoltz,  Utjämning  av  sjutton  svenska  livför.^säkringsbolags  död- 
lighetstabeller för  läkareundersökta  livförsäkrade.     Stockholm   1917. 
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af  den  i  Kraft  vaerende  Forsikringsbestaud  ved  Hjaelp  af  f.  Ex, 
Stoltz'8  Tavlor;  men  dette  iidelukker  naturligvis  ikke,  at  Systemet 
har  en  stor  tlieoretisk  Interesse  og  ogsaa  i  Frenitiden  maaske  vil 
kunna  faa  praktisk  Betydning.  Lumiberg  er  selv  klar  över,  at  der 
kan  gores  en  saadan  Indveudning  iinod  lians  System;  men  haus  Argu- 
mentation imod  disse  Invendinger  (Foreläsniugarnes  Pag.  39 — 40) 
förekommer  mig  dog  ikke  overbevisende. 

Den  förste  ForeUesniug  behandler  Valget  af  Beregningsgrundlag 
og  Praemieberegningeu. 

Efter  at  have  motiveret  Kravet  om  Anvendelse  af  selekt  Dede- 
liglied  og  en  Rentefod  af  4  %  p.  a.  gaar  lian  över  til  Bestemmelsen 
af  Tilliegets  Storrelse  og  ndvikler  lier,  hvorledes  dette  ber  bestem- 
mes  efter  Antagelser  om  Storrelsen  af  Erhvervs-,  Inkasso-  og  Ad- 
ministrationsomkostninger. 

Medens  L.  paa  dette  Punkt  kraever  en  niere  fuldendt  Forsik- 
ringsteknik,  end  der  hidtil  har  vseret  benyttet  —  saerlig  her  i  Dan- 
mark —  aubefaler  han  til  Gengaeld  at  simplificere  Arbejdet  ved  ude- 
lukkende  at  anvende  kontinuerte  Livrenter,  og  bestemme  Pnemierne 
ved  ^l-,  ^/s-  og  ^/i  aarig  Prsemiebetaling  ved  forskellige  Tillteg  til 
den  kontinuerte  Aarsprremie.  Det  förekommer  mig,  at  alle  Aktuarer 
kraftigt  bor  stötte  denne  Foi'dring,  og,  hvorsomhelst  der  indferes 
^Endriuger  i  Grundlag  og  Tariffer,  gaa  över  til  dette  System,  der 
baade  i  tlieoretisk  og  praktisk  Henseende  byder  en  nieget  stor  Fordel. 

Medens  Lundberg  i  sin  ferste  Forelsesning  har  niange  gode 
praktiske  Vink  og  Forslag  til  Forbedringer  af  de  nuanvendte  Syste- 
mer,  anlsegger  han  i  den  anden  og  de  folgende  Forelsesninger  mere 
og  mere  rent  theoretiske  Syuspunkter.  Saaledes  giver  han  i  Be- 
gyndeisen af  den  2den  Forelsesning  en  udmaerket  Anvisning  paa, 
hvorledes  Tillpeget  sainmenssettes  af  Erhvervs-,  Inkasso-,  Administra- 
tions- og  Sikkerhedstillyeg;  men  et  konkret  Forslag  om,  hvor  store 
Vserdierne  af  a,  p,  y  og  a  ber  vaelges,  savner  man  fuldstandig. 

Problemet  »inindregode  Liv»  faar  en  ganske  kort  Omtale,  og  L. 
stiller  sig  her  meget  afvisende  överfor  de  nu  benyttede  Systemer, 
hvorefter  man  anvender  sferlige  Dedelighedstavler  for  mindregode  Liv 
dannede  ved  et  lavere  eller  hejere  Tillteg  til  Dedeligheden. 

L.  forkaster  fuldstteuiligt  disse  Äletoder  med  den  Motivering,  at 
det  vil  fordre  et  stort  System  af  selekte  Dedelighedstavler,  og  at 
dette  vil  blive  alt  for  bekosteligt.  I  Stedet  föreslåar  han  blöt  at 
förege  Sikkerhedsbelastiiingen  med  et  efter  Skon  bestemt  Tillteg  og 
altsaa  bevare  Nettopr:emien  (og  R^^servepraemien)  uforandret.  Som 
Begrundelse  heiiviser  han  til,  at  Sikkerhedstillteget,  der  jo  ogsaa  er 
indfert  for  at  faa  en  Sikkerhedsmargin  överfor  Dedelighedssvingninger, 
bestemmes  paa  denne  Maaile.  Det  förekommer  mig  imidlertid,  at  der 
er  en  meget  va^sentlig  Forskel  paa  de  to  Problemer.  Sikkerheds- 
tillieget  ndger  kun  nogle  faa  %  og  er  indlagt  som  Modvjpgt  mod 
smaa  uvisse  Svingniiiger  i  Dndelighedeii,  inedens  det  Tillagg,  som 
geres  af  Heiisyn  til  et  vitterlig  svaikket  Helbred,  oftest  er  meget 
stort  —  op  til  50  %  af  Priemien  eller  mere  — ,  og  selv  om  der  na- 
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turligvis  altifl  vil  vaere  en  Del  Sken  ved  Bestemmelsen  af  et  saadant 
Tillseg,  kan  man  dog  ved  Indferelseu  af  egnede  Dedelighedstavler 
naa  ret  vidt  i  Henseende  til  ensartet  Bedeinmelse,  ligesom  de  er 
ganska  nadvendige,  hvor  man  skal  give  den  samme  Person  Tilbud 
paa  forskellige  Forsikringsformer.  Endelig  er  det  aldeles  ikke  givet, 
at  man  er  nedt  til  at  liave  selekte  Dedelighedstavler  for  mindregode 
Liv.  Da  Underdedeliglieden  ved  ordiii?ere  Liv  i  de  ferste  Aar  netop 
er  en  Felge  af,  at  de  mindregode  Liv  er  lioldt  udenfor,  kan  man  ikke 
slutte  fra  de  ordingere  Liv  til  disse.  Ved  ludferelsen  af  3  eller  4 
Aggregattavler  for  mindregode  Liv  kan  man  naa  ret  vidt  i  Henseende 
til  rationel  Prsemiebestemmelse  og  Praemiereserveberegning,  og  naar 
man,  som  Forholdet  er  i  de  tre  skandinaviske  Lande,  har  et  saerligt 
Selskab,  livis  Opgave  det  er  at  forvalte  de  mindregode  Liv,  kan 
man  ikke  sige,  at  dette  Sj^stem  paaferer  Selskaberne  urimelig  store 
Omkostninger. 

Efter  en  Rsekke  interessante  Bemserkuinger  om  Prgemiereservens 
Beregning  efter  den  i  den  nye  svenske  Livstorsikringslov  foreskrevne 
Bruttomethode  gaar  Dir.  Lundberg  över  til  Skildringen  af  det  Emne, 
<ler  utvivlsomt  har  hans  sterste  luteresse,  og  hvor  man  vil  finde  en 
Fremstilling  af  hans  originale  Syn  paa  Aktuarvidenskaben,  nemlig 
Prsemiereservens  Beregning  under  Hensyn  til  den  taktiske  Afgang. 

En  Folge  af  det  Princip,  at  de  trofaste  Forsikringstageres  0ko- 
nomi  ikke  maa  bereres  af  den  frivillige  Afgang,  er,  at  Selskabet  maa 
holde  neje  Regnskab  med  Erlivervsudgifterne  og  paase,  at  disse 
virkelig  dgekkes  af  det  dertil  bestemte  Tillfeg  til  Nettoprsemien,  og 
at  ikke  andre  Gevinstkilder  angribes.  Naar  L.  her  kategorisk  haevder, 
at  det  altid  staar  i  Selskabernes  Magt  at  serge  for,  at  dette  bliver 
Tilfgeldet,  idet  han  henviser  til,  at  man  kan  ssenke  Provisionerne, 
indskreenke  Nytegningen  eller  forheje  Praemierne,  saa  er  dette  dog 
vel  ikke  altid  saa  nemt  i  Praxis.  Konkurrencehensyn  paa  den  ene 
Side  og  paa  den  anden  Side  Hensynet  til,  at  Bestanden  indenfor  en 
vis  Tid  maa  naa  en  rimelig  Sterrelse,  hvis  den  skal  kunne  byere  sin 
Administration,  er  Vanskeligheder,  som  ikke  uden  videre  kan  borl- 
elimineres.  Er  der  fremkommet  et  Underskud,  som  ikke  paa  en 
kortere  Aarrsekke  kan  bringes  ned,  ser  jeg  heller  ikke  rettere  end, 
at  Forsikringstagerue  —  i  hvert  Fald,  hvis  Selskabet  er  gensidigt 
—  maa  finde  sig  i  at  se  deres  Bonus  formindsket,  ligesom  de  utvivl- 
somt har  et  Krav  paa  det  Overskud,  som  en  dygtig  Ledelse  har 
frembragt  ved  at  fremskaffe  en  solid  Bestand.  Lundbergs  Krav  om, 
at  man  skal  holde  neje  Regnskab  med  Anskaffelsesomkostningerne, 
og  v£ere  klar  över,  hvorledes  de  daekkes,  vil  ingen  Livsforsikrings- 
mand  naegte  Berettigelsen  af.  Overhovedet  har  L.  indlagt  sig  stor 
Fortjeneste  ved  den  udferlige  Beskrivelse  han  i  Forelsesningerne  og 
navnlig  i  sit  Foredrag  om  Reformer  indenfor  Livsforsikringsstatistiken 
hat  givet  af,  hvorledes  en  rationel  Statistik,  der  tillader  Beregning 
af  Status  i  baade  denne  og  andre   »Planer»,  kan  feres. 

I  den  femte  Forelsesning  behandler  L.  Spergsmaalet  om  Bereg- 
ningen  af  Forretningens  Overskud  fordelt  efter  de  enkelte  Gevinstkilder. 
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Han  ger  omliyggelig  Rede  for,  hvorledes  man  ud  fra  de  Sumnier 
og  Praeniier,  som  man  liar  sninmeret  op  til  Jirug  ved  Keserveopgerel- 
sen,  kan  faa  en  simpel  Beregning  at'  den  torventedt*  Dedeliglied  og 
Rente  og  de  fra  de  i  Aarets  Leb  indgaaende  Proemier  disponible 
Beleb  til  Anskattelse,  Administration  og  Inkasso. 

Överfor  disse  Beleb  skal  man  nu  stille  de  i  Aarets  Lob  faktisk 
aflioldte  l'dgifter  til  Dedsfaldsudbetalinger  m.  m.  og  den  faktisk 
opnaaede  Renteindtaegt. 

Det  siger  sig  selv,  at  det  er  vanskeligt  i  en  Forelsesuing  (paa 
13  Sider)  at  give  en  udtemmende  Skildring  af  den  matematiske  Stati- 
stik, som  den  ideelie  Aktuar  bnrde  före.  For  den  der  vil  hese  dette 
Kapitel  med  Udbytte,  kan  jeg  anbefale  at  laegge  den  Oversigt  över 
den  matematiske  Statistik  ved  Siden,  som  findes  bag  i  Lundbergs 
Afliandling  om  Reformer  indenfor  Livsforsikringsselskabernes  Statistik. 
Lundbergs  Fordring  gaar  ud  paa,  at  Beregningsgrnndlaget  skal  ud- 
vise  eii  Dedeliglied  og  Rentefod,  et  Administrationstilheg,  Inkasso- 
tillseg  og  Anskaffelsetillaeg  svarende  naer  til  de  virkelige  Forhold  og 
kun  indeholdende  den  straengt  nodvendige  Sikkerliedsmargin,  og  at 
Aktnaren  gennem  en  Statistik,  der  uden  at  vaere  alt  for  bekostelig 
dog  skal  komrae  de  virkelige  Forhold  meget  uxr,  Aar  for  Aar  skal 
kontroUere,  at  der  ikke  er  for  store  Afvigelser  niellem  det  valgte 
(jrundlag  og  de  virkelige  Forhold. 

At  den  Aktuar,  der  er  i  Stånd  til  at  gennemfere  dette  Pro- 
gram, og  som  kan  faa  Selskabets  Ledelse  til  at  tage  Konsek venserne 
af  de  Resultater,  som  han  derved  kommer  til,  paa  en  ideel  Maade 
udfylder  sin  Stilling,  kan  der  nieppe  v?ere  nogen  Tvivl  om.  Lund- 
bergs Foreliesninger  har  overhovedet  den  store  Fordel  frem  for  de 
Fremstillinger,  man  ellers  ser  af  Aktuarvidenskaben,  at  de  i  en  ganske 
anden  Grad  end  disse  tager  Sigte  paa  det  praktiske  Aktuararbejde. 
Det  er  f.  Ex.  karakteristisk,  at  lian  saa  at  sige  ikke  beskaeftiger 
sig  med  de  specielle  Forsikringsformer,  som  ellers  optager  en  ufor- 
iioldsiiisessig  Pläds  i  Forhold  til  den  Rolle,  de  spiller.  Han  berorer 
saaledes  heller  ikke  Spnrgsmaalet  om  Freinstilling  af  Dedeligheds- 
tavler  eller  andre  af  Aktuarens  Forarbejder.  Han  tager  fra  Be- 
gyndeisen Sigte  paa  sin  Hovedopgave,  at  fremstille  hvorledes  man 
efter  hans  Mening  ber  beregne  Pr.Temiereserven  under  ganske  be- 
stemte  Foruds.etninger,  og  at  man  anerkeiider  disse  er  en  Betingelse 
for,  at  man  overhovedet  kan  faa  noget  praktisk  brugbart  Resultat  af 
nogen   Del  af  hans  System. 

Man  kan  nu  ikke  lade  vsere  med  at  opkaste  det  Sporgsmaal: 
Hvilken  praktisk  Betydning  vil  Indferelsen  af  Lundbergs  Beregnings- 
maade  faa?  Her  synes  jeg  unfegtelig,  at  det  havde  vreret  paa  sin 
IMads  at  faa  en  Sainmenstilling  af  nogle  Talexempler,  livoraf  man 
tydelig  kunde  have  set,   hvormeget  det  betyder. 

Jeg  har  for  at  faa  en  Forestilling  heroin  beregnet  Virkningen 
af,  at  man  beregner  Pr;emiereserven  efter  hans  Methode  paa  2  Ex- 
empler:  Det  ene  er  en  Bestand  af  livsvarige  Ijivsforsikriiiger  tor 
Personer,  der  er  20  Aar  ved  Indtraedelsen,  det  nndet  en   Bestand  af 
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Livsforsikringer  med  Udbetaliiig  om  20  Aar  for  SO-aarige  Personer. 
For  at  faa  en  tydelig  Virkning  har  jeg  taenkt  mig,  at  Bestanden  er 
saa  slet,  at  den  i  Lobet  af  5  Aar  reduceres  til  Halvdelen,  idet  Af- 
gangen  audrager: 

1'  Aar:  15  %  af  den  oprindelige  Bestand, 

2'     »  15  %  »  »             »                  » 

3'  »  10  %  »  »            »                 » 

4'  »  5  %  »  »            »                 » 

5'  »  5  %  »  »             »                 »    ' 


Til  Sammenligning  har  jeg  medtaget  Keserveu  for  den  samme  Be- 
stand beregnet  efter  en  Aggregattavle:  Hafnia's  skandinaviske  Dede- 
lighedstavler.  Som  Selekttavle  er  anvendt  G.  Stoltz's  Udjaevning 
af  de  17  svenske  Selskabers  Erfaringer  for  livsvariga  Livsfoislk- 
ringer  med  en  Selektionstid  af  10  Aar  og  en  Rentefod  af  4  %.  I  alle 
3  Tilfaelde  er  Reserven  zillmereret  med  25  %o  a-f  Snmmen.  Man 
ser,  at  Selektionsreserven  gaar  op  til  at  andrage  2  å  3  ^o  af  Vov- 
sikringssnmmen,  altsaa  et  ikke  ubetjdeligt  Belob. 


Sainmenlig)dng  mellem  Prcemiereservea  beregnet  efter  Lundbergs  Metode, 
efter  en  Selekttavle  og  en  Aggregattavle. 

20-aarig  Person.     Livsvarig  Livsforsikring.     1  000  Kr. 


1 

Antal  Aar 

efter 
Tegningen 

Ålder 

Den    i  Kraft 
vserende  Be- 
stand  i  %  af 
den  oprinde- 
lige 

Prsemiereserve  beregnet  efter 

Lundbergs 
Metode 

Selekttavle 

Aggregat- 
tavle 

0 

20 

100 

H-  25,00 

-^  25,00 

-  25,00 

1 

21 

85 

-f-  13,71 

^  14,07 

-  14,95 

o 

22 

70 

-^     5,03 

■I-      5,94 

-     6,91 

3 

23 

60 

+     0,84 

-i-     0,41 

-     1,09 

4 

24 

55 

+     5,18 

+     3,91              +     3,62 

f) 

25 

50 

8,86 

7,54       1             7,65 

6 

26 

50 

12,60 

11,64 

12,19 

/ 

27 

50 

16,65 

15,95 

16,90 

8 

28 

50 

20,96 

20,48 

21,78 

9 

29 

50 

25,55 

25,22       '•          26,83 

10 

30 

nO 

30,37 

30,16 

32,05 
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30-aarig   Person.     Livsforsikring  med    Udbetaliuy  ved  Ålder  50. 
Sam  1000  Kr. 


Den    1   Kraft  t.         •  u  ^     r^ 

4    .    ,    .  _        1     D     .  l^rsemiereserve  berecnet  efter 

Antal  Aar  vaerende  Be-  *» 


efter  Ålder     stånd  i  %  af 


-H  25,00 

-^  25,00 

-T-  25,00 

+     9,60 

+    9,21 

+    8,30 

34,16 

33,15 

32,09 

52,34 

50,93 

49,97 

69,28 

67,85 

67,18 

83,12 

81,61 

81,24 

103,40 

102,25 

102,16 

124,44 

123,55 

123,87 

146,27 

145,65 

146,42 

168,97 

168,60 

169,82 

Tegningen    |  iden  oprinde-    Lindbergs   .  gelekttavle      aggregat- 

I  I         Iige         I      Metode      I  tavle 


U  30  100 

1  31  85 

2  32  70 

3  33  60 

4  34  55 

5  35  50 

6  36  50 

7  37  50 

8  38  50 

9  39  50 

10  40  50                    192,82                192,55                194,12 


Hvis  det  derfor  var  givet,  at  den  frivillige  Udtraedelse  spiller 
den  Rolle  for  Dedeliglieden,  som  Lundberg  foruds?etter,  kan  man 
ikke  afvise  hans  Metliode  med  en  Henvisuing  til,  at  det  kun  drejer 
sig  om  en  relativt  ubetydelig  Foregelse  af  Reserven;  men  derimod 
faar  man  untegtelig  ved  at  regna  2  smaa  Exempler  som  disse  igennem 
ikke  nogen  Bekrseftelse  paa  Lundbergs  Paastand  om,  at  hans  Me- 
thode  betyder  en  Lettelse  fremfor  den  almindelige  Reserveberegning 
ved  en  Selekttavle,  og  det  förekommer  mig  heller  ikke,  at  hans  Af- 
handling  om  Beregning  af  Prseraiereserven  ved  Anvendelse  af  Selekt- 
tavler  er  egnet  til  at  give  dette  Indtryk.  Naar  dertil  kommer,  at 
Rigtiglieden  af  den  Forndsaetning  om  Dedeligheden  blandt  de  ud- 
traadte,  hvorpaa  hele  Systemet  hviler,  er  meget  problematisk,  kan 
jeg  ikke  se  rettere,  end  at  man  for  Ojeblikket  bor  stille  sig  afven- 
tende  överfor  Tanken  om  at  indfere  saadanne  Methoder,  selv  om  det 
System,  der  her  er  bygget  op,  i  theoretisk  Henseende  maa  siges  at 
danne  et  smukt  afsluttet  Hele,  som  baade  i  sine  bajrende  Tanker  og 
i    en    Rsekke   Detaljer  ger  Krav  paa  mere  end  almindelig  Interesse. 

Bj.  Drachmann. 
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Den  ryska  dödlighetsundersökningen  av  år  1916.  (lahles  de 
mortalité  russes  des  9  compagnies  d'assurances,  Petrograd,  A.  BenTce, 
Novij  Pereulok,  2.  1916.) 

År  1916,  kort  före  utbrottet  av  den  ryska  revolutionen  publi- 
cerades en  undersökning  av  dödligheten  inom  9  ryska  livförsäkrings- 
bolag, som  erbjuder  mer  än  vanligt  av  intresse.  Redan  genom  sitt 
yttre,  en  diger  volym  på  över  500  sidor  kvartformat,  ådagalägger 
densamma,  att  ett  stort  arbete  blivit  nedlagt  på  undersökningen  och 
detta  intryck  starkes  yttermera,  då  man  går  att  göra  sig  bekant  med 
innehållet  af  volymen,  hvilket  förutom  en  inledande  text  på  ryska  och 
franska  språken  utgöres  av  en  mängd  belysande  diagram  och  full- 
ständiga sammanställningar  av  alla  till  undersökningen  hörande  siifer- 
uppgifter,  från  de  primära  och  de  för  härledande  av  dödlighetstalen 
erforderliga  sammanställningarna  av  dessa  ända  till  dödlighetstalen, 
sådana  de  franistodo  efter  en  första  mekanisk  utjämning,  och  de  slut- 
ligen utjämnade. 

Det  som  emellertid  gör  denna  publikation  i  främsta  rummet  in- 
tressant är  det  mångfaldiga  och  på  nya  uppslag  rika  vetenskapliga 
arbete,  som  blivit  därå  nedlagt. 

Ifrågavarande  undersökning  hade  nog  länge  varit  påtänkt.  Men 
först  år  1911  skreds  till  åtgärd  för  förverkligande  af  planen.  Under 
några  .  decennier  hade  ryska  livförsäkringsmäu,  bolagens  chefer  och 
aktuarier  då  och  då  sammankommit  till  möten  för  att  dryfta  spörsmål 
berörande  det  gemensamma  arbetsområdet.  På  en  dylik  kongress  i 
huvudstaden  nedsattes  sistnämnda  år  en  kommitté  af  aktuarier  för  att 
uppgöra  en  plan  för  den  påtänkta  undersökningen  och  med  uppdrag 
att  speciellt  belysa  frågan  om  de  metoder,  som  borde  vid  en  blivande 
dödlighetsundersökning  komma  ifråga.  Detta  sitt  uppdrag  fullgjorde 
de  till  kommittén  hörande  aktuarierna,  c:a  12  till  antalet,  på  ett  myc- 
ket fullständigt  sätt  inom  en  kort  tid.  Sommaren  1912,  ungefär  vid 
tiden  för  den  internationella  aktuariekongressen  i  Amsterdam,  före- 
lade de  ofvannämnda  sammanslutning  färdigt  ett  arbete,  omfattande 
14  särskilda  afhandlingar  berörande  särskilda  beaktansvärda  spörsmål. 
Bland  författarena  märkas  främst  aktuarien  vid  Rysslands  äldsta  liv- 
försäkringsbolag Schisn,  Jastremsky  och  Schetaloff,  aktuarien  vid 
Bossija,  hvilka  anlagt  nya  synpunkter  på  problemet  och  kommit  fram 
med  självständiga  förslag,  som  åtminstone  undertecknad  ej  tidigare 
känt  till.  Det  som  härvid  främst  faller  i  ögonen  är  användandet  av 
teorierna  för  statistiska  seriers  stabilitet  såsom  underlag  för  avgörande 
av  flere  på  gången  av  den  blivande  undersökningen  i  väsentlig  mån 
inverkande  principfrågor.  För  herrarna  här,  som  nyligen  åhört  den 
ryske  vetenskapsmannen,  professor  Tschuproffs  av  allt  att  döma  myc- 
ket belysande  och  intressanta  framställning,  är  det  ju  lätt  att  inse, 
att  intresset  för  dylika  frågor  är  bland  represantanter  för  den  mate- 
matiska statistiken  inom  Ryssland  helt  livligt  och  att  där  redan  före- 
ligger en  viss  tradition  i  tillämpande  av  dessa  teorier  på  särskilda 
praktiska    problem.     Men    att    detta  skett  i  det  omfång,  jag  nu  skall 
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försöka  antyda,  iir  möjligen  ej  tidigare  här  lieller  känt  Nämnda 
Jastkemsky  använde  sig  av  nämnda  teori  för  att  klargöra,  huru  det 
föreliggande  materialet,  vilket  omfattade  livförsäkringar,  afslutade 
under  tidsperioden  1835—1910,  läiii])ligen  borde  ui)i)delas  efter  olika 
tidsperioder,  för  att  de  erhållna  dödlighetstalen  kunde  anses  för  resp. 
period  typiska.  Genom  en  provundersökning  av  försäkrade  inom  bo- 
laget Schisn  under  en  längre  period,  om  jag  erinrar  mig  rätt,  från 
femtio  — sextiotalet  till  1910,  konstaterade  han  då,  med  tillämpande  av 
Lexis  dispersionsteori,  att  i  åldrarna  under  50  år  sådana  avvikelser 
frän  medeldödligheten  förekommo,  vilka  ej  mera  kunde  hänföras  till 
kategorin  af  tillfälliga  divergenser  utan  ange  att  bestående  föi ändringar 
i  dödligheten  inträdt.  lian  kommer  på  grund  af  sina  undersökningar 
till  det  resultat,  att  materialet  med  avseende  å  den  tidsperiod,  till 
vilken  det  hänför  sig,  uppdelas  i  tre  grupper,  den  första  omfattande 
åren  1835—1860,  den  andra  för  åren  1860—1885  och  den  tredje 
25-årsperioden  1886 — 1910.  Han  påyrkar  vidare,  att  män  och  kvin- 
nor skola  behandlas  var  för  sig,  att  försäkringar  på  livstid  särskiljas 
från  liv-  och  kapitalförsäkringarna  och  att  jämte  aggregattabeller 
selekta  tabeller  böra  utarbetas,  speciellt  för  de  till  den  senare  tids- 
perioden hörande  grupperna,  för  vilka  material  av  tillräcklig  omfatt- 
ning synes  föreligga.  I  en  uppsats  av  Schet.\loff,  berörande  de  teo- 
retiska grunderna  för  avgörandet  av  frågan  om  statistiska  seriers  sta- 
bilitet, polemiserar  han  mot  den  av  Jastremsky  använda  LExis'ska 
metoden  och  anser  densamma  böra  ersättas  av  andra  förfaringssätt, 
som  ge  ett  säkrare  mått  på  dispersioncn  än  den  av  Jastremsky  an- 
vända. 

Även  i  ett  annat  syftemål  har  Jastremsky  begagnat  sig  av  det 
IiExis'ska  förfarandet,  av  honom  bearbetat  och  omformat,  nämligen  i 
betraktelserna  över  existensen  af  en  så  kallad  selektionskoefticient. 
Om  dödlighetskoefficienten,  d.  å.  talet  som  angiver  för  en  försäkrad 
person,  hörande  till  en  viss  åldersklass,  sannolikheten  att  dö  inom  ett 
år  betecknas  med  </<,  då  det  är  frågan  om  dödligheten  under  det  t:te 
försäkringsåret,  q(h)-  då  slutdödlighet  afses,  d.  v.  s.  den  dödlighet,  som 
äger  rum  under  tiden  efter  utgången  av  selektionsåren,  så  vill  Jastrem- 
sky bevisa,  att  det  existerar  en  formel  7/  =(ft  •  fj(h)  i  vilken  (fi  är 
oberoende  av  åldern.  Denna  teoii  har  Jastremsky  närmare  utvecklat 
i  en  uppsats  med  titel  Der  Auslese  Koeffizxcnt ,  publicerad  i  »Zeit- 
schrift  för  die  gesamte  Versicherungswissenschaft>  år  1912,  den 
enda  ingående  framställning  på  annat  språk  än  ryska  jag  funnit  rö- 
rande sagda  ryska  undersökningar.  Jag  behöver  här  ej  närmare  ingå 
på  innehållet  i  denna  uppsats.  Som  bekant,  ådagalägger  han  här  med 
stöd  av  de  år  1909  publicerade  österrikisk-ungerska  dödlighetstabellerna, 
att  de  värden  man  erliAllor  genom  att  direkt  ur  tabellerna  uttaga  för- 
hållandet mellan  dodliudietskoefficienten  för  en  viss  åldersklass  under 
det  första  försäkringsåret  till  dödlighetskoefficienten  för  samma  ålders- 
klass ur  den  s.  k.  abgestuzte  Tabelle,  d.  v.  s.  tabellen  som  utvisar 
slutdödlighefen  efter  10  resp.  5  års  försäkrinpstid,  för  de  olika  ålders- 
klassernas vidkommande  skilja  sig  i  så  ringa  mån  från  ett  medrhärde 
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lian  härleder,  att  avvikelserna  från  detta  medelvärde  kunna  anses  så- 
som tillfälliga  i  det  dispersiouskoefticienteu  håller  sig  till  ett  värde 
mycket  nära  enheten.  På  grund  härav  föreslog  Jastkemsky  tillämpande 
av  denna  princip  å  den  planerade  undersökningen.  I  särskilda  av- 
handlingar ha  kolleger  till  Jastkemsky  undersökt  andra  dödlighetsta- 
beller såsom  Alte  Leipzigers,  de  60  engelska  bolagens,  medan  Engel- 
BBECHT  tidigare  i  samma  syfte  granskat  Gothatabellen.  Alla  dessa 
undersökningar    anför    Jastkemsky    såsom  stöd  för  sin  koefficientteori. 

Efter  dessa  grundliga  förarbeten,  af  vilkas  innehåll  blott  några 
typiska  frågor  här  af  mig  berörts,  skred  man  så  under  sommaren 
1912  till  att  fixera  närmare  riktlinjer  för  dödlighetsundersökningen. 
Jastremsky's  samtliga  här  av  mig  berörda  förslag  blevo  härvid  god- 
kända, men  tillika  uppkommo  nya  frågor,  som  fordrade  sin  tid  till 
nödig  utredning,  innan  avgörandet  kunde  träffas.  En  viktig  sådan  var 
frågan  om  lämplig  räkne-enhet.  Å  ena  sidan  framhölls  betydelsen  af 
ett  resultat  på  grundvalen  av  personräkning,  å  andra  sidan,  och  sär- 
skilt i  fråga  om  de  selekta  tabellerna  var  det  nödigt  att  behandla 
varje  på  särskild  läkareundersökniug  grundad  försäkring  skild  för  sig 
oberoende  av  om  försäkringen  i  fråga  hänförde  sig  till  tidigare  för- 
säkrad person  eller  ej.  Denna  fråga  löstes  så,  att  för  alla  viktigare 
grupper  av  det  i  enlighet  med  redan  nämnda  synpunkter  ujipdelade 
materialet  dubbel  kalkyl  skulle  genomföras,  i  det  samtliga  dödlighets- 
koefficienter skulle  bestämmas  på  grundvalen  av  både  personräkning 
och  urvalsräkning. 

En  annan  fråga,  som  behandlades  med  sällsynt  grundlighet  och 
intresse,  var  sättet  för  den  frivilliga  afgåugens  inverkan  på  antalet 
under  ett  års  risk  varande  inom  varje  åldersklass.  Här  uppstod  åter- 
igen meningsskiljaktighet  mellan  de  redan  nämnda  teoretikerna.  Frågan 
var  ju  av  särskild  betydelse,  emedan  sagda  avgång  isynnerhet  under 
de  första  försäkringsåren  inom  den  ryska  livförsäkringen  varit  ovanligt 
stark.  Därför  ville  Schetalofe  ha  ett  så  noggrant  beaktande  av  för- 
säkringstiden för  varje  före  försäkringstidens  slut  avgången,  att  den- 
samma skulle  bestämmas  på  en  dag  när.  Häremot  anfördes  av 
Jastkemsky,  att  en  så  ytterlig  noggrannhet  hade  desto  mindre  skäl  för 
sig,  som  de  avgångna  i  fråga  om  dödlighetsförhållanden  väl  ej  voro 
ett  med  de  övriga  alldeles  homogent  bestånd.  Han  förordade  sålunda 
Sprague's  metod  att  hänföra  avgåugstidpunkten  för  alla  under  förra 
hälften  av  ett  år  avgångna  till  årets  början  och  för  de  övriga  till  årets 
slut.  Denna  tvistefråga  avgjordes  så,  att  Schetaloff  fick  anställa  en 
provundersökning  å  i  Rossija  under  en  viss  tidsperiod  försäkrade  per- 
soner för  att  med  exakta  siffror  kunna  angiva  den  ena  och  den  andra 
metodens  inverkan  på  antalet  försäkrade  resp.  försäkringar  under  ett 
års  risk.  På  grund  av  denna  provundersökning,  vars  resultat  också  i 
detalj  ingår  i  den  ryska  publikationen  över  själva  dödlighetsunder- 
sökningen, beslöts  att  Sprague's  metod  skulle  tillämpas  vid  allt  som 
hänförde  sig  till  de  tvenne  tidigare  tidsperioderna,  medan  åter  för 
tidsperioden  1886  —  1910  försäki-ingstiden  för  de  frivilligt  avgångna 
skulle  beaktas  på  en  månad  när. 

11  —  18168.      Shandinnvifk  A/äwirieti<lfkri/t.    1919. 
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Slutligen  ägnades  särskild  uppmäiksaniliot  :\t  fra^Mii  om  utjäm- 
nxngsmetod.  Även  i  dotta  avseende  tramstiUldes  Hera  förslag,  bland 
vilUa  sedermera  tvenne  blevo  föremal  för  nopgrannaie  utredning  oeli 
bägge  itven  kommo  till  användnintr  vitl  frnmstftliancie  av  de  definitiva 
resultaten  av  undei-sökningen. 

Det  ena  forslaget  ;\s.\  ftade  en  utjämning  enligt  Gompertz-Makeham"s 
formel  med  beräknande  av  parametrarna  enligt  minsta  kvadratmetoden 
och  de  detaljanvisningar  österrikaren  KosMANirn  givit. 

Den  andra  metoden  hade  utförligt  behandlats  av  Jastremskv  i  en 
av  de  tidigare  nämnda  avhandlingarna  under  titel:  Jjt  fheorie  de  di- 
cergence  pour  Vétndc  de  VrroJvthu  de  Ja  mnrfdJUé.  Dä  i  inledningen 
till  dödlighetsundersökningen  ingåi-  en  (»verbliok  över  huvudprinciperna 
i  detta  förfarande,  skall  jag  här  endast  i  kortliet  beröra  detsamma. 
Utgångspunkt  för  den  anförda  metoden  är  tanken,  att  den  utjämnade 
dödlighetskurvan  Hx  bör  bestämmas  så,  att  de  av  densamma  angivna 
värdena  for  dödligheten  för  olika  åldrar  ;/•.  jämförda  med  motsvarande 
värden  for  de  outjämnade  dödssannolikheterna  IVx,  giva  differenser 
Wj- — Vx,  vilka  möjligast  noggrant  följa  Gauss"  fellag.  Härvid  bör 
nödig    hänsyn    tagas    till    vikten  (i  av  de  olika  observationsresultaten. 

beräknad  enligt  formeln  g  =^  t,  vari  .s  betecknar  antalet  lisker. 

d.  v.  s.  i  förevarande  fall  antal  under  ett  års  risk  stående  personer 
resp.  försäkringar  i  ifrågavarande  ål(lor>]cIass.  Vid  denna  beräkning 
av  g  skulle  approximativa  värden  för  Hx.  erhållna  genom  en  första 
utjämning,  användas.  Genom  att  successivt  ersätta  ijx  med  en  hel 
funktion  av  första,  andra,  tredje  o.  s.  v.  graden  kan  man  steg  för 
steg  komma  till  så  noggrann  överensstämmelse,  man  önskar,  mellan 
de  pä  denna  väg  erhållna  difterenserna  Wx — Hx  och  de  med  ledning 
av  sannolikhetskalkylen  teoretiskt  beräknade.  För  att  avgöra,  när  till- 
räcklig sådan  (iverensstänmielse  kan  anses  äga  rum,  angivas  tre  sär- 
skilda föifaringssätt,  vilka  samtliga  gå  ut  på  kalkyler  med  kvantiteten 

1  r/(  Wx  —  .Vj). 

d.  v.  s.  ofta  beiörda  ditlerenser,  reducerade  till  viktsenheten. 

Vid  den  slutliga  prövningen  av  dessa  båda  ntjämningsnietoder. 
beslöt  kommittén  förorda  den  senare,  då  densamma,  enligt  kommittcns 
u])pfattning.  bättre  var  iignad  att  säkerställa  en  god  utjämning. 

Efter  denna  redogörelse  för  de  för  undersökningen  bestämmande 
teoretiska  synpunkterna  må  här  anföras  sifterupjigifter  till  belysande 
av  omfånget  av  det  statistiska  materialet  ävensom  resultatet  av  under- 
sökningen för  de  olika  gi-nppenias  vidkommande.  Såsom  redan  nämnt, 
uppdelailes  det  totala  materialet  på  olika  tidsperioder,  olika  försäk- 
ringsarter,  enligt  de  olika  räkneenhefer  som  kommo  till  användande 
och  många  andra  synpunkter  i  ett  otal  olika  grupper.  För  pä  livstid 
fiirmkrade  män  erluillos  sålunda  sex  olika  aggregattabeller,  en  U\v  varje 
av  de  tre  fidsperioilerna  på  grundvnlen  av  personräkning  och  en  likaså 
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tor  varje  perioil  enligt  urvalsritkning.  Detta  materials  omfattning 
framgår  av  följande  tablå: 

Miln  1     tidsi»erioden.  Urvalsräkning     Go  25()  observ.-år,  2  07o  dödsfall 
»       Il             y^  »  220  325  »  5  687        » 

»      III  »  »  oG7  704  »  G  688        » 

»      I  »  Personräkning     56  333  »  1  832        » 

»      II  »  »  204  868  »  5  219        » 

»      III  »  »  347  727  »  6  272        » 

Ur  nämnda  material  härledas  vidare  tre  selekta  tabeller,  en  för  varje 
av  de  berörda  tidsperioderua.  För  de  åtta  första  år^n  angivas  så- 
lunda seleJcfionskoefficienterna  och  för  slutdödliglieteu  fullständiga  ta- 
beller. 

För  på  bestämd  tid  försäkrade  män,  blandad  liv-  och  kapHal- 
försäkring  uppgjordes  tre  särskilda  aggregattabeller,  en  på  grund  av 
urvalsräkning  för  den  andra  tidsperioden,  och  tvenne  för  den  senaste 
perioden,  av  vilka  den  ena  enligt  pcrsonräkning,  den  andra  enligt  ur- 
valsräkning. Eran  den  tidigaste  tidsperioden  fanns  så  litet  av  denna 
kategori  försäkringar,  att  det  ej  räckte  till  för  uppställande  av  dödlig- 
hetstabell. Även  selekta  tabeller  uppgjordes  för  de  tvenue  senaste 
tidsperioderna,  en  för  varje.  Omfattningen  av  detta  material  belyses 
av  följande  tablå: 

Män  II  tidsperioden.  Frvalsräkning     37  820  observ.-år,     580  dödsfall 
»      III  »  >^  6()5  171  »  5  536        » 

»      III.  »  Personräkning  619  750  »  5  157        » 

För  beräkning  av  de  selekta  tabellerna,  d.  v.  s.  slutdödlighetstabelleu, 
var  materialet  avsevärt  mindre,  då  ju  allt  som  hörde  till  selektions- 
åren föll  bort.  Sålunda  återstod  av  sist  anförda  tal  blott  följande  för 
bestämmande  av  sagda  dödlighet  efter  de  första  8  årens  förlopp. 

Män  II     tidsperioden    19  130  observationsår,     377  dödsfall 
»      III  »  118  430  »  1  700        » 

Det  ringa  materialet  är  antagligen  orsaken  till  vissa  abnormiteter  i 
den  för  II  tidsperioden  härledda  selekta  tabellen  (se  nedan). 

Alla  föregående  upjDgifter  hänföra  sig  till  normalt  försäkrade  män. 
För  försäkrade  kvinnor  finnas  blott  tvenne  dödlighetstabeller  härledda, 
vardera  hänförande  sig  till  den  senaste  tidsperioden,  nämligen  en  ag- 
gregattabell för  livstidsförsäkringar  och  en  för  blandade  liv-  och  ka- 
pitalförsäkringar. Till  följd  av  materialets  ringa  omfattning  bli  dessa 
tabeller  för  kvinnor  utan  nämnvärd  betydelse. 

Här  nedan  lämnas  utdrag  ur  de  viktigaste  tabellerna  i  den  ryska 
undersökningen.  För  att  lämna  prov  på  resultatet  av  de  olika  ut- 
jämningsmetoderna,  är  slutdödligheten  bland  män,  blandade  liv-  och 
kapitalförsäkringar    angiven    såväl    enligt    Jastkemsky's    utjämningsför- 
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TubcUcr,  utcUandc  shitdödliyhdcn  e/lcr  det  S.dc  försäkringsurvl. 


AUlcr 

LivstidsfiirsäUring 

.     Miiii 

Hlaiidad  liv-  och  kapital- 
försäkrinj;.     Män 

183J-18G0  1861  —  1885  188G-191U  18G1-1885  1886—1910  1886—1910 

35 

0,01518 

0,00919 

0,00668 

0,00368 

0,00699 

(iompiTt/- 

.Makebam'äk» 

uietudeii 

0,<i0694 

40 

0,01460 

0,01149 

0,01007 

0,00806 

0,00860 

0.00850 

45 

0.01700 

0,01601 

0,01480 

0,01350 

0,01101 

0,01 131 

50 

0,02194 

0,02254 

0,02122 

0,01905 

0,01620 

0,01639 

55 

0,02941 

0,03126 

0,03005 

0,02897 

0,02607 

0.2552 

00 

0,04042 

0,04311 

0,04232 

— 

0,04214 

0,4185 

65 

0,05052 

0,05958 

0,06941 

— 

0.06562 

0,07072 

70 

0,08084 

0,08279 

0,08300 

— " 

— 

— 

75 

0,11009 

0,11545 

0,11534 

— 

— 

— 

80 

0,16658 

0,16089 

0,15865 

— 

— 

— 

85 

0.23719 

0,22303 

0.21507 

— 

— 

— 

AijgregaUaheUer 


Aid. 


Livstidsförsiikring.     Män 
Urvalsriikning 


Blandad  liv-  och  kapital- 
försäkring.     Män 

„^    ^„  I  !|       Urvalsräkning  Person- 

1830—1860  1861  —  1885  1880—19101      -    -  *  riikning 

1861-1885  I886-Iill(i  1886—1910 


'J5 

0,00846 

0,00688 

0,00098 

0,00795 

O,004ti7 

0,0045'2 

30 

0,01004 

0,00708 

0,00745 

0,007  21 

0.00375 

0,00381 

35 

0,01251 

0,00847 

0,00870 

0,00751 

0.00506 

0,00511 

40 

0,01450 

0,01111 

0,01090 

0,00923 

0,00740 

0,00740 

45 

0,01725 

0,01528 

0,01448 

0,01291 

0.01065 

0,01061 

50 

0,02107 

0,02147 

0,02013 

,      0,01957 

0,01560 

0,01501 

55 

0,02889 

0,03036 

0,02877 

0.03060 

0.02406 

0,02418 

60 

0,01027 

0,04286 

0.04  I. -SO 

0,03881 

0.03903 

65 

0,05  74  4 

0,00009 

0,06001 

0.00364 

0,06380 

70 

0,08223 

0,08337 

0,08572 

- 

-- 

— 

7") 

0,11674 

0. 1 1  1 1  1 

0,12005 

— 

-- 

80 

0,10320 

0,16143 

0,16700 

— 

— 

— 

85 

0.22445 

0,20591 

0.22716 

— 

— 

— 
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farande  som  enligt  den  GoMPEKTz-MAKEHAM'ska  metoden.  Likaså  är 
bland  aggregattabellerna  dödligheten  bland  samma  grupp  män  angiven 
såväl  enligt  urvalsräkning  som  personräkning.  Intressant  är  att  se, 
att  användandet  av  den  ena  eller  andra  räkneenlieten  ger  mindre  dirte- 
renser  i  slutresultatet  än  nämnda  tvenne  utjämningsförfaranden. 

Vid  uppskattande  av  de  försäkrades  ålder  har  förfarits  så,  att 
alla,  som  vid  tidi)unkten  för  räkningen  hade  fyllt  {x  —  V2)  år  men  ej 
ännu  uppnått  (x  +  ^j->)  års  ålder,  räknades  till  åldersklassen  x. 

Till  slut  må  här  ännu  angivas  selektionskoefficienterna  för  de  8 
första  försäkringsåren,  sådana  de  härleddes  för  blandade  liv-  och  ka- 
pitalförsäkringar under  den  sista  tidsperioden. 


1   försäkringsåret;   selektionskoefficienter  0,68  3 


J. 


Hälsingfors  den  16  januari  1919. 


DU    Saak:     Ovef    Sferféeformules 
Groningen  1017.     (139  S.) 


» 

0,854 
0,953 

» 

0,8  8  2 

» 

0,870 

» 

0,8  58 

» 

0,892 

» 

0,898. 

H. 

M. 

J.  Helander. 

en 

Lijfren  fen.      (Disserta  tion .) 

Forfatteren  har  i  dette  Skrift  givet  en  historisk-kritisk  Oversigt 
över  de  Formler,  man  i  Tidernes  L0b  har  benyttet  til  Fremstilling  at 
Dödeligheden,  sierlig  blandt  forsikrede  Personer.  Hertil  knyttes  en 
Unders0gelse  af  de  Fordele,  der  er  förbundet  med  Benyttelsen  af  de 
forskellige  Formler,  idet  Förf.  ligesom  vistnok  det  store  Flertal  af 
praktiske  Aktuarer  staar  paa  det  Ståndpunkt,  at  Vsrdien  af  en  D0de- 
lighedsformel  maa  bed0mmes  ikke  blöt  under  Hensyn  til  den  N0jagtig- 
hed,  hvormed  den  gengiver  lagttagelserne,  men  tillige  under  vsesentlig 
Hensyntagen  til  de  Lettelser,  den  kan  medf0re  for  Aktuareus  prak- 
tiske Arbejde.  Det  sidste  Hensyn  f0rcr  bl.  a.  til  Forkastelse  af  saa- 
danne  Formler,  der  er  overl^essede  med  Konstanter,  eller  f0rer  til 
Udtryk,  der  ikke  läder  sig  integrere  under  endelig  Form  eller  i  det 
mindste  kan  tabelleres  paa  overskuelig  Maade. 

Af  Bogens  otte  Afsnit  er  de  vigtigste  det  rent  historiske  x\fsnit 
III  om  de  seldste  Dödelighedsformler,  Afsnit  IV  om  D0de]ighedsform- 
lerne  efter  1860  og  Afsnit  VIII  om  Egenskaberne  ved  den  Makeham'ske 
Formel.  Forfatteren  har  med  megen  Flid  gennempl0jet  den  ret  store 
og  temmelig  spredte  Literatur  om  disse  ^muer,  uden  at  överse  de 
fra  de  mindre  Lande  hidrprende  Bidrag;  dog  savner  man  i  §  76  en 
Vurdering  af  den  af  Gram  i  det  schweiziske  Aktuartidsskrift  foreslaaede 
stykkevise  Udjaevning  ved  Orthogonalfunktioner. 
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Eiikellf  meU  D^tdelighedsstatistiken  bt-shigtede  .^iniiicr  or  medtaget 
i  Bogen:  saaledes  iiuleliolder  denne  et  sierligt  Afsnit  ooi  toiniler  for 
Invaliditet  og  Sygt-liglied,  og  i  Afsnit  III  !S.  19—24  tinder  man  en 
Fienistiliiug  af  den  omkring'  17G(J  forte  kuriöse  IMskussion  nielk-ni 
Damei,  Beusolilli  og  D'ALKMiiEKT  oni  Koijpevacfinationens  Virkninger. 

Bogeu  bierer  naturligtvis  som  Helhed  Prieg  af  sin  iJestemmelse 
som  llabiiitationsskrift:  saaledes  syues  Afsnit  VII,  der  gör  udförligt 
Uede  for  Heregiiingen  af  Livreuter  i)aa  Grundlag  of  i>e  Moivi:e's  Hy- 
potliese,  nutildags  kun  at  liave  akademisk  luteresse.  Paa  et  enkelt 
Punkt  har  Forf;s  historiske.  og  paa  et  audet  hans  kritiske  Sans  svig- 
tct  liam:  ukorrekt  er  saaledes  Udtalelsen  S  137  om,  at  det  i  de 
siedvaulig  biugte  La-reboger  ikke  (»nitales.  at  naar  Makehanfs  Lov 
gielder.  kan  Bcregningeu  af  Livrenter  paa  Here  Liv  fores  tilbage  til 
Livrenter  paa  eet  Liv,  naar  blöt  samtidig  Kentefoden  leudres;*  og 
Paastandeu  S.  b  om,  at  man  kommer  til  iix  ved  at  vadge  Tidsenheden 
nendelig  lille,  turde  niermest  viere  en  Keminiscens  fra  Joroensen's 
IJog'  og  bor  ikke  tages  alvorligt. 

Afhandlingen  er  i  övrigt  skrevet  i  et  klart  og  bredt  Sjtrog.  saa- 
ledes at  Lysningen  ikke  er  förbundet  med  Vanskelighed.  selv  for  den, 
der  —  som  Aumelderen  —  savner  Fortrolighed  med  det  holländske 
Sprog.  Den.  der  interesserer  sig  for  Dodeligliedsfornder.  vil  sikkort 
hilsc  Bogen  velkommen  som  et  nyttigt  Hjielpemiddel  til  at  skatfe  sig 
Overblik  över  det  Arbejde,  der  hidtil  er  udf0rt  paa  dette  specielle 
Omraade. 

/.  F.  S. 

Dndeliffhetsundersokclscr  hhindf  livrcnfeforsikrede  i  ottc  norske 
IhsfoisikriHgssclskupcr  indtil  aaref  1914.  Utarheidet  paa  vedkom- 
niende  selskapers  forunstaltnitKj.     Kristania   191^. 

Efter  en  av  aktuarien  O.  Gran  i  december  1912  inledd  diskussion 
i  norska  aktuarieföreningon  angående  beräkningsgrunder  vid  livnlntc- 
törsäkring  frtn-slog  föreningen,  att  de  norska  livförsäkringsbolagen  ville 
tillsätta  on  kommitté  för  att  avgiva  förslag  angående  val  av  dödlig- 
hetstabell, räntefot  och  brattotillägg  vid  livräntoförsäkring.  Kommit- 
tén, som  förutom  aktuarien  Gkan  bestod  av  aktuarierna  G.  Holtsmai:k 
och  R.  Magelssen.  framlade  sitt  betänkande  i  juni   1914. 

Vid  behandling  a\  kommitténs  förslag  vid  ett  sammauträde  i 
noiska  aktuarieföreningcn  yttrades  frän  Hera  häll  tvivel  om  de  föreslagna 
liyi)otetiska  dödlighetstabellernas  lämplighet  som  beräkningsgrund  och 
uttalades  önskvärdheten  av  att  bolagens  egen  dödlighetserfarenhet  bland 
livi-ånteförsäkrade  blev  bearbetad,  innan  val  av  ny  tabell  företogs. 
Samma  synpunkter  gjorde  sig  gällande  vid  förslagets  behandling  vid 
möte  mellan  livförsäkringsbolagens  direktörer.  Med  anledning  härav 
uppdrogs  ät  kommittén  att  verkställa  en  undersökning  av  diMllighcton 
bland  livränteförsäkrade  enligt  bolagens  hela  erfarenhet. 

'  Se  allt>redo  Text-Book.   1"  Udg.  p.  -212—3. 

'  N.  H.  JniuiENSEN:  Gruiidziige  eiuer  Thcorie  der  Lebensversichcrmig 
p.  (>3. 
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Arbetet  påbörjades  i  april  1915  ocli  resultatet  har  framlagts  i  en 
redogörelse  under  ovanstående  titel.  Undersökningen  är  baserad  på 
från  åtta  norska  livförsäkringsbolag  erhållna  uppgifter  angående  samt- 
liga intill  1914  års  utgång  tecknade  genast  börjande  eller  uppskjutna 
livränteförsäkringar.  Materialets  omfattning  framgår  av  efterföljande 
tabell  över  antalet  utskrivna  kort. 


Män 

Kvinnor 

Summa 

Genast  börjande  livräntor  .... 
Uppskjutna  livräntor 

538 
1,549 

3,704 
5,518 

4,242 
7,067 

Summa 

2.0S7 

9,222 

11,309 

På  grundval  av  detta  observationsmaterial  hava  utarbetats  aggre- 
gattabeller för  såväl  män  som  kvinnor  dels  vid  försäkring  av  genast 
börjande  livränta,  dels  vid  försäkring  av  uppskjuten  livränta,  varjämte 
utarbetats  en  selekt  dödlighetstabell  för  kvinnor  vid  försäkring  av 
genast  börjande  livränta.  Vid  uppriittande  av  aggregattabellerna  val- 
des person  som  räkneenhet,  vid  upprättande  av  den  selekta  tabellen 
användes  däremot  försäkring  som  räkneenhet.  För  aggregattabellerna 
för  kvinnor  gjordes  en  uppdelning  av  materialet  i  livräntef<')rsäkrade 
inträdda  före  1890  och  inträdda  under  perioden  1890  —  1914. 

Materialet  för  aggregattabellerna  omfattade  följande  antal  dödsfall. 


Genast  börjande  livränta 

Uppskjuten 

livränta 

0—30  år  40—59  år  60— 97  är 

0-39  år  40—59 

år60— 97  ål 

3                  10                 180 
6                 70             1,072 

46               28 
126               92 

53 
123 

Män      .    . 
Kvinnor 


Vid  upprättandet  av  den  selekta  dödliglictstabellen  för  kvinnor 
vid  försäkring  av  genast  börjande  livränta  har  materialet  delats  i  tre 
grupper,  den  första  omfattande  de  fem  första  försäkringsåren,  den 
andra  omfattande  de  därpå  följande  fem  försäkringsåren  och  den  tredje 
gruppen  omfattande  materialet  från  och  med  elfte  försäkringsåret. 
Fördelningen  av  dödsfallen  på  dessa  tre  grupper  var  följande. 


0—39  år   40—59  år  60— 97  Ar 


De  5  första  försäkringsaien 
0:e — 10:e  försäkringsåren    .    .    . 
11  :e  och  följande  försäkringsår 


55 

246 

81 

584 

13 

955 
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Såsom  av  dessa  tabeller  framgår,  jrrupperar  sig  materialet,  då  det 
gäller  genast  börjande  livränta,  huvudsakligen  omkring  de  högsta  åld- 
rarna. Någon  utjämning  av  dessa  tabeller  har  diirför  icke  ansetts  möj- 
lig, liksom  ej  heller  av  tabellerna  för  uppskjutna  livräntor  i)å  grund 
av  det  ringa  antalet  dödsfall.  I  stället  har  verkställts  en  jämförelse 
mellan  observerade  antalet  döda  och  det  beräknade  antalet  vid  till- 
lämpning  av  de  tidigare  föreslagna  hypotetiska  dödlighetstabellerna.  Den 
observerade    dödligheten    utgjorde    nedanstående  %  av  den  beräknade. 

Kvinnor 


De  5 

,..     ...  föraäkr.-    följ.  för-    .Agcrecai 

forsakr.-  .  .-i       .  ef^     & 


aren 


G:e  —  10:c  1 1  :o  ocli 
raäkr.-  följ.  för- 
aren        säkr.-år 


Genast   börjande  livrra  74.»  89,5  104,2  94,3 

Uppskjuten  livränta      .  —  —  —  81,2 


110,3 
96,9 


Av  denna  jämförelse  framgår,  dels  att  inträdesurvalet  spelar  en 
icke  oväsentlig  roll,  dels  att  dödligheten  bland  kvinnliga  livränteför- 
säkrade  varit  lägre  än  vad  den  föreslagna  hyjiotetiska  dödlighets- 
tabellen antager.  Kommittén  slutar  därför  sin  redogörelse  för  under- 
sökningen med  att  som  sin  åsikt  framhålla,  att,  därest  man  icke 
kan  påräkna  högre  ränta  än  den  vid  premieberäkningen  antagna  (4  %), 
den  föreslagna  dödlighetstabellen  för  kvinnor  icke  torde  kunna  anses 
tillräkligt  betryggande  aiuiat  än  sedan  försäkringarna  varit  gällande  i 
minst  10  år,  men  att,  om  man  under  de  närmaste  10  åren  kan  på- 
riikna  5  eller  5  \'ä  %  ränta,  räntevinsten  torde,  bortsett  möjligen  från 
(le  högsta  inträdesåldrarna,  vara  mer  än  tillräcklig  för  att  täcka  för- 
lusten på  grund  av  underdödligheten  under  de  10  första  försäkringsåren. 

Den  föreliggande  intressanta  undersökningen  bekräftar  den  även 
här  i  Sverige  gjorda  erfarenheten,  att  dödligheten  bland  personer, 
som  teckna  livräntor,  är  synnerligen  låg,  framförallt  bland  kvinnoi'. 
Anmälaren  har  haft  tillfälle  jämföra  resultatet  av  den  norska  un- 
dersökningen med  de  resultat,  till  vilka  professor  FuKonoi.M  kommit 
vid  en  för  några  år  sedan  verkställd  undersökning  av  dödligheten  bland 
livränteförsäkradc  inom  vissa  svenska  bolag.  Jämföres  antalet  obser- 
verade dödsfall  bland  kvinnor,  vilka  tecknat  genast  börjande  livräntor, 
enligt  den  norska  erfarenheten  med  det  antal,  som  borde  avlidit,  dflrest 
man  tillämpar  den  av  professor  Fi(EI>h<ii,m  på  grundval  av  det  svenska 
materialet  uppgjorda  dödlighetstabellen,  linner  man  for  åldrar  fr.  o.  m. 
fiO  år  on  förvånansvärd  överensstämmelse  (1,072  observerade  dödsfall 
mot    1.067,2   beriiknade}. 
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Die  neuen  dänischen  Sterblichkeitstafeln  fur 
minderwertige  Leben. 

Von  Bj.  Dracliiunnn. 

Historisches. 

Versicherung  mindervvertiger  Leben  hat  in  Dänemark 
länge  stattgefunden.  Erstens  haben  die  Lebensveisicberungs- 
gesellschaften  in  Dänemark  —  wie  iiberall  —  Personen  auf- 
genommen,  deren  Gesundbeitszustand  eine  geringere  als  die 
normale  war.  Die  bierbei  gewöbnlich  verwendete  Metbode 
bestand  darin,  dass  man  der  betreffenden  Person  ein  böheres 
Alter  als  das  vvirkliche  beilegte.  Wenn  der  Gesundbeits- 
zustand eine  so  scblecbte  war,  dass  die  Alterserböbung  mebr 
als  10  Jabre  betragen  musste,  wenn  die  Prämie  als  binrei- 
cbend  gescbätzt  werden  konnte,  wurde  der  Antrag  gewöbn- 
liob  abgelebnt.  Es  war  im  allgemeinen  die  Regel,  dass  die 
Alterserböbung  aucb  bei  der  Berecbnung  der  Prämienre- 
serve  und  des  Riickkaufswerts  in  Recbnung  gebracbt  wurde. 
Karenzzeit  entweder  gewissen  Todesursacben  gegeniiber  öder 
allgeraeine  Karenz  kam  natiirlicb  aucb  vor.  Wäbrend  also 
die  meisten  Gesellscbaften  die  schlecbteren  Risiken  ganz  ab- 
lebnten,  konnte  jede  Person  bei  der  Gesellscbaft  »Danmark» 
in  der  sogenannten  »Unterabteilung»  eine  Versicberung  be- 
kommen. Die  Prämien  wurden  nacb  einer  sebr  strengen 
Sterblichkeitstafel  ausgerecbnet,  und  fiir  alle  Versicberungen 
galt  eine  5-jäbrige  Karenz. 

Gleicbzeitig  mit  der  Entwickelung  der  praktiscben  Frage 
nacb  der  Versicberung  minderwertiger  Leben  gingen  aber 
aucb  tbeoretiscbe  Untersucbungen,  vor  allén  die  Arbeiten 
von    Dr.    Jens    Pedersen.     In   seiner   Abbandlung:    »Ueber 

12  —  13218.      Skandinainsk  Aktuarietidshrift.    101!). 
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(lie  Versicherung  mindcrwertiger  Leben»  hat  er  in  interes- 
santer  Weise  die  Hauptlinien  des  Problems  aiifgezogen  und 
gezeigt,  wie  man  aus  der  Todesursachenstatistik  gewisse  Sterb- 
lichkeitstafeln  fiir  minderwertige  Loben  herstcllen  känn. 

Im  Jahre  19 IG  kam  ein  Verband  zwischen  den  meisten 
däni.schen  Lebensversicherungsgesellschaften  mit  Ausnabme 
Hafnia's  zu  Stande,  in  der  Absicht  zu  einer  besseren  Lösung 
der  Frage  zu  gelangen,  indem  man  durch  einen  gegensei- 
tigen  Quotenvertrag  das  Risiko  auf  viele  Hände  verteilte 
und  gleichzeitig  an  Stelle  der  strengen  Bedingungen  »Dan- 
mark»'s  differenzierte,  fiir  die  einzelnen  Fälle  angemessene 
Prämien,  »Karenzbestimmungen»  und  sonstige  Restriktionen 
zu  verwenden  versuchte.  Das  al  te  Princip  »Danmark»s, 
dass  man  jedermann  eine  Versicherungsmöglichkeit  bieten 
sollte,  wurde  stets  festgehalten. 

Ungefcähr  zu  derselben  Zeit  hatte  man  sich  auch  in  Hafnia 
mit  dem  Problem  beschäftigt,  und  eine  Gesellschaft:  »Dana» 
gegriindet,  deren  Hauptaufgabe  die  praktische  Lösung  des- 
selben  sein  sollte.  Als  die  zwei  Institutionen  nebenein- 
ander  ungefähr  ein  Jahr  bestanden  hatten,  wurden  sie  in  der 
Weise  vereinigt,  dass  »Hafnia»  in  den  Quotenvertrag  eintrat 
und  »Dana»  das  Portefeuille  des  bestehenden  Verbandes 
iibernahm  und  danacli  das  ganze  Geschäft  verwaltete  und 
verteilte. 

Als  erstes  Resultat  der  Erfahrungen  des  Komités  fiir 
minderwertige  Leben  wurde  am  8.  November  1916  im  dä- 
nischen  Aktuarverein  von  Dr.  Jens  Pedersen  ein  Vortrag 
gehalten,  der  die  Herstellung  von  Sterblichkeitstafeln  fiir 
minderwertige  Leben  behandelte.' 

Dr.  Pedersen's  Aufstellungen  in  diesem  Vortrag,  die 
ijbrigens  von  der  Gesellschaft  »Norske  Folk»  als  Grundlage 
ihrer  Sterblichkeitstafeln  angewandt  worden  ist,  gab  Anlass 
dazu,  dass  das  dänische  Komité  fiir  minderwertige  Leben 
einen  Ausschuss  niedersetzte  mit  der  Aufgabe,  drei  Sterb- 
lichkeitstafeln wie  die  von  Dr.  Pedersen  erwähnten  zu  be- 
rochnen.  Der  Ausschuss  bestand  aus  den  Herren  Direktor 
LöNBORG,  Dr.  Pedersen,  Dr.  Salomonsen,  Professor  Floy- 
STRUP   und    Dr.    Hassing.     Nachdem    »Dana»  dem  Koncern 


'  Dr.  Jkns    Pi:i>i:rskn  :    Otii    Dodelighcdstnvlor    for    niindregode    I,iv. 
Kubcnlmvn   l'J18. 
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beigetreten  war,  wurde  der  Unterzeichnete  als  Aktuar  in 
»Dana»  in  dem  Ausschuss  aufgenommen  und  bekam  die  Auf- 
gabe,  die  praktisclie  Durchfiihrung  der  Gedanken  und  die 
rechnerische  Arbeit  zu  leiten.  Das  Ergebnis  waren  die  im 
Anhang  abgedruckten  Tafeln,  die  seitdem  bei  der  Bestim- 
mung  der  Prämien  verwendet  worden  sind. 


Die  Herstellung  der  einzelnen  Tafeln. 
A.    Die  Tuberkulosetafel. 

Wenn  es  auch  innerhalb  der  Gruppe  von  Tuberkulosen 
einen  bedeutenden  Unterscbied  in  dem  Grade  gibt,  in  wel- 
chem  die  Personen,  die  eine  Versicherung  suchen,  von  der 
Krankheit  angegriffen  sind,  von  denen,  die  nur  wegen  des 
Vorkommens  der  Tuberkulose  in  der  Familie  suspekt  sind, 
bis  an  Personen,  die  mehrmals  auf  einem  Sanatorium  be- 
handelt  worden  sind  öder  sogar  an  einem  frisclien  Process 
in  den  Lungen  leiden,  handelt  es  sich  doch  in  allen  Fallen 
um  eine  Klasse  von  Menschen,  deren  Sterblichkeit  im  Ver- 
hältniss  zu  der  normalen  in  dem  jiingeren  Alter  (von  20  bis 
30  Jabren)  ein  Maximum  aufweist;  kommt  die  Person  iiber 
dieses  kritische  Alter  hinaus,  nähert  sich  ihre  Sterblicbkeits- 
wahrscheinlichkeit  immer  mehr  der  normalen. 

Dieses  Verhältniss  känn  man  natiirlich  sehr  leicht  in 
einer  Sterblichkeitsformel  darstellen;  es  ist  nur  die  Frage, 
um  wieviel  man  die  Sterblichkeit  erhöhen  soll.  Dies  ist  aber 
nur  eine  Zweckmässigkeitsfrage,  weil  man  aus  praktischen 
Griinden  nicht  unbegrenzt  viele  Tuberkulosetafeln  haben  känn. 
Nun  stellt  sich  in  der  Praxis  heraus,  dass  ein  sehr  be- 
deutender  Teil  von  den  Tuberkulosen,  die  im  Komité  be- 
handelt  worden  sind,  in  nicht  allzu  höhem  und  nicht  allzu 
geringem  Grade  an  der  Krankheit  leiden;  sie  haben  was 
man  eine  »mittlere»  Tuberkulose  nennen  möchte,  fUr  welche 
das  Komité  im  allgemeinen  einen  Prämienzuschlag  von  etwa 
25  —  30  %  bei  einer  25-jährigen  Versicherung  geben  woUte. 

Ob  die  so  durch  Schätzung  gefundene  Prämie  sich  fiir 
die  betreffenden  Versicherungen  als  hinreichend  erweisen 
wird,    da  von    känn    man    zur   Zeit    nichts  bestimmtes  sägen. 


172 

Erst  wenn  man  nach  mehreren  Jahren  von  den  Erfahrungen 
mit  dieser  Gruppe  eine  wirkliche  Sterblichkeitstafel  herge- 
stellt  haben  wird,  känn  diose  Frage  bcantwortet  werden. 
Bis  dann  hat  man  in  der  Frage,  u-ie  stark  die  Sterblichkeit 
erhöht  werden  muss,  nur  das  Urteil  der  Fachinänner.  Will 
man  aber  cin  solches  prinzipiell  niclit  gelten  lassen,  wie  wird 
dann  je  ein  neues  Risiko  in  die  Versicherung  hineingebracht 
werden  könncn? 

Wird  dagegen  die  Frage  gestelit,  wie  die  Erböhung  der 
Sterblichkeit  auf  die  Prämie  der  einzelnen  Versicherungs- 
arten  einwirkt,  und  wie  es  in  den  verschiedenen  Altern 
wirkt,  dann  ist  eine  recht  grosse  Einheitlichkeit  und  Sy- 
stematik zu  eireichen,  und  bis  zu  einem  gewissen  Grade 
känn  auch  erzielt  werden,  dass  diese  Systematik  etwas  Re- 
ellem  —  den  wirklichen  Verhältnissen  —  entspricht. 

Es  verhält  sich  nämlich  so,  dass  während  in  Ermangelung 
direkt  beobachteten  Materials  die  Grundlage  fiir  eine  Her- 
stellung  einer  korrekten  Sterblichkeitstafel  fehlt,  hat  man, 
wie  Dr.  Blaschke^  und  Dr.  Pedersen  gezeigt  haben,  in 
der  Todesursachenstatistik  ein  Mittel,  wodurch  man  die  rela- 
tive  Gefährlichkeit  der  verschiedenen  Krankheiten  in  den 
verschiedenen  Altern  bestimmen  känn,  und  besonders  fiir 
eine  so  gewöhnliche  Todesursache  wie  die  Tuberkulose  liegt 
hier  ein  Material  von  bedeutendem  Umfang  vor. 

Das  Material  ist  in  der  Form  gegeben,  dass  man  fiir  die 
verschiedenen  Alter  den  Prozent  der  gesammtcn  Todesfälle, 
die  auf  die  Tuberkulose  fallen,  kennt. 

Zum  Beispiel  hat  man  in  dem  Material  Dr.  Pedersen's 
direkt  die  10-jährige  Lebenswahrscheinlicbkeit  fiir  Personen, 
die  dazu  prädestiniert  sind  an  Tuberkulose,  Herzkrankheit 
öder  desgleichcn  zu  sterben. 

Dass  diese  Lebenswahrscheinlicbkeit  nicht  dieselbe  ist 
wie  die  einer  Person,  die  einer  vorgelegten  Gruppe  Tuberku- 
löser  angehört,  ist  klar,  teils  weil  cinige  von  diesen  gesund 
werden  und  später  aus  irgendwelchem  Grunda  sterben,  teils 
weil  von  der  komplementiiren  Gruppe  gewisse  Personen  spä- 
terhin    von    der    Tuberkulose   angegriffen   werden  und  däran 


'  Blaschkk:    Doiikschrift  zur  Lösung  dor  Problenis  der  Vcrsiclicrung 
minderwertigor  Leben.     Wlon   1895. 
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sterben,    wodurch    sie   zu  den  Zahlen  in  der  Todesursachen- 
statistik  beitragen. 

Will  man  daher  eine  Sterblichkeitstafel  fiir  Tuberkulöse 
herstellen,  so  mnss  man  von  derselben  verlangen: 

1)  dass  sie  in  allén  Altern  eine  grössere  Sterblichkeit  als 
die  normale  aufweist; 

2)  dass  sie  dieselben  cbarakteristischen  Ziige  wie  die  reine 
Tuberkulosensterblichkeit  aufweist,  besonders  dass  sie  das 
charakteristische  Maximum  der  reinen  Tuberkulosensterblich- 
keit im  Verhältniss  zu  der  normalen  hat; 

3)  dass  die  Erhöhung  der  Sterblichkeit  einen  Prämien- 
zuschlag  von  der  obengenannten  Grösse  ergibt. 

Um  dies  zu  erzielen,  känn  man  als  einfachste  Annahme 
setzen: 

/'x  =  fix  +  k'^\llx  (1) 

WO 

*fix  die  gesuchte  Sterblichkeitsintensität, 
/.ix  die  normale  » 

und 

^//^  die  Intensität  der  reinen  Tuberkulosensterblichkeit 
bedeutet, 

Bei  der  Wahl  der  normalen  Sterblichkeit  hat  man  so- 
wohl  die  wirklichen  Verhältnisse  als  die  von  den  dänischen 
Gesellschaften  angewandten  Sterblichkeitstafeln  zu  beriick- 
sichtigen. 

Die  hauptsächlich  verwendelen  Tafeln  sind:  »Statsan- 
staltens Forsorgertavle»,  »Statsanstaltens  Forsikrertavle»  und 
Hafnias  Sterblichkeitstafel  fiir  skandinavische  Leben.  Von 
diesen  hat  man  Hafnias  Tafel  bevorzugt,  weil  sie  zweifellos 
eine  Sterblichkeit  darstellt,  die  der  normalen  näher  kommt 
als  die  der  zwei  anderen  ziemlich  veralteten  Tafeln.  Ausser- 
dem  gehen  die  Gesellschaften  mehr  und  mehr  dazu  iiber, 
diese  Tafel  zu  verwenden. 

Die  Hafnia-Tafel  ist  von  Prof.  Thiele  durch  eine  sehr 
länge  und  unbequeme  Formel  ausgeglichen  worden,  deren 
besonderes  Vorteil  darin  zu  suchen  ist,  dass  man  durch  die- 
selbe  Formel  auch  die  Kindersterblichkeit  darstellen  känn. 
Fiir  die  Alter  von  15  Jahren  an  giebt  es  eine  von  Fräulein 
Karen    Eibe    vorgenommene   Ausgleichung  nach  der  Make- 
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haraschen  Formel,  deren  Resultat  mit  Professor  Thiele's 
sehr  glit  iibereinsstimmt.  Hcätte  man  nicht  darauf  Riicksicht 
nehmen  miissen,  dass  die  Prämienerhöhung  im  Vergleich 
zu  den  Tariffen  der  däniscben  Gesellschaften  regelmässig  ver- 
laufen  sollte,  wäre  die  Z)J/''''-Tafel  bevorziigt  worden;  so  aber 
wurde  die  obengenannte  Tafel  von  Fri.  Eibe  bcnutzt, 

Nachdem  die  normale  Tafel  gewälilt  war,  handelte  es 
sich  damm  die  reine  Tuberkulosetafel  herzustellon.  Hier  sind 
die  Untersuchungen  von  Dr.  Pedersen  ^  ans  1909  zu  Grunde 
gelegt.  Aus  seiner  Tabelle  IV  a  hat  man,  indem  man  die 
Zahlen  der  Gruppen :  5  und  6  addiert,  fiir  a;  =  15  .  25  .  35  ...  75 
observierte  Werte  fiir  log  ,o;)x  berechnen  können.  Es  wurde 
zunächst  versucht,  diese  Werte  nach  einer  Makehamschen 
Formel  auszugleichen,  indem  log  ,o2>j  wie  bekannt  durch  diese 
Formel  ausgedriickt  werden  känn,  wenn  es  Ux  wird.  Dies 
ist  aber  nicht  gelungen.  Dagegen  wurde  ein  ganz  gutes  Re- 
sultat erzielt,  indem  man 

log  u,Px  =  a-^b  10^  ^  +  c  10-'^^ 

setzte,  und  fiir  ;'  denselben  Wert  wie  in  der  normalen  Tafel 
verwendete.  Nach  mebreren  Versuchen  wurde  fiir  d  der 
Wert  0,0  8  gewählt.  a,  b  und  c  wurden  dann  nach  der  Me- 
thode  der  kleinsten  Kvadrate  bestimmt.  Als  Resultat  er- 
gab  sich: 

a-=0,095133        6  =  0,0012850       C=  — 0,48136 


während: 


0,039862        ()==0,080, 


Ein    Vergleich    zwischen    den    berechneten    und    den    obser- 
vierten  Werten  von  log  i^.px  gibt  das  folgende  Resultat: 


Aher 

bor. 

obs. 

64-0 

15 

0,0699" 

0,0704 

4-  0,0005 

2:. 

0,1031 

0,1023 

+  ,   8 

35 

0,1203 

0,1299 

4-  ,  34 

45 

0,1749 

0,1772 

-f-  ,  23 

55 

0,2952 

0,2976 

■i-     ,  24 

05 

0,5902 

0,5952 

+  ,  10 

'  Dr.  Jens  Pedeusen:  Uebor  die  Versicherung  mindcrwcrtigen  Leben. 
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Hiernach    känn  man  leiclit  log  Z^;  ^  ^ -^  ^a:— 6' lO^'^— D  lO"^-^ 
berechnen.     Man  findet 

-4=0,18209      .0  =  0,0095133      6' =  O,  O  O  O  8  5  4  4  4      D  =  O,  5  7  2  O  1 

und  zuletzt 

^iia;  =  a  +  inO--^  +  j;10-'^-^ 
indem 

a^B:M    (^-^Cy.lP     >!== -^  DÖ  :  31' 
d.  h. 

a  =  0,02iy04       /i  =  0,00018058       >;=  -^  0,24263  . 

Fiir  die  normale  Sterblichkeitsintensität  gilt  die  Formel: 

/'a;  =  0,003059  1   +0,00009  4  39  3.10''-^.  (2) 

Nach    einigen   Versucben    wurde  fiir  die  Konstante  k  in 
der  Formel  (1)  der  Wert  0,4  gewählt. 
Aus  (1)  ergiebt  sicb  dann: 

^!lx  =  0, 0118207    1-0,000166625.  lO^'^—  0,09  7052  .  10" '^"^ 

und : 

log  '^/^  =  0,094565  —  0,00513361  a;  — 0,00078839  0.  lO^'-^ 

—  0,228809  .  10"'^-'' 

nacb  welcber  Formel  die  im  Anhang  abgedruckte  Tuberku- 
losentafel  berecbnet  ist.  Die  Konstante  0,094  56  5  ist  in  der 
Weise  bestimmt,  dass  log  '/15  =  O  wird. 

Die  Tuberkulosentafel  wird  hauptsächlich  fiir  solche  Ver- 
sicherte  vervvendet,  die  an  der  Tuberkulose  leiden  öder  ge- 
litten  baben  öder  der  Tuberkulose  verdächtig  sind.  Die 
Graduation  gescbieht  niemals  durch  Alterserhöbung,  weil 
der  Cbarakter  der  Tafel  dadurch  verändert  wird.  Im  all- 
gemeinen  wird  fiir  die  Fälle,  wo  der  Betreffende  an  einer  fri- 
schen  Tuberkulose  leidet,  eine  Karenzzeit  von  etwa  5  Jahren 
verwendet.  Nur  in  den  schlimmsten  Fcällen  wird  ein  pro- 
zentiscber    Zusclilag  zur  Prämie  gefordert.     Die  TafeJ  ergibt 
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recht  hohe  Prämien  fiir  die  milderen  Fälle.  Diese  Unge- 
rechtigkejt  wird  jedoch  dadurcli  vermindcrt,  dass  es  die 
Regel  ist,  dass  dem  Versicheiten  naoh  einigen  Jaliren  die 
Möglichkeit  geöffnet  wird,  durch  ein  neues  ärztliches  Zeiignis 
sich  von  dem  Prämienzuschlag  ganz  öder  teilweise  zu  bc- 
freien.^ 

Ausser  den  Tuberkulosen  sind  bisweilen  andere  minder- 
wertige  Leben  nach  der  Tuberkulosentafcl  behandelt  worden, 
wenn  es  sich  um  eine  Krankheit  liandelte,  dercn  Vcrlauf  ein 
ähnlicher  ist  wie  derjenige  der  Tuberkulose.  Fiir  die  Fälle, 
wo  die  Tafel  zvveifellos  zu  streng  ist,  wird  die  Minimaltafel, 
ev.  mit  einem  Prämienzuschlag,  verwendet. 

Beispiele  von  Prämien  und  Priimienreserven  finden  sich 
im  Anhang  Pag.   183  und  187. 


B.     Die  Herztafel. 

Ebenso  wie  bei  der  Tuberkulose  zeigt  sich  in  der  Praxis 
bei  den  Herzkrankheiten,  dass  es  eine  grosse  Menge  von 
Fallen  gibt,  wo  die  Herzkrankheit  als  eine  »mittlere»  an- 
zusehen  ist,  fiir  welche  das  Komité  die  Praxis  hatte  fiir 
einen  25-jährigen  einen  Zuschlag  von: 

ca.  20  %  fiir    eine    Versicherung  mit  Auszahlung  im  Alter  50 
»    35  %     »         >  »  »  »  »        »      60 

zu  verlangen. 

Es  war  zu  erwarten,  dass  es  schwieriger  sein  wiirde  fiir 
diese  Gruppe  mit  Hilfe  der  Todesursachenstatistik  eine  Sterb- 


*  Man  hat  dii'  Frago  uufgoworfon,  oh  cs  prinzipioll  crlaubt  sei  einen 
Präinienzusrlilag  nnch  nichreren  Jnhron  wegen  oines  nenen  Attostos  weg- 
fftllon  zu  lassen.  Dio  Antwort  diirfto  soin,  dass  cs  von  der  Grösse  des 
Zuschlags  abliänpt.  Wenn  der  Zusclilng  so  gering  ist,  duss  er  nacli  diT 
Bemessung  des  Risikos  am  Beginn  der  Versicherung  nls  fiir  die  ganzo 
Versicherungszoit  passend  angesehon  werden  muss,  darf  man  ilin  später 
nicht  wegfailen  lasson.  Wenn  es  sicli  dagegen  lun  einen  griissercn  Zuschlag 
handelt,  der  wegen  besonderer  Verhiiltnisse  gefordert  ist,  dio  nls  voriiber- 
gehend  anzusohen  sind,  muss  der  Betrcffendo  dio  Älöglichkcit  haben  sich 
apiltor  davon  zu  liefrcien,  und  cs  muss  ausdriicklich  in  der  Tolico  ange- 
fiihrt  worden,  nach  wiovidon  .Tahren  dor  Zuschlag  ev.  wegfailen  känn. 
I^in  typisches  Boispiol  erster  Art  ist  dio  5  — 10  jiihrige  AUordorhöhung, 
mil  wolcher  dio  Syfilitikor  in  der  Regel  imgonommen  werden;  ein  Beispicl 
der  Zuschläge  zweiter  Art  ist  der  'JVopenzuschlag. 
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lichkeitstafel  zu  berechnen;  denn  die  Gruppe  der  Personen, 
die  an  einer  Herzkrankheit  sterben,  und  die  der  Personen, 
die  an  einer  Herzkrankheit  in  den  jlingeren  Jahren  leiden, 
fallen  wabrscheinlich  nicht  so  nahe  zusammen  wie  die  ana- 
logen  Gruppen  der  Tuberkulosen.  Während  nämlich  die 
Tuberkulose  im  allgemeinen  als  einzige  Todesursache  hervor- 
tritt,  werden  vielfach  Todesfälle,  bei  denen  eine  Herzschwäcbe 
ein  wesentliches  Moment  gewesen  ist,  einer  anderen  Todes- 
ursache zugeschrieben.  (In  der  Statistik  findet  man  näm- 
lich nur  die  Hauptursache.)  Dieser  Umstand  lässt  erwarten, 
dass  die  »reine  Herzsterblichkeit»  als  eine  zu  kleine  aus- 
kommen  wird.  Daher  sind  bei  der  Wahl  der  Todesursachen 
auch  einige  mitgerechnet  worden,  die  zwar  nicht  als  Herz- 
krankheiten  anzusehen  sind,  aber  wohl  wahrscheinliche  Todes- 
ursachen fiir  Personen  von  dieser  Gruppe  sind.  Hierbei  ist 
zu  bemerken,  dass  die  Tafel  auch  fiir  Syfilitiker  anwendbar 
sein  sollte.^ 

Aus  Dr.  Pedersen's  Statistik  Tab.  IV  a  S.  46  wurden  die 
folgende  Todesursachen  bei  der  Bestimmung  der  reinen  Herz- 
sterblichkeit mitgenommen: 

Syfilis, 

Chronische  Gehirnkrankheit, 

Riickenmarkkrankheit, 

Chronische  Leberkrankheit, 

Herz-  und  Gefässkrankheit, 

und  aus  der  Dekrementtabelle  fiir  diese  Todesursachen  wur- 
den demnach,  ganz  wie  bei  der  der  Tuberkulosentafel,  die 
Werte  von  logpx.w\  gebildet  und  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Kvadrate  ausgeglichen.  Es  ergab  sich  als  Re- 
sultat: 

log  ??a:. Tö]  =  0,009340  +  0,0004  72  17  .  1  QO/^^-^^SOö  .  x  _  ^3) 

Fiir  die  Werte  von  x  von  15 — 55  ist  die  Ubereinstimmung 
sehr  gut,  wie  die  folgende  Tabelle  zeigt: 


^    Fiir    die    leichtesten    Syfilisfälle    ist   die   Tafel  jedoch  als  zu  streng 
anzusehen. 
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X 

log  ;5  obs. 

log  p  ber. 

\ 

15 

0,0111 

0,0116 

—  ,0001' 

25 

,0147 

,0157 

—  ,0010 

:j5 

,0273 

,0275 

—  ,0002 

45 

,0638 

,0610 

+  ,0018 

55 

,1554 

,1558 

—  ,0004 

Die  liierzu  gehörigen  Werte  von  ^hi^  zeigten  eine  ganz 
iiberraschend  geringe  Sterblichkeit,  eine  Sterblicbkeit,  die  in 
(len  jiingsten  Jahren  beträcbtlicb  iinter  der  normalen  liegt, 
und  in  den  böheren  Altern  nur  1,5  bis  2mal  der  normalen 
beträgt. 

Dass  eine  Person,  die  an  einer  Herzkrankheit  leidet,  eine 
geringere  Sterblicbkeit  als  eine  normale  Person  aufweisen 
sollte,  känn  man  natiirlich  nicht  annebmen.  Wenn  man  zu 
diesem  Resultat  kommt,  muss  man  es  dem  Umstand  zu- 
scbreiben,  dass  die  Herzkrankbeiten  gewöbnlicb  nicbt  als 
selbständige  Todesursachen  in  der  Statistik  vorkommen. 
Besonders  auffallend  ist  der  Umstand,  dass  in  den  jiingern 
Altern  fast  keine  Sterblicbkeit  vorhanden  ist.  Man  darf  hier- 
aus  jedenfalls  entnebmen  —  was  aucb  mit  der  allgemeinen 
Erfabrung  iibereinstimmt  — ,  dass  die  Sterblicbkeit  Hcrz- 
leidender  in  den  jiingeren  Jabren  von  der  normalen  nur  wenig 
abweicbt.  Xacb  einiger  fberlegung  bat  man  daber  eine  Herz- 
tafel  gewäblt,  die  dadurcb  bestimmt  wurde,  dass  man  in  der 
Formel  (1)  k=\  setzte  und  ausserdem  den  Koeffizienten  des 
Exponentialgliedes  in  ^n^  um  50  "o  erböbte. 

Fiir  die  reine  Herztafel  findet  man  aus: 

Uii^  =  0,002 1  r,0G  +  0,0000(5 1  6'f.)  .  iOO.o^-'^o:"  (4) 

und  bieraus  in  Verbindung  mit  (2): 

''."x  =  0,0052097    +0,OO0O'J4  393.  100.03ö862x  4. 

+  0,000092548.  lO^-^^-^^^Oö.x 

woraus  man  leicbt  findet: 

log  Hj,  ^  A  —  Bx  —  C  10:  -^  -  D  lO''-^ 
wo: 
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yl  =  O,  o  3  7  5  4'J  4,  ö  =  0,002  2625,  C  =0,00044663,  i)  =0,0003852  9, 
;^=  0,039862,    /.  =  0,045305, 

nach  welcber  Formel  die  im  Anhang  abgedruckte  Herztafel 
berechnet  worden  ist.  A  ist  in  derselben  Weise  wie  bei  der 
Tuberkulosetafel  bestimmt  worden. 

Die  Herztafel  hat  sich  bei  der  Arbeit  des  Komités  als 
sehr  niitzlich  erwiesen.  Ungefähr  die  Hälfte  der  Fälle  wer- 
den  nach  dieser  Tafel,  ev.  mit  2—5  Jahren  Alterserhöhung, 
berechnet. 

C.    Die  Albuminurietafel. 

Die  dritte  Tafel,  welcher  der  Name:  Albuminurietafel 
gegeben  ist,  ist  fiir  solche  Personen  bestimmt,  deren  Sterb- 
lichkeitswahrscheinlichkeit  die  ganze  Versicherungszeit  hin- 
durch  als  beträchtlich  erhöht  angesehen  werden  darf.  Die 
häufigsten  Krankheiten,  die  dieser  Kategorie  beigezählt  wer- 
den, sind:  Die  Albuminurie,  die  Zuckerkrankheit  und  der 
chronische  Alkoholismus.  Ausserdem  wird  diese  Tafel  in 
einer  JReihe  von  Fallen  verwendet,  wo  es  sich  um  spezielle 
Krankheiten  handelt,  fiir  welche  aus  der  Todesursachenstati- 
stik  kein  Resultat  zu  erwarten  ist;  und  auch  fiir  die  ohen- 
erwähnten  Krankheiten  sind  die  Zahlen  in  Dr.  Pédersen's 
Statistik  so  klein,  dass  sie  fiir  die  Konstruktion  einer  reinen 
Albuminurietafel  nicht  verwendbar  schienen,  Die  Tafel  wurde 
daher  in  der  einfachen  Weise  konstruiert,  dass  aus  der  Sterb- 
lichkeitsintensität  der  normalen  Tafel  die  der  Albuminurie- 
tafel dadurch  gebildet  wurde,  dass  das  konstante  Glied  mit 
3,  das  Exponentialglied  mit  4  multipliziert  wurde. 

Die  Sterblichkeitsintensität  und  die  Dekrementtabelle 
wurden  somit  nach  der  Formel  gerechnet: 

«Ua;  =  0,009  17  73   +  0,00037  7  57  .  1 00.039862 . a; 

und: 

log  "Zx=  0,0  66  862  — 0,00398  56»;  —  0,001786  5  .  10"-^. 

Die  Tabelle  findet  sich  im  Anhang.  Sie  wird  von  dem 
Komité    oft   angewendet,    meist   ohne    Karenzzeit.     Bei  den 
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öchlimmsten  Fallen  wird  eine  Alterserhöhung  gebraucht;  im 
allgeraeincn  geniigten  jedoch  dic  Prämien,  wie  man  sie  aus 
der  Tabelle  berechnet,  und  diese  sind  aucii,  wie  man  aus 
den  Beispielen  Seite  184  ersehen  wird,  sehr  hoch.  Dies  hängt 
aber  mit  der  dänischen  Auffassung  der  Gefährlichkeit  der 
Albuminurie  zusammen. 


Die  Minimaltafel. 

Nachdem  die  Verwendung  dicser  drei  Tafeln  ein  paar 
Monate  versucht  war,  erwies  es  sicb  als  erforderlich  eine 
Tafel  zu  beschaffen,  die  eine  geringere  Sterblichkeit  als  die 
drei  obenbeschriebencn  aufwies.  Diese  Tafel  wurde  »Minimal- 
tafel>>  genannt,  weil  sicb  aus  dieser  Tafel  die  billigsten  Prä- 
mien des  Koraités  berechneten. 

Die  Tafel,  deren  Hauptzweck  ist  fiir  alle  diejenigen  Per- 
sonen zu  gelten,  fiir  welcbe  die  anderen  drei  Tafeln  zu  streng 
scheinen,    wird    natiirlich   oft  mit  Alterserhöhung  gebraucht. 

Bei  der  Konstruktion  dieser  Tafel  war  eigentlich  nur  zu 
beriicksichtigen,  dass  die  Prämien  nirgends  niedriger  als  die 
der  teilnehmenden  dänischen  Gesellschaften,  und  dass  sie 
nicht  zu  hoch  fiir  die  besten  der  vorkommenden  minder- 
wertigen  Lebcn  wiirden.  Nach  Vergleichung  mit  den  am 
meisten  verwendeten  Tafeln  wurde  die  IMiniraaltafel  dadurch 
bestimmt,  dass  das  konstante  Glied  ihrer  Sterblichkeitsin- 
tensität  2mal,  das  Exponentialglied  l),mal  dem  der  nor- 
malen Tafel  gesetzt  wurde.  Dass  das  konstante  Glied  stärker 
erhöht  werden  muss,  beruht  daranf  dass  der  Sterblichkeits- 
intensität  der  Hafnia-Tafel  iiberall  der  Addend  0,00125  hinzu- 
gefiigt  ist,  sodass  diese  Grösse  eigentlich  unsrer  normalen 
Tafel  addiert  werden  muss,  wenn  sie  im  Vcrhältniss  zu  der 
Hafnia-Tafel  gesehen  werden  soll. 

Die  Minimaltafel  ist  somit  nach  den  Formeln  berechnet 
worden : 

'",,  j  -=  O,  o  o  f.  1  I  8  •-'  -h  O,  O  O  O  1  4  1  5  U  O  .  10'  -^ 

log  "Vx    -  0,04251  2  —  0,002657  IX  —  0,000660114  .  10' "^ 

y  =  0,039862. 

Tabellen  und  Beispiele  finden  sich  im  Anhang. 
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Die  praktische  Verwendung  der  Tafeln, 

Prämien-  und  Prämienreservenberechnung. 

Die  Schwierigkeit  fiir  den  Versicherungsmathematiker, 
der  mit  minderwertigen  Leben  arbeiten  muss,  liegt  in  dem 
Umstand,  dass  er  sowohl  den  Grad  als  die  Art  der  Krank- 
heit  beriicksichtigen  muss. 

Bei  den  vorliegenden  Tafeln  ist  die  Art  der  Krankheit 
als  Basis  der  Teilung  gelegt.  Die  rationellste  Methode  den 
Grad  zu  beriicksichtigen  wäre  wohl,  dem  Konstanten  k  in 
der  Gleichung  (1)  verschiedene  Werte  zu  geben.  Dies  wiirde 
aber  die  Herstellung  einer  grossen  Menge  von  Tafeln  for- 
dern  und  muss  daher  als  unpraktisch  abgewiesen  werden. 
In  der  Praxis  muss  man  entweder  eine  Alterserhöhung  öder 
einen  prozentischen  Zuscblag  zur  Prämie  benutzen.  Die  erste 
Methode  giebt  einen  grossen  Zuwachs  der  Sterblichkeit  in 
den  hohen  Altern,  ein  kleineres  in  den  niedrigen,  und  in- 
folgedem  eine  grosse  Prämienreserve.  Die  zweite  Methode 
bedeutet  bei  Todesfallsversicherung  und  gemischter  Versi- 
cherung  eine  konstante  Erhöhung  der  Sterblichkeit  und  be- 
einflusst  die  Reserve  gar  nicht. 

Welche  von  den  Methoden  man  bevorzugen  will,  hängt 
von  der  Natur  des  vorliegenden  Falles  ab.  In  der  Regel 
wird  man  ohne  Schaden  bei  der  Herz-,  Albuminurie-  und 
Minimaltafel  Alterserhöhung  verwenden  können,  während  bei 
der  Tuberkulosetafel  ein  einfacher  Prämienzuschlag  benutzt 
werden  känn. 

Wenn  die  Grundlage  fiir  die  Bestimmung  der  Netto- 
prämien  gewählt  ist,  muss  man  fiir  die  Bildung  der  Brutto- 
prämien  eine  Regel  bestimmen. 

Um  das  Tabellenmaterial  nicht  allzu  gross  zu  machen, 
wurden  nur  kontinuierte  Leibrenten  bei  der  Berechnung  der 
Nettoprämien  benutzt.  Dieses  Verfahren,  das  von  Dr.  F. 
Lundberg  so  stark  empfohlen  worden  ist,  erleichtert  die 
Rechnenarbeit  bedeutend  und  fiihrt  zu  den  einfachsten  For- 
meln fiir  Prämienreserve  und  Riickkaufswert, 

Da  die  Kosten  bei  den  minderwertigen  Leben  grösser 
als  bei  den  normalen  sein  miissen,  ist  ein  Zuschlagzur  Netto- 
prämie  von  etwa  20  %  als  passend  angesehen  und  die  Brutto- 
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prämien  aus  den  kontinnierten  Nettoprämien  durch  Multipli- 
kation mit  folgenden  Faktoren  gebildet: 

Fiir  I  jälirige  Prämienzahlung      l.ir 

»       I  »  »  1,19 

]  -^ 


^  »  »  1,20 


Die  Monatsprcämien,  die  den  Volksversicherungen  mehr 
ähnlich  sind  und  dahcr  etwas  höher  sein  diirfen,  wcrden 
durch  Multiplikation  mit  1,2 g  gebildet. 

Die  Berechnung  der  Prämienreserve  wird  nach  denselben 
Tafeln,  nach  welchen  die  Prämien  berechnet  sind,  stattfin- 
den.  Dies  ist  natiirlich  mit  grösserer  Miihe  verbunden  als 
die  gewöhnliche  Methode,  die  z.  B.  in  »Sverige»  benutzt  wird, 
wc  die  Reserve  nach  derselben  Tafel  fiir  alle  Versicherungen 
berechnet  wird;  diese  Methode  ist  aber  wenig  rationell.  Wenn 
von  zwei  Versicherungen  die  eine  nach  der  Herztafel,  die  an- 
dere  nach  der  Tuberkulosetafel  berechnet  Avird,  ist  es  klar,  dass 
die  nach  der  Herztafel  berechnete  einen  viel  grösseren  Riick- 
kaufswert  in  den  ersten  Jahren  haben  muss,  als  die  andere, 
und  infolgedem  muss  auch  eine  grössere  Prämienreserve  fiir 
die  erstere  vorhanden  sein. 

Eine  Methode,  die  fast  immer  zu  hohe  Reserven  giebt, 
ist  die  Vervvendung  einer  Alterserhöhung,  die  dieselbe  Netto- 
prämie  wie  die  bei  der  Prämienberechnung  gefundene  giebt; 
allein  eine  Reserve,  die  sicher  allzu  hoch  ist,  ist  gar  nicht 
wiinschenswert.  Sie  wird  das  finanzielle  Resultat  des  Ge- 
schäfts als  geringere  vermuten  lassen,  als  es  wirklich  ist,  und 
giebt  daher  Anlass  zu  Ungerechtigkeiten  bei  der  Gewinn- 
verteilung. 

Natiirlich  muss  man,  wenn  das  finanzielle  Resultat  sich 
giinstiger  als  erwartet  gestaltet,  eine  grössere  Sicherheits- 
re.serve  hinlegen  als  es  bei  normalen  Leben  notwendig  ist, 
weil  die  Grundlage  hier  eine  unsichere  ist;  aber  die  eigent- 
liche  Prämienreserve  muss  nach  derjenigen  Sterblichkeit  be- 
rechnet  werden,  die  als  die  wahrscheinlichste  anzusehen  ist. 

Im  Anhang  finden  sich  Beispiele  von  Prämienreserven 
nach  den  ncucn  Tafeln.  Zum  Vergleich  sind  die  Reserven 
fiir  dieselben  Versicherungen  nach  der  Hafnia-Tafel  mit  öder 
ohno  Alterserhöhung  mitgcnommen.  Die  Beisjuele  sind  lebcns- 
Ulngliche  Lebensvcrsichcrung  und  gcmischtc  Versicherung  mit 
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ejner  Dauer  von  30  Jahren.  Die  letztere  ist  sowohl  fiir  Ein- 
trittsalter  20  als  30  berechnet,  damit  man  die  Bedeutung 
einer  10-jährigen  Alterserhöhung  innerhalb  der  Tafeln  sehen 
känn. 

Es  muss  nur  noch  einmal  ausdriicklich  betont  werden, 
dass  wir  gar  niclit  der  Ansicht  sind,  dass  wir  bei  der  Her- 
stellung  dieser  Tafel  wirkliche  Sterblichkeitstafeln,  die  fiir 
längere  Zeit  verwendbar  sein  werden,  berechnet  haben. 

Es  handelt  sicb  hier  nur  um  ein  vorläufiges  Hilfsmittel, 
dessen  hauptsächlichster  Zweck  ist,  in  die  Prämien-  und 
Prämienreservenberechnung,  sowie  in  die  Berechnung  der 
Riickkaufswerte  und  Pollceänderungen  System  zu  bringen, 
und  eine  Grundlage  fiir  die  statistischen  Untersuchungen  der 
Zukunft  durch  eine  geeignete  Gruppenteilung  der  minder- 
wertigen  Leben  zu  schaffen. 

Kopenhagen,  im  November  1918. 


Beispiele  von  Prämien  fiir  minderwertige  Leben. 


Alt  der  Ver- 
sicherung 

Al  ter 

Minimaltafel 

Tuberkulosetafel       1 

Netto-  t  Brutto- 1 

Er- 

Netto- 

Brutto- 

Er-     : 

jprämie,  prämie 

höhung  prämie 

pramie 

höhung 

15 

13,98 

16,36 

22% 

18,20 

21,29 

58% 

1 

20 

15,99 

18,71 

24% 

20,97 

24,53 

63% 

25 

18,57 

21,73 

25% 

23,97 

28,04 

61% 

Lebenslängliclie 

30 

21,89 

25,61 

25% 

27,66 

32,36 

•59% 

Lebensversicherung 

35 

26,22 

30,68 

25% 

32,42 

37,93 

56% 

40 

31,96 

37,39 

26% 

38,73 

45,31 

53  % 

45 

39,63 

46,37 

27% 

47,23 

55,26 

52  % 

50 

50,05  1    58,56 

28  % 

58,87 

68,88 

51% 

1 

15 

20,44 

23,92 

11% 

23,71 

27,74 

29  % 

Gemischte 

20 

24,95 

29,19 

11% 

28,82 

33,73 

28  % 

Versicherung 

25 

31,46 

36,81 

10  % 

35,55 

41,60 

25% 

bis  50 

30 

41,41 

48,45 

9% 

45,57 

53,32 

21% 

35 

58,19 

68,09 

8% 

62,38 

73,00 

16% 
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Art  der  Ver- 
sicherung 


.Minimaltafel 


Tuberkulosetafel 


Alter 


Xeito-   Brutto-      Er-     J  Xctto-   Brutto-      Er-     | 
präraie  prämie  höhung  prämie   präraie  liöhung 


Gemischtc 

Veraicherung 

bis  60 


10 

10,17 

18,9.> 

1     20 

18,94 

22,16 

'     25 

22,66 

26,52 

30 

1 

27,76 

32,48 

;  35 

35,03 

40,99 

1     40 

45,96 

53,78 

17% 
17% 
17% 
15% 
14% 
13% 


19,87 
23,32 
27,34 
32,60 
40,01 
51,11 


23,'.'6  .  43% 
27,29  45%  I 
31,99  1  42% 
36% 
31% 
26%. i 


38,15 
46,81 
59,80 


Beispiele  von  Prämien  fiir  minderwertige  Leben. 


Art  der  Ver- 
sicherung 

Alter 

Herztafel 

Albuminurietafel 

Netto-   Rrutto-      Er-     '  Netto-    Brutto- 
prämie  prämie  höluinp  prämie   prämie 

Er- 
liöhung 

Lebenslängliche 
Lebensversicherung 

15 
20 
25 
30 
35 
40 
45 
60 

15,94 
18,79 
22,54 
27,49 
34,13 
43,22 
56,90 
73,96 

18,65 
21,98 
26,37 
32,16 
39,93 
50,57 
65,40 
86,53 

39% 
45% 
50% 
56% 
62% 
68% 
77  % 
87% 

21,38 
24,78 
29,24 
35,17 
43,12 
53,98 
69,00 
90,12 

25,01 
28,99 
34,21 
41,15 
50,45 
63,16 
80,73 
106.40 

87  % 
91% 
96% 
100% 
105  % 
111  % 
119% 
129% 

Gemisclite 

Vereicherung 

bis  50 

15 
20 
25 
30 
35 

20,73 
25,59 
32,53 
43,04 
60,57 

24,25 
29,93 
38,06 
50,36 
70,87 

13% 
13% 
14% 
13% 
12% 

25,16       29,43 
30,26       35,40 
37.53       43,90 
48,51   ,    56,75 
66,61  1    77,08 

07  O' 

35  /o 
32% 
28% 
24% 

Gemisclito 

Versicherung 

bis  60 

15 
20 
25 
30 
35 
40 

17,08 
20,37 
24.77 
30,81 
39,33 
52,05 

19,98 
23,83 
28,98 
36,04 
40,03 
60,80 

23% 
26% 
27% 
28% 
28% 
28% 

22,12       25,87 
25,84        30,24 
30,80   1    36,03 
37,54   !    43,92 
47,06       65,05 
60,91   !    71,20 

60% 
60% 
69% 
56% 

64%  ' 
60% 
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Beispiele  von  Prävnienreserven  bei  der  Minimalta  jet. 

20-jährige  Person:  Gemischte  Versicherung  auf  30  Jahre. 
Die  Summe:  10,000  Kr. 


Ver- 

sicherungs 

jahr 

Al  ter 

Prämienreserve  bei  folgenden  Tafeln: 

Minimakafel         Hafnias  Tafe!           4.  ii    Tahre 

0 

20 

0                                 0 

0 

5 

25 

982                           972 

1,042 

10 

30 

2,159                        2,159 

2,264 

15 

35 

3,572                        3,593 

3,694 

20 

40 

5,279                        5,321 

5,377 

25 

45 

7,368           ,              7,414 

7,411 

30 

50 

10,000           i            10,000 

10,000           i 

Nettopr 

ämie 

24,95  "/oo        1            23,10  "/oo        i            25,01  "/'oo 

30-jährige  Person:  Gemischte  Versicherung  auf  30  Jahre. 
Die  Summe:  10,000  Kr. 


Ver-" 

Prämienreserve  bei  folgenden  Tafeln: 

sicherungs-        Al  ler 
jahr 

TIT-    •       Ii    f  1      '    TT    i-    -       rn   i;  1        Hafnifis  Tafel 
Minunaltatel         Hatiiias   laiel            i    o   t  i 

+  8  Jahre 

0 
5 
10 
15 
20 
25 
30 

30 
35 

40 
45 
50 
55 
60 

0 
1,038 
2,250 
3,664 
5,330 
7,351 
10,000 

0                               0 
1,031                         1,106 
2,250                        2,362 
3,680                        3,787 
5,370                        5,425 
7,411                         7,392 
10,000                       10,000 

Nettoprämie 

27,77  "/'»o                   24,74  "/oo       |            28,03  "/oo 

13  —  i!i2i8.     Shandinavisic  AMuarietidshrift.    1919. 
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Beispiele  vo7i  Prämienreserven  hei  dej-  Albumiiuirietajel. 

20-jährige  Person:  Gemischte  Versicherung  auf  30  Jalire. 
Die  Surame:   10,000  Kr. 


Ver- 

Prilmienreserve  bei  folgcnden  Tafeln  : 

sicherungs-        Alter 
jahr 

Albuminurie- 

tnfel 

Hafnias  Tafel 

Hafnias  Tafcl 

+  21   .Tnhrn 

0                  20 

0 

0 

0 

5                  25 

1,006 

972 

1,147 

10                  30 

•-M89 

2,159 

2,425 

16 

35 

3,584 

3,593 

3,848 

20 

40 

5,239 

5,321 

5,459 

25 

45 

7,280 

7,414 

7,382 

30                  50 

10.000 

10,000 

10,000 

1           Nettoprämie 

!            30,25  »/oo 

23,10  "/on 

30.00  */oo 

30-jäbrige  Person:  Gemischte  Versicherung  auf  30  Jahre. 
Die  Summe:  10,000  Kr. 


Ver- 

sicherungs 

jahr 

Alter 

Prämienr 
Albuminurii" 

ssorve 

bei  folgenden 

T 

ifeln: 

Hafnias  Tafel 

Hafnias  Tafel 
+  18  Jul) re 

0 

30 

0 

0 

0 

5 

35 

1.159 

1.031 

1,250 

10 

40 

2,439 

2,250 

2,631 

15 

45 

3.843 

3,680 

4,060 

20 

50 

5.404 

5,370 

5.584 

25 

55 

7,271 

7.411           1 

7,360 

30 

60 

10,000 

10.000           ' 

10.000 

Nettnpr 

iimie 

37,5.'-.  ".,00 

24,74  '>n 

37,1  T)  "/uu 
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Beispiele  von  Prämienreserven  bei  der  Tuberkulosetafel. 

20-jährige  Person:   Gemischte  Versicherung  anf  30  Jahre. 
Die  Summe:   10,000  Kr. 


1         Ver- 
sicherungs- 
jahr 

Alter 

Prämienreserve  bei  folgend 

en  Tafeln : 

Tuberkulose- 
tafel 

Hafnias   Jafei 

Hafnias  Tafei 
+  19  Jahre 

0 

20 

0 

0 

0 

5 

25 

956 

972 

1,118 

10 

30 

2,082 

2,159 

2,381 

15 

35 

3,449 

3,593 

3,80(5 

20 

40 

5,134 

5,321 

5,436 

25 

45 

7,249 

7,414 

7,389 

30 

50 

10,000 

10.000 

10,000 

Nethoprämie 

28,82  >o 

23,10  Voo 

28,63  «/oa        i 

30-jährige  Person:  Gemischte  Versicherung  auf  30  Jahre. 
Die  Summe:  10,000  Kr. 


Ver- 

sicherungs- 

jahr 

Alter 

Prämienreserve  bei  folgenden 

Tafeln : 

^"^tS"'"        Hafnias  Tafel    ! 

Hafnias  Tafel 
+  14  Jahre 

0 

30 

0                               0 

0 

5 

35 

990                         1,031 

1,194 

10 

40 

2,153                        2,250           ! 

2,499 

15 

45 

3,532                        3,680 

3,920 

20 

50 

5,173                        5,370 

5,501 

25 

55 

7,238                        7,41 1           1 

7,371 

30 

60 

10,000                       10,000 

10,000 

Nettopr 

ämie 

32,60  "/oo                   24,74  >o       | 

32,57  "/oo 
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Beispide  von  Prämienreserven  bei  der  Hertztafel. 

20-jährige  Person:  Gemischte  Versicherung  auf  30  Jahre. 
Die  Summe:  10,000  Kr. 


Ver- 

Alter 

rrämienreserve  bei  folgeiid 

en  Tafel  II : 

sicherungs 
jahr 

1 
Herztafel         !    Hafnias  Tafel 

Ha f nias  Tafel 
+  13  Jahre 

0 

20 

0                               0 

0 

") 

25 

1,029                           972 

1.064 

10 

30 

2,241                         2,159 

2,287 

15 

35 

3,667           !              3,593 

3,715 

20 

40 

5,356                        5,321 

5,387 

25 

45 

7,395                        7,414 

7,406 

30 

50 

10.000           ,            10,000 

10,000 

Nettoprämie           | 

25,59  "/oo 

23,10  7oo 

25,68  "/.M)       ! 

30-jährige  Person:  Gemischte  Versicherung  anf  30  Jahre. 
Die  Summe:  10,000  Kr. 


Ver- 

sicherungs- 

jahr 

Alter 

Prämienreserve  bei  folgenden  Tafeln: 

Herztafel 

u    f    ■        r   r  1        Ilafnins  Ttifol 
Hafnias   luful          ^  12  Jahre 

0 

30 

u 

0                               u 

5 

35 

1,149 

1.031                         1,159 

10 

40 

2.444 

2,250                        'J,447 

15 

45 

3.883 

3.080                        3,870 

50 
66 

60 


Nuttopräniie 


5,497 
7,397 

10.000 
:!0,8l  "/uu 


5,370 
7,411 

l(t,(tO(> 

24.74  ')< 


5.470 

7,378 

10.000 

30,80  "/.-o 


Minimalta  fel.     ^  %  }  jährlicher  Zins. 
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Alter 

näcbsten 

Geburtstag 

jix 

Ix 

Dx 

Nx 

Mx 

Nx 

"x 

15 

0,00668 

1,00000 

0,59291 

12,52719 

0,16676  : 

12,229 

20,625 

16 

673 

0,99332 

56878 

11,93428 

16287 

11,648 

20,479 

17 

679 

98662 

54560 

11,36550 

15910 

11,091 

20,328 

18 

686 

97901 

52333 

10,81990 

15545 

10,557 

20,172 

19 

693 

97318 

50193 

10,29657 

15191 

10,044 

20,011 

20 

701 

96643 

48138 

9,79464 

14850 

9,5525 

19,844 

21 

709 

95964 

46163 

9,31326 

14517 

9,0812 

19,672 

22 

718 

95282 

44265 

8,85163 

14196 

8,6286 

19,493 

23 

729* 

94595 

42441 

8,40898 

13881 

8,1954 

19,310 

24 

740 

93903 

40687 

7.98457 

13578 

7,7794 

19,120 

25 

752 

93205 

1 
39002 

l,bmo 

13280 

7,3811 

18,925 

26 

766 

92500 

37381 

7,18768 

12990 

6,9992 

18,724 

27 

781 

91788 

35823 

6,81387 

12707 

6,6333 

18,517 

28 

797 

91067 

34324 

6,45564 

12430 

6,2827 

18,304 

29 

815 

90336 

32883 

6,11240 

12160 

5,9466 

18,084 

30 

834 

S9595 

31496 

5,78357 

11894 

5,6249 

17,859 

31 

855 

88841 

30162 

5,46861 

11634 

5,3167 

17,627 

32 

879 

88074 

28877 

5,16699 

11378 

5,0214 

17,389 

33 

904 

87293 

27641 

4,87822 

11126 

4,7390 

17,145 

34 

933 

86494 

26450 

4,60181 

10878 

4,4685 

16,894 

35 

964 

85679 

25303 

4,33731 

10633 

4,2097 

16,637 

36 

00997 

84843 

24198 

4,08428 

10391 

3,9622 

16,374 

37 

01034 

83985 

23133 

3,84230 

10150 

3,7256 

16,105 

38 

1075 

83104 

22107 

3,61097 

099118 

3,4995 

15,830 

39 

1120 

82198 

21117 

3,38990 

096746 

3,2835 

15,549 

40 

1168 

81263 

20162 

3,17873 

94387 

3,0771 

15,262 

41 

1222 

80298 

19240 

2,97711 

92029 

2,8802 

14,970 

42 

1280 

79300 

18350 

2,78471 

89684 

2,6921 

14,671 

43 

1345 

78266 

17491 

2,60121 

87331 

2,5131 

14,368 

44 

1415 

77194 

16660 

2,42630 

84979  i 

2,3422 

14,059 

45 

1492 

76080 

15857 

2,25970 

82614  j 

2,1797 

13,746 

46 

1577 

74922 

15081 

2,10113 

80242 

2,0251 

13,428 

47 

1670 

73716 

14330 

1,95032 

77855 

1,8781 

13,106 

48 

1772 

72459 

13603 

1,80702 

75450 

1,7385 

12,780 

49 

01883 

71147 

12900 

1,67099 

73031  1 

1,6060 

12,450 

50 

02005 

69778 

12218 

1,54199 

70599  1 

1,4802 

12,115 

190 


Minimaliajel.     4  %  \  jälirlicher  Zins. 


/'x 

1x 

1>X 

Ns 

Mx 

Nx 

(»X 

50 

0,02005 

0,C'J77S 

0,12218 

1,04109 

0.070599 

1,4802 

12,115 

51 

2139 

68348 

11558 

1,41981 

08137 

1,3614 

11,779 

52 

2286 

66853 

10918 

1,30423 

05649 

1.2491 

11,441 

53 

2447 

65290 

10298 

1,19505 

63143 

1,1431 

11,100 

54 

2624 

63656 

096960 

1,092105 

00610 

1.0431 

10,758 

55 

2817 

61949 

91128 

0,995145 

58054 

0,94910 

10,415 

5a 

3029 

60165 

S5473 

904017 

55473 

S6088 

10,072 

57 

3261 

58303 

79992 

818544 

52877 

77808 

9,727 

58 

3516 

56362 

74679 

738552 

50255 

70086 

9,385 

59 

3795 

54340 

69534 

663873 

47624 

02873 

'.»,042 

60 

4101 

52237 

64555 

59433g 

44983 

5616 

8,700 

Gl 

4437 

5005  0 

59740 

529784 

42336 

4994 

8,360 

62 

4804 

47797 

55091 

470044 

39682 

4422 

8,026 

63 

5207 

45404 

50608 

414953 

37040 

3893 

7,693 

64 

5649 

43064 

40294 

364345 

34417 

3408 

7,362 

65 

6133 

40602 

42152 

318051 

31814 

2967 

7,038 

66 

6664 

38087 

38187 

275899 

29250 

2565 

6,716 

67 

7246 

35529 

34403 

237712 

26729 

2202 

6,401 

68 

7884 

32942 

30805 

203309 

24266 

1876 

0,091 

69 

8583 

30340 

27400 

172504 

21877 

1585 

5,785 

70 

09349 

27740 

24194 

145104 

19568 

1327 

5,487 

71 

10189 

25160 

21192 

120910 

17356 

1101 

5,195 

72 

11109 

22620 

18401 

099718 

15252 

09029 

4,907 

73 

12119 

20141 

15823 

81317 

13272 

07320 

4,627 

74 

13225 

17745 

13463 

65494 

011423 

05865 

4,350 

75 

14437 

15455 

011324 

52031 

0097139 

04620 

4,080 

76 

15766 

13290 

0094042 

40706t 

81549 

3585 

3,812 

77 

17223 

11270 

77020 

313024 

07500 

2732 

3,547 

78 

18820 

094126 

62121 

236004 

55021 

2038 

3.280 

79 

20570 

077310 

49270 

173883 

44109 

1483 

3,009 

80 
81 
82 
83 
84 

S5 


22489 
24502 
20897 
29424 
.{2104 

:tr.230 


062345 

04928 

03810 

03875 

02114 

01.500 


383: 


0124607 


34732   01046 


29295  0086230 

21873  56936 

15944  35062 

11316  10118 


2682 
2029 
1502 
1086 


007094 
4545 
2665 
1313 


2,725  I 

2,421 

2,078 

1,672 

1,160 


0007802.   0007802   0007676:   000365  j   0,468 


Tuberkulosetafel.     |-  %  j-  jährlicher  Zins. 
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Alter 

näcbsten 

Gebnrtstag 

f'x 

Ix 

Dx 

■  Nx 

Mx 

Nx 

ffx 

15 

0,00636 

1,00000 

0,'59291 

11,59866 

0,19912 

11,301 

19,059 

16 

745 

0,99310 

56865 

11,00575 

19512 

10,719 

18,850 

t  17 

83g 

98526 

54484 

10,43710 

19071 

10,162 

18,652 

18 

917 

97665 

52158 

9,89226 

18602 

9,6294 

18,462 

19 

00984 

96740 

49895 

9,37068 

18116 

9,1193 

18,277 

20 

01043 

95764 

47700 

8,87173 

17621 

8,6314 

18,095 

21 

094 

94746 

45577 

8,39473 

17123 

8,1650 

17,915 

22 

139 

93694 

43527 

7,93896 

16626 

7,7195 

17,735 

23 

179 

92614 

41552 

7,50369 

16132 

7,2944 

17,555 

24 

216 

91510 

39651 

7,08817 

15646 

6,8884 

17,373 

25 

250 

90389 

37823 

6,69166 

15168 

6,5011 

17,188 

26 

283 

89251 

36068 

6,31343 

14701 

6,1317 

17,000 

27 

314 

88100 

34384 

5,95275 

14243 

5,7796 

16,809 

28 

344 

86937 

32768 

5,60891 

13798 

5,4438 

16,613 

29 

374 

85764 

31218 

5,28123 

13363 

5,1239 

16,413 

30 

405 

84580 

29733 

4,96905 

12939 

4,8192 

16,208  i 

31 

437 

83387 

28310 

4,67172 

12527 

4,5290 

15,998 

32 

470 

82184 

26946 

4,38862 

12125 

4,2528 

15,783 

33 

504 

80971 

25639 

4,11916 

11735 

3,9899 

15,562 

34 

541 

79748 

24387 

3,86277 

11354 

3,7400 

15,336 

35 

581 

78513 

23187 

3,61890 

10983 

3,5020 

15,103 

36 

623 

77266 

22037 

3,38703 

10621 

3,2760 

14,866 

37 

669 

76005 

20935 

3,16666 

10268 

3,0612 

14,622 

38 

718 

74729 

19879 

2,95731 

099221 

2,8571 

14,373 

39 

772 

73436 

18866 

2,75852 

095842 

2,6635 

14,118 

40 

831 

72125 

17894 

2,56986 

092534 

2,4796 

13,857 

41 

895 

70794 

16963 

2,39092 

089288 

2,3054 

13,591  j 

42 

01965 

69442 

16069 

2,22129 

086106 

2,1402 

13,319  1 

43 

02041 

68065 

15211 

2,06060 

082977 

1,9838 

13,042  ' 

44 

125 

66662 

14387 

1,90849 

079898 

1,8358 

12,760 

45 

216 

65232 

13596 

1,76462 

076861 

1,6960 

12,474 

46 

316 

63770 

12836 

1,62866 

073868 

1,5639 

12,183 

47 

426 

62277 

12106 

1 ,50030 

070911 

1,4392 

11,888 

48 

546 

60749 

11405 

1,37924 

067994 

1,3216 

11,588  1 

49 

1 

677 

59183 

10731 

1,26519 

065107 

1,2110 

11,285  j 

50 

821 

57579 

10082 

1,15788 

062248 

1,1069 

10,979 

192 


Tuberkulosetafel.     f  %  |  jährliclier  Zins. 


!'x 

Ix 

Dx 

Nx 

Mx 

Nx 

«x 

ÖO 

O.OIJS?! 

0,57579 

0,ious:i 

1,15788 

0,002248 

1,1001) 

IU,<J79 

51 

02979 

55934 

094588 

1.057072 

59414 

1,0094 

10,671 

52 

03152 

54246 

88591 

0,962484 

56613 

0,91763 

10,358 

53 

03341 

52514 

82825 

873893 

53832 

83198 

10,045 

54 

03549 

50737 

77281 

791068 

51076 

75195 

9,730 

55 

03777 

48913 

71952 

713787 

48343 

07735 

9,414 

5Ö 

04026 

47041 

66829 

641835 

45645 

60802 

9,098 

57 

04300 

45125 

61911 

575006 

42967 

54370 

8,782 

1  58 

04G00 

43161 

57189 

513095 

40318 

48410 

8,465 

'  59 

04928 

41155 

52663 

455906 

37707 

42921 

8,150 

00 

05288 

39107 

48328 

403243 

35130 

37874 

7,837 

01 

05683 

37020 

44182 

354915 

32598 

33248 

7,525 

62 

06116 

34901 

40227 

310733 

30110 

29028 

7,216 

'  63 

06590 

32754 

36459 

270506 

27676 

25200 

6,912 

1  64 

07110 

30586 

32881 

234047 

25308 

21731 

6,609 

I 

i  05 

07080 

28407 

29492 

201166 

23004 

18616 

0,312 

66 

08304 

26227 

26296 

171674 

20782 

15825 

6,018 

07 

08989 

24056 

23293 

145378 

18641 

13350 

5,731 

68 

09740 

21906 

20485 

122085 

16595 

11162 

5,449 

09 

10562 

19793 

17875 

101600 

14054 

092451 

5,172 

70 

11464 

17730 

15464 

083725 

12822 

075803 

4,902 

71 

12452 

15733 

13252 

068261 

011111 

061 464 

4,638 

72 

1353C 

13817 

011240 

055009 

0095247 

049230 

4,380 

73 

14724 

11997 

0094252 

0437698 

80688 

038916 

4,129 

74 

16025 

10289 

78061 

0343446 

67491 

030319 

3,884 

75 

17452 

087039 

63775 

0265385 

55675 

023240 

3,644 

70 

19016 

072543 

51333 

0201610 

45235 

017494 

3,408  i 

77 

20730 

05947G 

40645 

0150277 

36145 

012913 

3,177  \ 

78 

2261(1 

047893 

31609 

0109632 

28363 

0093119 

2,946  j 

79 

24670 

037818 

24104 

0078023 

21826 

C5394 

2.713 

i 

80 

2G927 

029224 

17989 

53919 

16440 

44468 

2,472 

81 

29402 

022052 

13109 

35930 

12098 

29024 

2,214 

82 

32115 

016220 

093119 

228205 

086890 

17889 

1,921 

83 

35089 

011593 

064275 

1 35080 

060759 

10091 

1,570 

84 

38348 

0080308 

043002 

070811 

041333 

047818 

1,112 

86 

41021 

0058777 

027809 

027809 

027301 

012848 

0,462 

193 


Herztafel.     ^  %  }  jährlicher  Zins. 


fJx 

Ix 

Dx 

1 
Nx 

Mx 

Nx 

Sx 

15 

0,00603 

1,00000 

0,59291 

12,08493 

0,18218 

11,786 

19,879 

16 

611 

0,99394 

56913 

11,49202 

17864 

11,200 

19,689 

17 

620 

98784 

54627 

10,92289 

17521 

10,648 

19,492 

18 

631 

98168 

52427 

10,37662 

17185 

10,113 

19,290 

19 

642 

97546 

50310 

9,85235 

16859 

9,5991 

19,080 

20 

655 

96917 

48274 

9,34925 

10540 

9,1064 

18,864 

21 

•  669 

96276 

46313 

8,86651 

16228 

8,6332 

18,641 

22 

684 

95629 

44426 

8,40338 

15923 

8,1793 

18,411 

23 

701 

94969 
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18,175 

24 
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94297 
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7,53303 

15325 

7,3271 

17,933 

25 
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93612 

39172 

7,12445 

15033 

6,9268 

17,683 

26 
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37547 

6,73273 
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6,5433 

17,427 

27 
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35981 

6,35726 
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6,1758 

17,164 

28 
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91455 

34471 

5,99745 
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5,8235 

10,894 

29 
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33015 

5,05274 

13896 

5,4864 
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30 
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5,32259 

13617 

5,1632 

16,334 

31 

918 

89115 

30255 

5,00649 

13339 

4,8541 

16,044 

32 

00960 

88282 

28945 

4,70394 

13061 

4,5580 

15,747 

33 

01006 

87420 

27681 

4,41449 

12783 

4,2751 

15,444 

34 
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86523 

26459 

4,13768 

12505 

4,0043 

15,134 

35 
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85589 

25277 

3,87309 

12224 

3,7458 

14,819 

36 

174 

84617 

24134 

3,62032 

11942 

3,4987 

14,497 

37 
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83603 

23028 

3,37898 

11658 

3,2628 

14,169 

38 

317 

82541 

21957 

3,14870 

11370 

3,0380 

13,836 

39 
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81427 

20919 

2,92913 

11079 

2,8236 

13,498 

40 

493 

80258 

19912 

2,71994 

10783 

2,6196 

13,156 

41 

594 

79029 

18936 

2,52082 

10484 

2,4253 

12,808 

42 

707 

77737 

17988 

2,33146 

10179 

2,2408 

12,457 

43 

831 

76375 

17068 

2,15158 

098699 

2,0656 

12,102 

44 

01968 

74938 

16173 

1,98090 

095542 

1,8994 

11,744 

45 

02120 

73424 

15304 

1,81917 

092338 

1,7419 

11,382 

46 

288 

71824 

14457 

1,66613 

89052 

1,5932 

11,020 

47 

473 

70136 

13634 

1,52156 

85716 

1,4527 

10,655 

48 

678 

68354 

12833 

1,38522 

82317 

1,3204 

10,289 

49 

02904 

66474 

12052 

1,25689 

7884 

1,196 

9,924 

50 

03154 

64491 

11292 

M3637 

7531 

1,079 

9,558 
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60 
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61 
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5,740 

62 
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63 
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5,127 

64 

11222 
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65 

12352 
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24733 
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1125 
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66 
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67 
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1511 
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68 
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69 
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70 
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73410 

0262417 
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72 
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50179 
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73 
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053420 
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74 
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30526 

0090861 
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75 
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2,269 

76 
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38778 
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77 
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78 
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79 
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80 

54079 
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81 
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1 ,893 

82 
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000068 

011145 

005797 
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83 
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003427 
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81 
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0002446 
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86 
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1 
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17 
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18 
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19 
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49359 
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8,4868 
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20 
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21 
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22 
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23 
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.0,6851 

16,321 

24 

259 

90165 
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6,2853 
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25 
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89022 

37251 

6,09141 
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5,9035 

15,848 

26 
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5,71890 
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5,5400 

15,602 

27 
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86687 

33832 

5,36382 

15735 

5,1932 

15,350 

28 

411 
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5,02550 

15276 

4,8632 

15,092 

29 
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84274 

30677 
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14825 

4,5488 

14,828 

30 
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29189 

4,39649 

14381 

4,2493 

14,558 

31 
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81765 
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4,10460 
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3,9648 

14,283 

32 
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80469 

26383 

3,82701 
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3,6941 

14,002 

33 
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25059 

3,56318 

13082 

3,4368 

13,715  , 

34 

773 

77780 

23785 

3,31259 

12659 

3,1927 

13,423 

35 

856 

76382 

22558 

3,07474 

12240 

2,9610 

13,126 

36 

•01946 

74944 

21375 

2,84916 
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2,7413 

12,825 

37 

02045 

73464 

20235 

2,63541 

11407 

2,5332 

12,519 

38 

153 

71939 
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10994 

2,3365 

12,210 

39 
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70365 

18077 

2,24170 

10583 

2,1504 

11,896 

40 

402 

68741 

17055 

2,06093 

10173 

1,9748 

11,579  j 

41 

544 

67062 

16069 

1,89038 

097643 

1,8092 

11,259 

42 

701 

65327 

15117 

1,72969 

093555 

1 ,6533 

10,937 

43 

02872 

63532 

14198 

1,57852 

089470 

1,5068 

10,013 

44 

03060 

61677 

13311 

1,43654 
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1,3092 

10,286 

45 

266 

59757 

12455 

1,30343 
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1,2404 

9,959 

46 
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1.1629 
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1,1200 
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47 

03739 
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1,06259 
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1,0078 
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48 

04011 
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49 
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0,8065 
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50 
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0,7168 

8,324 
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51 
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54 
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55 
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1007 

4,738 
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17216 
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64 
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65 
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00412 
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5349 
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66 
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009558 
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67 
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09178 
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68 
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69 
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3,112 

70 
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71 

26456 
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2,727 

72 
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73 
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74 
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3157 
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2546 
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75 
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07737 
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2,062 

76 
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007110 

5031 
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77 
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4014 

3153 

07310 

2958 

05609 

1,779 

78 

49473 

2875 
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4163 

1789 

03130 

1.649 

79 
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1713 
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1034 

01000 

1,526 

80 

59257 

09721 

005984 
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008425 

1,408 

81 
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05228 
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005747 

2908 

4016 

1,292 

82 
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1,171 

83 
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06091 

1  1 1  OS 
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1,029 

84 
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0,822 

86 
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A  remark  on  correlation. 

By  Alf  (Vnldberg-. 

In  the  following  lines'we  consider  phenomenons  wbich 
are  characterized  by  two  variables  x  and  y,  for  instance: 
mariages  whioh  are  characterized  by  the  age  of  the  husband 
and  by  the  age  of  the  wife.  We  suppose  that  we  deal 
with  a  great  frequency-distribution  of  our  phenomenon.  If 
we  know  the  law  for  the  frequency-distribution  of  our 
phenomenon,  we  could  from  the  analytical  form  of  the  law 
study  the  different  questions,  that  are  of  interest  for  the 
statistician. 

We  shall  call  the  values  of  the  variables  for  which  the 
phenomenon  occur  most  frequently  the  most  probable  values 
of  the  variables;  farther.  when  we  give  a  fix  value  to  one 
of  the  variables,  say  x,  that  value  of  the  other  variable, 
here  y,  for  which  the  phenomenon  occur  möss  frequently 
is  called  the  most  probable  value  of  the  other  variable, 
here  y  (the  y-mode). 

x^n  important  question  by  phenomenons  dependent  of 
two  variables  in  statistics  is  whether  a  variation  of  the  one 
variable,  say  x,  causes  a  variation  of  the  most  probable  value 
of  the  other  variable,  here  ^-mode. 

We  use  then  the  following  definition:  we  deal  with  a 
great  frequency-distribution  of  a  phenomenon  which  is 
characterized  by  two  variables  x  and  y,  ii  r  variation  of  the 
one  variable,  say  x,  causes  a  variation  of  the  most  probable 
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value  of  the  other  variable,  here  y-mode,  the  variables  are 
said  to  be  correlated.' 

An  illustration  of  a  phenomenon  dependent  on  two 
variables  gives  the  following  correlation-table  (G.  X.  Yule: 
An  introduction  to  the  theory  of  statistics,  p.  159). 

Correlation  between  the  age  of  wife  and  the  age  of  hus- 
l)and  for  all  husbands  and  wifes  in  England  and  Wales, 
who  were  resident  together  on  the  night  of  the  census  liiOl. 
Table  based  on  5317520  pairs;  condensed  by  omitting  000  s. 
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1   1 
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From  this  correlation  table  we  see,  that  the  most  prob- 
able  values  of  the  variables  x  (the  age  of  husband)  and  y 
(the  age  of  wife)  are  x  between  30 — 35  and  y  between  30—35. 

*  Professor    Pearson'8    wellknovvn    definition    is:  »Two  organs  in  the 

same    individual ure    said    to    bo   correlated,  when  n  series  of  the 

first  organ  of  a  definito  eize  being  selected,  tlie  menn  of  the  sizes  of  the 
corresponding  second  organs  is  found  to  be  a  fiinction  of  tlie  size  of  the 
seleeted  first  organ  If  the  mean  is  indepondent  of  this  size.  the  organ  is 
said  t<i  be  non-correlated-  .  (Phil.  Träns  Roy.  Soc  A.  187  p.  253).  Wo 
uso  mofie,  when  Pkarson  iise  mean.  If  tlie  frequencydistribution  follows 
Bbavais  law  the  modes  and  tneans  coincido. 
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We  see  farther,  if  x  has  a  value  between  20 — 25,  the  most 
probable  value  of  y  is  between  20 — 25,  and  if  x  has  a  value 
between  25 — 30,  the  raost  probable  value  of  y  is  between 
25 — 30  etc.  The  two  variables  x  and  y  are  then,  after  our 
definition,  correlated. 

If  we  know  the  analyticai  form  f{x,  y)  for  the  law 
for  the  frequency-distribution  of  our  phenomenon,  the  problem 
of  correlation  is  a  simple  maximum  problem.  We  have 
only  to  a  given  value  of  one  of  the  variables,  say  x,  to  de- 
termine  the  values  of  the  other  variable,  here  y,  for  which 
j{x,  y)  becomes  a  maximum. 

The  difficulty  problem  is  to  determine  the'  law  for  our 
phenomenon. 

If  we  deal  with  a  phenomenon,  which  depends  on  a 
single  variable  x,  we  know,  that  many  such  phenomenons 
have  a  frequency-distribution,  that  follow  the  Gaussian  law 

of    probability  —7=:  e-'*^*\ 

V  TT 

It  then  seems  reasonable  to  assume,  that  certain  pheno- 
menons, that  depend  on  two  variables,  should  follow  the 
generalized  Gaussian  law  of  error,  first  deduced  for  the  errors 
of  observations  for  the  plan  by  Bravais.  We  shall  next 
give  a  simple  deduction  of  Bravais's  law.^ 

The  french  astronomer  Bravais  proposed  himself  in  1846 
the  problem  to  determine  the  probability  for  the  occurrence 
of  errors  of  observations,  that  occur,  by  the  determination 
of  the  Cartesian  coordinates  of  a  point  in  the  plane. 

We  shall  with  [x,  y)  sign  the  errors  of  observations  on 
the  coordinates  of  the  point. 

Let  now  F{x,  y)  dx  dy  be  the  probability  for  the  occur- 
rence of  errors  lying  between  x  and  x  +  dx,  y  and  y  +  dy. 
We  suppose,  that  F{x,  y)  may  be  developed  after  the  theorem 
of  Maclaurin: 


F 


'  Cfr.  Bebtrand:  Calcul  des  Probabilités,  p.  267. 
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We  assume  now,  that  it  is  equal  probability  to  make 
positive  or  negative  errors,  or: 

F{x,y)  =  F{-T,-y). 
We  then  havo: 

\      Ojc      /o,o  \      dy      /o.o  \       (fx^      /o,o 

i^^\    -o 

We  suppose  farther,  that  the  observations  are  so  ac- 
curately,  that  powers  higher,  than  the  second  of  the  errors 
may  be  neglected.     F{x,  y)  reduces  then  to 


F{x,y)^F{Q,0)-\-     ^ 


d^F\       ,      ^id°-F\ 


\.2\_\dxdy}Q,o  Vfxdy'o^Q 

O^F 
dy 


-  ^-AA 


But  when  we  always  may  neglect  x*  before  x^,  etc,  we 
may  write 

G  +  ax-  +  2bxy +  cy^  =G.e  o 

If  we  now  siippose,  that  infinite  great  powers  are  im- 
possible,  the  function  F{x,y)  is,  in  reality,  assimilated  to  the 
exponential  form  of  Bravais 

Fix,  y)  =  G  .  e-A--'r=-2;.x,/  -A- v.  (I) 

Tlie  constants  G,  k,  k',  /.  having  the  known  values' 

TT 
'  Cfr.   iisiiTRAND:  Cftlr\il  dos  rrobabilités,  p.  2J9  f. 
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^'       2[Glol  -  MHx,y)Y  ^"      2[olol-3P{x,ij}] 
—  M  (xy) 


'      2lalol-]\P{x,y)] 

o'x,Gy,  M (xy)  denoting  the  probable  values  of  x^,  y-,  xy. 
If  we  introduce  the  coefficient  of  correlation  (r) 

_  Ä     _M(xy) 

iC  .  K  (Jx  •  '^  7/ 

we  maj^  write  the  expression  (1)  on  the  well-known  form. 


i p      2  (l  -  r2)  L  o2^        o^n.    -^  ^ 


V- 


F{x,y)  = ■ e    ^''-'-'L"-^     "^"v        '-ul ,     (H) 

27tGg;ayVl  —  r^ 

If  we  now  have  a  frequency-distribution  of  a  statistical 
phenomenon,  dependent  on  two  variables  x  and  y,  that  fol- 
lows  Bravais's  law  the  problem  of  correlation  is,  when  x 
has  a  given  value  x^,  to  determine  that  value  of  y,  for  which 
z=F{Xq,i/)  has  a  maximum.     We  find  immediately: 

y^r   :;  .Xo  (a) 

Ox 

that  is,  when  Xq  vary,  the  equation  for  a  plane  perpendi- 
culary  to  the  a^jz-plane  cutting  the  .Ti/-plane  in  the  so  called 
line  of  regression  of  y  on  x.  When  we  give  y  the  value  y^ 
and  seek  the  value  of  x,  for  which  z  =  F{x,  y^)  has  a  maxi- 
mum, we  find 

x^r-^.y,,  (b) 

"?/ 

that  is,  when  ^„  vary,  the  equation  for  a  plane  perpendicu- 
lary  to  the  a-y-plane  cutting  the  a;y-plane  in  the  line  of 
regression  of  x  on  y.  If  we  sign  by  y  the  ängel  betwecn  the 
two  lines  of  regression,  we  see,  that 

1— r^      GxGy 
14  —  i;)'.'i8.      Skandinavisk  Aktuarietidskrift.    lilli). 
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From  the  expression  (II)  of  F{x,y),  wc  see,  thnt  we 
must  have  1  —  r- >  O,  o:  r- <  1.  If  r^  approach  to  1,  we  see 
that  the  two  lines  of  regression  approach  to  each  otber; 
if  r  =  0  the  two  lines  of  regression  are  perpendicular  to 
oacli  othor.    In  the  case  r  =  O,  the  eqiiations  (a)  and  (b)  are 

y  =  0,  x  =  0 

that  show,  that  the  most  probable  vaUie  of  y  (resp.  x)  is 
independent  of  x  (resp.  y).     We  have  no  correlation. 

It  seems  to  rae  that  it  has  been  some  dissent  in  the 
theory  of  correlation  with  respect  to  the  two  conceptions 
»independence»  of  the  two  variables  and  »correlation»  of  the 
variables.  The  variables  are  independent,  by  our  definition 
of  correlation,  either  there  is  correlation  or  not  (r<0  or 
)*  =  0).  The  conception  correlation  depends  on  the  lazv  for 
the  phenomenon.i 

The  dissent  I  suppose,  dates  from  the  following  rea- 
soniiig.    If  the  error  x  in  the  abscisse  of  the  point  follows  the 

law  of  crror     ,     g-h-x-^  g^j^^^  ^{^^  error  y  in  the  ordinate  of  the 

k 
point  follows  the  law     ,     g-'-"'''/'      we     shall    have,    when    the 

errors  in  x  and  y  are  independent,  for  the  point  {x,  y)  a  law 

h  .  k 
of  error  of  the  form      "-  e-/'^*=-^-=.v^  Bravais's  has  found  an 

;/ 

_    2'' 
expression    of    the    form  (II);    the  size  of  the  term  e    "x"»/ 

or    the    coefficient    r  must  then  be  a  sign,  that  the  errors  .r 

and    y    not    are    indepcdent,    but    are    »correlated»,-  that  is, 

that    these   exist  certain    common    causes,  that  iiifluence  on 

the  size  of  the  errors  x  and  y. 

We    observe    that    when    tiiis    reasoning    was  valid,  t  ho 

coefficient  r   must  in  every  case  give  a  measure  for  the  cor- 

'  In  liis  well-known  trentise:  »An  introduction  to  the  theory  of  stn- 
tistios»  Mr.  G.  Vulk  remarks  on  p.  317  »that  properties  of  the  correlu- 
tioncoofficient  could  l>o  (leducetl,  irhitont  refcrcnce  to  the  form  of  tho 
distrihution  of  tlie  frequency».  But  it  seems,  that  Mr  Yulk  is  not 
uware  of  thot  his  »leduction  on  p.  170,  in  whicli  lie  supposes  tlint  »the 
moans  lie  oxQctly  on  a  straight  line»  invohos  tho  arpiaintanc»-  of  tho  fre- 
r|iiency-di8tril>iition  of  tlio  phcnomenon. 

'  See  \V.  r.    Klukrton:  Fre(|nency  curves  and  correlation,  y>.   \V1. 


203 

relation  between  x  and  y.  But  it  seems  to  be  tlie  general 
opinion  that  r  ceases  to  be  a  satisfactory  measure  of  the 
correlation  wlien  the  regression  not  is  linear.^ 

In  this  connexion  I  may  mention  »spurious»  correlation. 
By  »certain  arrangeraent  of  statistical  material  it  is  possible 
to  obtain  a  significant  value  for  a  correlation  coefficient, 
when  in  reality  the  two  fimctions  are  absolutely  uncor- 
related.     Such  a  result  is  called  'spurious'  correlation». - 

The  meaning  is,  that  the  two  variablcs  are  independent, 
in  spite  of  ^t^O.  The  explanation  is,  I  think,  the  material 
has  a  frequency-distribution  according  to  Bravais's  law. 

To  make  clear  the  ideas  of  the  above  mentioned  reasoning 
we  remember  that  all  deductions  of  the  Gaussian  law  of 
error  fp{x)  is,  as  Gauss  shows, ^  in  reality  founded  upon 
the  hypothesis,  that  the  errors  are  so  small  that  powers 
higher  than  the  second  of  the  errors  may  be  neglected  and 
(p{x)  —  (p{ — x),  by  these  special  assumptions  the  first  power 
of  the  errors  do  not  appear  in  the  law.  The  product  of  the 
laws  of  errors  for  the  errors  on  the  abscisse  and  the  ordinate 
of  the  point  can  therefore  not  involve  a  member  dependent 
on  xy. 

If  we  on  the  other  side  go  the  deduction  of  the  law  of 
errors  F  {x,  y)  for  the  plan  under  analogous  assumptions,  that 
higher  powers  than  the  second  of  the  errors  may  be  neglec- 
ted and  F{x,y)  =  F{ — x,  — y),  we  see,  that  the  term  a--,  xy, 
y'^  are  equally  significant,  and  we  are,  as  shown  above,  di- 
rectly  led  to  Bravais's  law: 

where  the  variables  x  and  y  are  independent.  The  inde- 
pendence  of  the  variables  x  and  y  foliows  also  from  Scholz's 
deduction  of  Bravais's  law.^ 


'  See    W.  P.    Eldekton:  1.  c  ,  p.  IIG;  W.  Johanneskn:  Elemente  der 
exaicten  Erblichkeitslehre,  p.  334. 

-  See  VV.  P.  Elderton:  1.  c,  p.   122. 

•''  See  Bertrand:  Calcul  des  Probabilité.^,  p.  2G7. 

'  See  Bkrtrand:   1.  c.,  p.  229. 


Bemerkimgen  zur  Theorie  der  statistischen  Funktion. 

Von   K.-(;.   Hasfströin. 

?^   1.  ' 

In  einer  friilieren  Arbeit^  liabe  icb  n.  a.  verscliiedene 
kritiscbe  Anmerkiingen  iiber  die  Ansicbten  der  Korrelatio- 
nisten  veröffentliclit.  Um  leicbt  entstehende  Missverständ- 
nisse  gleich  von  Anfang  an  zii  vermeiden,  möcbte  ich  einige 
Ergänzungen  zur  angefuhrten  Arbeit  geben.  Ich  scbicke 
folgende  Erklänmgen  voraus. 

Es  sei  F{x,y)  die  Korrelationsfimktion  zweier  statisti- 
scher  Veränderlichen  i"  iind  j^.  Man  sagt,  dass  F{x,y)  von 
dem  normalen  Typns  ist,  wenn  sie  die  Form 

Vå 

F{x,y)  =  —  e-y(-f?/) 
7r 

hat,  \vo 

<r{x,y)  =  ccx-  —  2,ixij  +  ;'?/-, 

Wir  werden  weiter  sägen,  dass  F  {x,y)  \ou  dem  Streifen- 
typns  ist,  wenn  sie  in  der  unmittelbaren  Unigebung  einer  ge- 
wissen  Funktionskurve  f{x,y)  =  0  der  .rv-Ebene  gross,  sonst 
aber  verschwindcnd  klein  öder  =  O  ist.  Diese  Funktionen  treten 
bei  den  meisten  physikalischen  Messungen  auf,  und  der  Phy- 
siker    schliesst   immer  ohne  Skrupel,  wenn  der  »Streifen»  ge- 

'  Der  Hogriff  der  statistisclion  Funkfioii.  SUandinnvisk  .Aktunrietid- 
Bkrift  1919.     S.   1—52. 
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niigend  schmal  ist,  dass  sie  einen  bestimmten  fiinktionalen 
Zusammenbang   der    beobachteten  Erscbeinungen  offenbaren. 

Diejenige  Theorie  von  statistiscben  Veränderlicben  und 
Funktionen,  welcbe  vvir  in  der  angefiibrten  Arbeit  studiert 
baben,  und  welcbe  auf  die  Begriffe  Verteilungsfunktion  und 
Korrelationsfunktion  aufgebaut  wird,  känn  offenbar  alle  in 
der  Praxis  vorkommenden  Fälle  mit  geniigender  Genauigkeit 
approximieren.  Fiir  die  tbeoretiscben  Ausfiihrungen  känn  es 
aber  niitzlicb  sein,  eine  Verallgemeinerung  der  Tlieorie  ein- 
zufiibren.  Wir  werden  die  neue  Tbeorie  als  allgemeine  Tlieorie, 
die  gewöhnlicbe  Theorie  im  Gegensatz  dazu  als  einfache 
Theorie  bezeichnen. 

Die  allgemeine  Theorie  wird  durch  folgende  Definitionen 
begriindet: 

a)  ^  soll  eine  statistische  Veränderliche  heissen,  wenn  es 
eine  nicht  abnelwie^ide  positive  Funktion  s{x)  gibt,  fiir  die 

lim  s[x)  =  0,  lim  .9  {x)  =  1 , 

X — > —  X  X •+  -xi 

SO  dass  die  Wahrsoheinlichkeit,  dass  ^  ins  Intervall  —  00  <.x  <^a 
fällt,  durch  die  Zahl  s{a)  ausgedriickt  wird. 

b)  I  und  ?^'  sollen  statistische  Funktionen  von  einander 
heissen,  wenn  es  eine  positive  Funktion  S{x,y)  gibt,  welcbe 
gewisse  unten  anzugebende  Bedingungen  erfiillt,  so  dass 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  gleichzeitig  ^'  ins  Intervall 
—  00  <x<a,  )]  ins  Intervall  — 00  <y<^h  fallen,  durch  die 
Zahl  S{a,b)  ausgedriickt  wird.  Die  Bedingungen  ii\rS{x,y) 
sind: 

S{x',y')>S{x,y), 
wenn 

x'>x,y'>y; 

lim  S  {x,y)  ^  0; 
lim  S {x,y)  =  1. 

x,y  — .  +  CD 

Die  Funktionen  s{x)  und  8{x,y)  werden  als  Simimen- 
junktionen  bezeichnet. 


2U() 

Wenii  in:ui  mit  P{ai,a.)  die  Wahrscheinlichkeit  dafiir 
bezeichnet,  dass  i'  ins  Intervall  a,  <  a;  <  a.  fällt,  so  ergibt 
sicli  nach  dem  Satz  des  Entweder-Oder: 

P(a,,a,)==5(a,)  — s(a,). 

Ist  {i{x)  differentiierbar  uiid  .v' (.r)  =  p(.T),  so  fällt  man 
auf  die  einfache  Theorie  zuriick  iind  erhält: 


P  (a^,  a.)  ==  i  p{x)dx. 


Nun  känn  man  aber  auch  in  der  allgemeinen  Theorie  die 
gewöhnlichen  Momentintegrale  u.  s.  w.  bereohnen,  wenn  man 
nur  den  Bcgriff  des  SxiELTJES^schen  Integrals  einfiihrt.  Man 
erliält  z.  13.  fiir  das  quadratische  Moment: 


m,  =  I  x-ds{x) 


und    dieses    Integral  wird,  wenn  s{x)  eine  Treppenkurve  mit 
den  Sprungstellen 

und  den  Treppenhöhen 
bedeutet, 

—  y  iH  xf  ■ 


\y\v  allgemeine  Theorie  umfasst  also  aiieh  den  Fall  von 
diskreten  Punkten,  den  Charlier  als  »homograden»  Fall  be- 
zcichnct.  Die  Verallgemeinerung  scheint  cben  as  Verdienst 
zu    haben.  dass  sie  die  vom  theoretischen  Ståndpunkt  unna- 
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tiirliclie  Trennung  der  Statistik  in  liomograde  und  heterograde 
Statistik  beseitigt. 

Fiir  den  Fall  von  zwei  Veränderlichen,  ^  und  /, ,  ergibt 
sich  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  glcichzeitig  i"  ins  Intervall 
a^<x  <a2,  i]  ins  Intervall  hi<y<h.  fallen, 

=  S  {a.,  b..)  — S {Ui,  62)  —  S  {a.,  b^)  +  *S'(a,,  61). 

Wenn  die  Abieitung 

ir-Six,!/) 

(I xO y  \    ' ./ v 

existiert,  so  hat  man  wieder  den  einfachen  Fall  und  die  eben 
berechnete  Wahrscheinlichkeit  wird 

b>    a> 


=  1    \  F  {x,  y)dxdy . 


bl    «i 

Man  wird  jetzt  die  allgemeine  Tbeorie  auf  alle  Funktio- 
nen S{x,y)  ausdebnen  können,  fiir  welche  man  das  ent- 
sprechende  STiELTJEs'scbe  Integral  definieren  känn.  Es  sei 
also  S{x,y)  von  der  Eigenscbaft,  dass,  wenn  f{x,y)  eine 
z.  B.  kontinuierliche  Funktion  bezeichnet,  die  Summen 

und 

2  2  -^^»■^-  y^  (^*'+i '  ^/'•■+i)  ~  ^  (^■»'  y^+i)  ~  S{xi+i,  yu)  +  Sixi,yk)], 

wo  THik  und  Mik  die  untere,  bzw.  obere,  Grenze  von  f{x,y) 
im  kleinen  Rechteck  bezeichnen,  einen  gemeinsamen  Limes 
haben,  wenn  die  Teilintervalle  irgendwie  gegen  Null  streben. 
Dieser  Limes  wird  das  STiELTJEs'sche  Integral  genannt  und 
soll  durch 
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S{x,y) 


bezeiclinet  werden. 

Man    erhält    in    dicser  allgemeinen  Tlieorie  fiir  den  Kor- 
relationskoeff  izienten ' 

(  j    {xyd*-S{x,y)\ 

^2  __  _ Z^ 

+  00  +00 

I    \x'<)'S[x,y).C ^y^-<r-S{x,ii) 

—  00  — X 

Dem  homograden  Fall  entspricbt  hier  eine  Art  von  Trep- 
penfläche  fiir  S{x,y).     Wenn  die  Sprungstellen 

und  die  Trcpponliöhen 

7h ;  ?'2 ;  •  •  •  7h, 
sind,  so  ergibt  sich 


§  2. 

Aus  den  Aussagen  der  Korrelationisten  känn  man  niclit 
genan  erkennon,  was  sie  unter  Abhängigkeit  und  Unabhän- 
gigkeit  zweier  Phänomene  verstehen.  Man  könnte  zunächst 
fragen,  ob  man  nicht  dio  Zerlegbarkeit  der  Korrclationsfunk- 
tion   F{x,y)  in  p{x).q(y)  als  Definition  der  Unabhängigkeit 

'  Man  aetzt  wie  gewöhnlicli  voraus,  dass 


i  xd'S{x,y]=   |j!/ö'6'U.y)  =  0. 
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annehmen  soU.  Dem  widerspricht  aber  die  Auffassung  von 
statistischer  Abhängigkeit,  von  der  in  III  unten  die  Rede 
sein  wird.  Wir  wollen  aber  die  Tatsacbe,  dass  die  Korrela- 
tionsfunktion zerlegbar  ist,  durch  die  Woite  »im  gevvöhnlicben 
Sinne  unabhängig»  bezeichnen. 

tTber   den  Korrelationskoeffizienten  hat  man  den  folgen- 
den  Satz: 

I.     Wenn    i'    ^md    /;   im   geivöhnlicJien  Sinne  von  einander 
unabhängig  sin d,  so  ist  r  —  0. 

Man  hat  nämlich  in  dieseni  Fall 


^^11=         xyp[x)q{y)dxdi/=0, 


wenn  wie  gewöhnlich  der  Punkt,  dessen  Koordinaten  Mittel- 
werte  sind,  als  Koordinatenanfang  gewählt  wird. 

Die  richtige  Urakehrung  von  I  ist  der  folgende  Satz: 

II.  Wenn  man  iveiss,  dass  r  ^  O  ist,  so  sind  ^  und  ■>]  nicht 
von  einander  unabhängig,  im  gewöhnlichen  Sinne. 

Im  folgenden  wird  die  Unrichtigkeit  gewisser  Sätze  dar- 
gelegt,  von  vvelchen  man  vielleioht  nach  dem  Studium  der 
Arbeiten  der  Korrelationisten  glauben  könnte,  dass  sie  be- 
wiesen  öder  auch  nur  beweisbar  wären. 

III.  Folgender  Satz  ist  falsch :  wenn  r  =  O  ist,  so  sind  i'  und 
1]  in  der  Meinung  von  einander  unabhängig^  dass  sie  nicht  als 
Funktionen  von  unabhängigen  V eränderlicheyi  angesehen  iverden 
können,  welche  ganz  öder  teilweise  dieselben  sind. 

Diese  Auffassung  von  dem  Zusammenhang  statistischer 
Veränderlichen  stimmt  offenbar  mit  der  Auffassung  vieler 
Korrelationisten  iiberein.  Man  vergleiche  die  Definition  von 
Galton^  wo  er  sagt:  »Co-relation  must  be  the  consequence 
of  the  two  organs  being  partly  due  to  common  causes».  Dass 
der    angefiihrte    Satz  falsch  ist,  geht  aus  folgendem  Beispiel 

'  Co-relations  and  their  Measurement,  chiefjy  from  Anthiopometric 
Data.     Proc.  Roy.  Soc.  Vol.  XLV,  1889;  p.  135. 
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hervor: 


i  ~  r,  +  7,, 

A- 


7,~0,    I,l0. 


Man  siebt  auch,  dass  Fix,y)  in  p{x).g{y)  zerlegt  werden 
känn.  Es  ist  folglich  mit  dieser  Auffassung  von  Zusammen- 
hang  statistischer  Veränderlichen  nicht  möglicb,  die  oben  in 
Frage    gestellte    Definition  der   Unabbängigkeit  aufzustellen. 

TV.  Folgender  Satz  ist  falscb:  wenHr  =  0,  so  sind  ^  tind 
)^  in  der  Meinung  von  eiiiander  wenig  abhängig,  duss  F{x,y} 
jedenjalls  nicht  vom  Streifetitypus  mit  sehr  schmalem  Streifen 
sein  känn. 

Wie  wir  in  §  1  gesagt  baben,  ist  der  Fall  des  Streifen- 
typus  mit  scbmalem  Streifen  mit  dem  idealen  Fall  des  Pby- 
sikers  identiscb.  Es  wäre  also  schon  etwas,  wenn  man  zeigen 
könnte,  dass,  wenn  r  =  0,  dieser  Fall  nicbt  vorbanden  sein 
känn.  Dass  die  Sacbe  siob  nicbt  so  verbalt,  gcbt  aus  einem 
im  folgenden  gegebenen  Beispiel  bervor. 

Es  sei  g{x)  irgendeinc  eindeutige  (genugend  normale) 
Funktion  von  x  und  der  Bereicb  O  der  a  y-Ebene  werde 
durcb  folgende  Ungleicbungen  definiort: 

—  1  <  a;  <  +  1 , 

g  [x)  ~  t  <y  <g  {%)  +  t. 

Wir  definieren  jetzt  F{x,y)  folgendermassen: 

I  O  ausserbalb  O , 

^'(•^■.//)-=  I   1 

innerbalb  und  auf  der  CJrenze  von  O. 

Man  bat  zunäcbst: 


MAx)-^  ^F{x,y)dy=y 


g[x)  —  i 
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il  (x:)  —  i 

lM,{x)=  jy'F{x,y)dy  =  lrj{xr-+~ 


!/{x)  —  t 

Es  folgt,  dass 


i/oo=  I  1  F{x,y)dxdy=  I, 

i)/,o=  j  jxF{x,y)dxdy  =  0, 

+1 
^1^01=  ii  yF{x,y)dxdy=^  ^  i  g{x)dx. 


Um  den  Korrelationskoeffizienten  bilden  zu  können,  miis- 
sen  wir  il/^  =  O  annehmen,  also 

+1 

g{x)dx  =  O, 
—1 

was  einer  Variabeltransformation  in  y  gleichkommt.     Es  er- 
gibt  sich  nun 


3 

+1 


P  J]/,o  =iix'-F{x,y)dxdy  =  ^ 

M,,=  jTy'Fix,y)dxdy==l  j  g{xY-dx  +  3  , 
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und  somit 


+  1 


3 ^1^ 


+1 

t- 


;(•/.,.)' 


dx+  ^ 


Es  ist  offenbar,  dass  man,  um  den  idealen  Fall  des  Pliy- 
sikers  zu  haben,  t  schr  klein  annehmen  muss.  Man  findet, 
dass  in  unserem  Fall  r  gegen  eine  bestimmte  Grenze  kouver- 
giert,  wenn  t  verschwindet.     Man  erhält  fur  r 


4  1 

I  xg{x)dx 
1/3 -1. 


T  — • 

V2      "^' 


g{x)-dx 


Unsre  Aufgabe  ist,  ein  Beispiel  zu  konstruieren,  fiir  das 
?•  — O  fiir  t  — 0.  Dics  bietet  keine  Schwierigkeit  dar:  man 
setze  g{x)  gleicli  einer  beliebigen  geraden  Funktion,  fiir  welche 


jg{x)dx-=^0 
'i) 

ist,  also  beispielsvveise 


(7  (x)  -I  X I  -  2 


Die  cntsprechcndc  Korrelationsfunktion,  fiir  welche  r  gegen 
O  strebt,  wenn  dor  Zusammenliang  gcgen  den  idealen  Physiker- 
fall    konvergiert,    ist  in  der  Figur  1   angedeutet  worden.     In 

dem  schraffierten  Bereich  ist  Flx,y)=  ,    ,  sonst  =0. 
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Fig.  1, 


Es  muss  bemerkt  werden,  dass  der  Grenziibergang  natiir- 
lich  nicht  ausgefiihrt  wird,  vveil  im  Grenzfalle  F{x,y)  nicht 
existiert.  Man  hat  aber  r  konstant  =  O  fiir  alle  e.  Unser 
Satz  ist  demnach  bewiesen. 

Im  Vorbeigehen  wollen  wir  die  Eigentiimlichkeit  konsta- 
tieren,  dass  fiir  g  {x)  =  a  .x  der  Korrelationskoeff izient  r gegen 
1  strebt.  In  diesem  Fall  känn  man,  wie  wir  sehen  werden, 
auch  sägen,  dass  r  ein  Mäss  der  Annäherung  genannt  wer- 
den känn.  Es  lassen  sich  im  iibrigen  selbstverständlich  Funk- 
tionen g{x)  konstruieren,  fiir  die  r  gegen  eine  beliebige  Zahl 
zwischen  O  und  1  konvergiert. 


V.     Folgender  Satz  ist  falsch  :  tvenn  r  =  0,  so  Jcann  F  {x,  y) 
in  p{x) .  q  (y)  zerlegt  werden. 

Hierdurch  wird  gezeigt,  dass  die  Einfiihrung  der  oben 
genannten  Definition  der  Unabhängigkeit  statistischer  Va- 
riablen  der  Korrelationstheorie  ebenfalls  kein  Heil  bringen 
könnte.  Denn  nacli  dieser  Einfiihrung  wäre  der  Satz,  dass 
wenn  r  =  0,'i  und  >;  von  einander  unabhängig  sind,  dennach 
nicht  richtig. 

Ein    beweisendes    Beispiel    ist   dem  Verfasser  von  Herrn 
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G.  BoHLMANN  freundlichst  mitgeteilt  worden  und  wird  folgen- 
derraassen  konstruiert. 
Es  seien 

'/'.(a^),r2U)A'',(.t-),V':(y) 

irgend  vier  differentiierbare  Verteilungsfunktionen  von  jeeiner 
Veränderlichen,  wobei  f/",  verschieden  von  <f^,  */',  verschieden 
von  i/',  und 


I  ,f.{x)dx=  1,  I  i!'i{T)dx-\, 

Cffi{x)xdx^Q,    i  il'i{y)ydtj^-0  (i^l,2). 


Wenn  man  jetzt  mit  ;;, ,  /?,  zwei  von  O  verscliiedene  po- 
sitive Konstanten  versteht,  so  dass 

?>.  +  /),  =  ! 
ist,  so  ist 

F  {x,  y)  =  Vx  ri  (-f )  </'.  CV)  +  ;)2  '/"^  (a:)  J/',  («/) 
eino  Funktion,  fiir  welchc 

+  00 

ffF{x,y)dxd!,=^\. 

Wird  die  Funktion  F  als  Korrelationsfunktion  zweier 
Veränderlichen  i  und  i  gedeutet,  so  ist,  behauptet  ich, 
das  gesuchte  Beispiel  gefunden.  Es  ist  zunächst  J/,,  =  O,  also 
auch  r =  0. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  F  sich  in  p{x)'q{y)  /.erlegen 
liesse,  so  folgt  durch   Diffcrentiation  von 
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F  {x ,  y)  --=  2  Vi  'Pi  (x)  </'/  iv)  =  V  (x)  q  iy) , 

dass 

7h  ff\  jx)  </^i  iy)  +  v,  fp'. i  {x)  ^1'.,  (y)  ^  2)'±x) 
Pi  'Pi  {x)  tl\  {tj)  +  V2  ^'-1  {x)  ^'2  (?/)        P{x} 


also    von    y    unabhängig    ist.     Durcli    Differentiation  nach  y 
folgt  ' 


0  = 


^  Vi  'p'i  (x)  ^''i  {y)  :^  Vi  fp' i  { x)  4u  iy) 

:^  Vi  (pi  [x)  ip'i  iy)    2'  Pi  cpi  ix)  ij>i  iy) 

<l'\iy)  ^''Åy) 


Vi  7h 


^'liy)  H'Ay) 


<p\ix)  (r',ix) 
<Piix)  <pAx) 


also  entweder 


fr 


'P'_^S^_}  ^ti^"")  öder  '^''^^  =  '^'-^^y^. 
fpiix)       (p2ix)  il\iy)       tl>Ay) 

Ans  der  ersten  Gleichung  schliessen  wir,  dass 

(f^x)  =  k(piix) 

und  durch  Integration  von  O  bis  00 

'pAx)  =  (pAx), 

aus  der  zweiten  in  derselben  Weise 

^'2iy)  =  ^\iy)- 

Beides  ist  ausgesch lössen,  also  ist  auch  nioht 

Vix,y)  ^pix).qiy).  ■ 


216 
Man  känn  im  besonderen  wählen: 


^.(:.)-V'.W=    "•    6-^^'-=', 


V  yr 


k 
V  ^r 

1 


F  {x,i/)  =  ~  {k^,  e-/'--'.u=+j/=)  +  ;^.2^  g_Ar-'...(x=+,/=)>) 


§3. 

In  der  einfachen  Korrelationstlieorie  ist  folgender  Satz 
sinnlos:  Wenii  r=l  ist,  so  siiid  die  Variablen  einmider  pro- 
portional. 

In  der  Wirklichkeit  verhält  es  sich  so,  dass  in  dieser 
Theorie  r  imraer  <  1  ist.     Wir  betrachten  z.  B.  das  Integral 

+  00 

/=l_r8=  f(  i     ^'     -r-  ~~  Y F{x,y)dxdy 

— 00 

und    beweisen    leicht,    dass    es    nicht  =  O  werden  känn.     Sei 
F{x,y)  summierl)ar  im  Sinne  von  Lebksgue.     Wir  haben 


+  00 

l^j  F{x,y)dxdy=\, 


und  es  känn  also  F{x,y)  niclit  »fast  iiberall»  (d.  h.  mit  Au.s- 

nahme  ciner  Menge  vom  Inhalt  0)  gleich  Null  sein.    Es  muss 

vielniehr  eine  Menge  geben,  deren  Mäss  ^  O  ist,  wo  Fix,y)>0 

ist.     Das    Integral    /.    til^er    einen   dicso  Alenge  enthaltenden 

?/  x 

Bereicli    erstreckt,    muss    also    >0   sein.    wcil       "      — f    - 
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nicht  in  einer  solchen  Menge  identisch  gleich  Null  sein  känn. 
Das  Integral  /,  iiber  die  ganze  Ebene  erstreckt,  ist  also 
sicher  auch  nicht  =0. 

In  der  allgeraeinen  Theorie  ist  der  entsprechende  Satz, 
wenn  richtig,  jedenfalls  noch  nicht  bewiesen.  In  diesem  Fall 
existiert  aber  der  Fall  r=l.  Dies  geht  aus  dem  folgenden 
Beispiel  hervor. 

Auf  der  Geraden  g, 

y  =  xtga, 

sei  eine  nicht  abnehmende  Funktion  s{z)  gegeben,  wo  z  die 
Entfernung  von  Origo  bedeutet,  und  es  sei 

Lim  s{z)  =  O, 

Z  »  —  00 

Lim  5  (s)  =  1 . 

2  .  +  00 

Die  Vorzeichen  selen  so  gewählt,  dass  g  auf  der  in  Fig.  2 
angegebenen  Weise  läuft,  und  z  werde  im  vierten  Quadrant 
negativ,  im  ersten  positiv  gerechnet.  Wir  definieren  jetzt 
die  Summenfunktion  S{x,y)  von  ^  und  j;  durch  die  Gleichung 

8{x,y)  =  s{z), 

wo  z  den  Parameterwert  des  Schnittpunktes  von  g  mit  dem 
Winkel  ( — cc  ,y)  {x,y)  {x, —  oo  j  bezeichnet.  Wir  nehmen  an, 
dass  das  STiELTJEs'sche  Integral  mit  s{z)  gebildet  werden 
känn  und  ferner  dass' 

lzds{z)  =  0 


ist.     Man  hat  fiir  jeden  Punkt  {x,y)  unterhalb  g: 

S{x,y)  =  S{x  +  £,y), 
8{x,y  +  a)  =Ä(a;  +  e,y  +  e); 

15  —  19218.    Skandinavisk  Aktuarietidskrift.    1919. 
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Fig.  2. 

fiir  jeden  Punkt  oberhalb  g: 

S{x,y)=S{x,y  +  i), 
S{x  +  s,y)  =  S{x  +  e,y  +  t); 

und   fiir  zwei  Punkte  (a;,,?/,),  (.r,,?/,)  von  g  mit  den  Parame- 
terwerten  2,  und  2,: 

S{x„y,)  =  S{x,,y,)^S{x,,y,)==s{z,), 
S{x,,y2)-=s(z,). 

Man  erhält  nun  leicht 


M 


+  00  +» 

,„=  /"fa:  (r-S{x,y)=   i  zds  .  cosct  =  O, 


iVo.=   /fy  0*S{x,y)=j: 


+00 
2C?5  .  sin  «  =  O, 
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+  00  -f  00 

-^20=  I  I    x-d^S{x,y)=  i  z' ds  .cos^ a, 

00  X 

+  00  +C0 

il/ji=  I  I  xy(PS{x,y)=  i  z^  ds  .cos  a  sina, 

00  00 

+  00  +x> 

i  I  y^-  0^  S{x,y)=  j  z^- ds.  sin^ a. 


+  00 

1/ 


und  folglich 

r=  1. 

Der  soeben  besprochene  Fall  mag  als  der  lineare  Idealfall  der 
allgemeinen  Theorie  bezeichnet  werden. 

Um    die    Frage  ganz  allgemeln  zu  erledigen,  wann  r=l 
wird,  hat  man  z.  B,  das  Integral  zu  bilden 

7=l_r2=  /  /   l-^-r.^^yd^Six,'y) 


und  es  gilt  zu  untersuchen,  wann  dieses  Integral  verschwin- 
det.     Der  zu  beweisende  Satz  lautet: 

Wenn  1  =  0  ist,  so  hat  man  den  linearen  Idealfall. 

Um  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  im  allgemeinen  Fall  zu 
beweisen,  scheint  es  aber  notwendig,  die  Diskontinuitäten 
von  S{x,y)  und  ihren  Ableitungen  etwas  näher  zu  bestim- 
men,  eine  Sache,  auf  die  wir  gegenwärtig  nicht  eingehen 
können. 


§  4. 

1,     Angenommen,    man    habe  eine  Korrelationstafel  auf- 

gestellt  und  r  =  ^  gefunden:  was  känn  man  daraus  schliessen? 

Offenbar  zunächst  nur,  dass  die  Veränderlichen  5  und  ?; 
nicht  im  gewöhnlichen  Sinne  unabhängig  sind.    Wenn  jemand 
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den  Zusammenhang  verneint  hatte,  und  wenn  die  Beobach- 
tungen  zahlreich  sind,  so  könnte  raan  dies  als  einen  Beweis 
gegen  ihn  anfiihren.  Aber  wenn  es  sich  um  die  Erforscbung 
der  Natur  handelt  und  man  ganz  vorurteilslos  an  die 
Sache  gegangen    ist,    was    hat  dann  diese  Konstatierung  fiir 

einen  Wert?    Augenscheinlich  keinen  grossen.    Man  hatr  = 

gef linden:  raan  scliliesst,  dass  zwischen  den  Variablen  ein 
Zusammenhang  bestelit.  Und  uenn  man  r  ^  O  gefundcn  hatte? 
Wir  haben  gesehen,  dass  man  auch  in  diesem  Fall  mit  der 
Möglichkeit  eines  innigen  Zusammenhangs  rechnen  muss. 

Känn    der    gefundene    Wert    r  =      eine  Aufklärung  iiber 

den  G)'ad  des  Zusammenhangs  geben?  Wir  salien  oben,  dass 
es  nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  die  Korrelationsfunktion 
vom  Streifentypus  mit  beinahe  verschwindender  Streifenbreite 
ist.  Dann  wäre  der  Zusammenhang  so  innig,  wie  man  iiber- 
haiipt  wiinschen  känn.  Es  känn  auoh  eintreffen,  dass  die 
Korrelationsfunktion  vom  Streifentypus  mit  linearem  Streifen 
ist.  Dann  wäre  r  von  einem  gewissen  Standpunkte  aus 
als  ein  Mäss  der  Annäherung  aufzufassen,  Eine  Möglich- 
keit ist  auch,  dass  die  Korrelationsfunktion  normal  und  der 
Zusammenhang  von  der  Art  angenommen  werden  känn,  die 
meinem  »einfachen  Normalfall»  entspricht.  Dann  wäre  r  in 
gewissem  Sinne  ein  Mäss  des  Spielraumes  der  unbekannten 
Funktionsgerade. 

Wenn  dieses  nicht  die  absolute  Unwissenheit  bedeutet, 
so  ist  es  jedenfalls  nicht  weit  davon  entfernt.  Ohne  dass 
man  einen  festen  Ståndpunkt  fiir  die  Untersuchung  einnimmt, 
—  eine  Theorie  des  Geschehens  biidet,  —  gibt  die  Berech- 
nung  von  r  gar  nichts. 

2.  Wenn  die  Beobachtungen  eine  normale  Korrelations- 
funktion gegeben  haben:  ist  daraus  irgendein  Schluss  zu 
ziehen? 

Die  normale  Korrelationsfiinktion  känn  auf  unendlich 
verschiedono  Weise  entstehen.  Nehmen  wir  aber  an,  dass  sie 
als  Resultat  eines  Zusammenhanges  vom  Typus  des  »allge- 
racinen  Normalfalls»  aufgefasst  werden  känn,  was  selbstver- 
ständlich  schon  eine  sehr  speziellc  Hypothese  bedeutet.   Hier 
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ist  niin  s  ganz  iinbestimmt.  Man  känn  also  keiné  Kenntnis 
auch  nur  von  der  Anzahl  der  Urvariablen  erhalten.  Und 
wenn  man  annimmt,  dass  die  Urvariable  nur  eine  einzige  ist, 
dann  ist  der  Zusammenhang  noch  auf  unendlich  viele  Weisen 
möglich.  Man  kommt  ganz  einfach  ohne  Hypothesen  nicht 
durch.  Der  Glaube,  dass  die  Korrelationstheorie  ein  beque- 
mes  und  wertvolles  Hilfsmittel  biidet,  das  ohne  weitere  Spe- 
zialhypothesen  auf  beliebige  statistische  Korrelationsunter- 
sucliungen  mit  Erfolg  angewendet  werden  känn,  muss  also 
als  grundlos  bezeichnet  werden. 


Setzt  man  voraus,  dass  der  Zusammenhang  vom  linearen 
Charakter  ist,  so  känn  man  die  Bedeutung  von  r  iiberblicken. 
Ich  möchte  hierzu  folgende  Bemerkungen  machen. 

Die  Korrelationsfunktion  (öder  die  Summenfunktion) 
ist  gewissermassen  ein  unbestimmtes  Gebilde.  Sie  hängt 
nämlich  von  den  willklirlich  gewählten  Masstäben  in  der 
X-  und  ^-Achse  ab.  Es  seien  die  Veränderlichen  und  die 
Korrelationsfunktion 

X,  y,  F{x,  y). 
Wenn  wir  hier  eine  lineare  Transformation 

x'  =  lx,     y'  =  fiy 

ausfiihren,  so  verändert  sich  F{x,y).  Die  neue  Korrelations- 
funktion F'{x',  y')  hängt  mit  der  alten  durch  folgende  Glei- 
chung  zusammen: 

r{x',y')  =  ^^- 

Denn  nur  so  lässt  es  sich  bewirken,  dass  die  Wahrschein- 
lichkeit,  dass  |  und  i]  in  ein  gewisses  Gebiet  der  Ebene  fal- 
len, invariant  wird.  Die  Momente  verändern  sich  auch: 
man  erhält 
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jfx'*-F'ix',y')dx'dy'  =  ?^M,„ 

f^x'y'r{x\  y')dx'dy'  =  XuM,,, 

\j'F'{x\y')dx'dy'^n^-M,,. 


//' 


Durch  eine  bestiramte  Transformation 

X  =  — ■ —  ,      y  =  ^=^^^ 

känn  man  nun  immer  erreichen,  dass  die  quadratischen  Mo- 
mente  beide  =  1,  das  Produktmoment  =  r  werden.  Wir 
sägen,  dass  die  entstehende  Korrelationsfunktion  von  der 
kanonischen  Form  ist. 

Weim  diese  Transformation  ausgefiihrt  ist,  so  bilden  wir 
die  Funktion 

R{a)=  i  \{x'sma  —  y'cosa)^F'ix',y')dx'dy', 


welche  die  quadratisché  Abweichung  von  der  Geraden 

x'  sin  a  —  ij'  cos  «  =  O 
ausdriickt. 

Wir  werden  beweisen,  dass  diese  Funktion  immer  ein 
Minimum  hat,  und  werden  dieses  Minimum  berechnen.  Man 
erhält 

x'^F'dx'dy  —  2^\n  a  cos  «  /  I  x'y'F'dx'dy'  + 

+  cos-  «  I  I  y-Fdxdy, 
öder,  weil  nach  Voraussetzung 

I  i  x*Fdx'dy'=^  I  i  y"F'dx'dy'=l,    i  ix'y' F'dx'dy' =  r  ist, 
Ä(o)  =  1  —  r  sin  2  «. 
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Durch  Differentiieren  ergibt  sich 

R^  {a)  =  —  2  r  cos  2  a, 
R"{a)=      4rsin2«, 

woraus    man    schliesst,    dass    R{a)    immer   ein  Minimum  fiir 

a=-  besitzt.     Es  ist  fiir  diesen  Wert 
4 


(f)= 


Die  Sache  ist  also  ziemlich  einfach:  Wenn  man  jede 
Korrelationsfunktion  auf  die  kanonische  Form  transformiert, 
so  bedeutet  1  — r  die  kleinste  vorkommende  quadratische  Ab- 
weichung  von  einer  Geraden  durch  Origo.  Man  sieht  aucb, 
dass  dieses  Minimum  im  linearen  Idealfall  der  allgemeinen 
Theorie  gleich  null  ist. 

Diese  Ausfiihrungen  gelten  ganz  allgemein.  Aber  als  ein 
Mäss  der  Annäherung  känn  r  natiirlich  nieht  dienen,  wenn 
man  nicht  im  voraus  weiss,  dass  die  Funktionskurve  eine 
Gerade  ist. 


On  the  theory  of  frequency-distributions. 

By  Alf  (luldberg. 

The  following  pages  contain  a  brief  sketch  to  a  general 
theory  of  frequency-distributions  for  ii  variables.  To  simplify 
the  exposition  we  begin  with  frequency-distributions  for  one 
variable  or  frequency  curves  all  though  the  results  here  are 
not  novel. 


If  X  is  the  independent  variable  and  y  the  dependent 
variable,    the    equation  of  the  normal  curve  of  frequency  is 

y  =  ke~"^'' , 

vvhere  k  and  a  are  certain  constants. 

When  we  consider  an  arbitrary  frequency  curve  it  is 
natural  to  compare  it  with  the  normale  curve  of  frequency. 
Our  problem  becomes  then  to  obtain  a  development  of  an 
arbitrary    frequency    function    by   raeans    of  the  exponentiel 

Putting  f/o  ^  e  '^  and  forming  tlie  successive  differential 
coefficients    of   (p^,    we    denote  the  'n}^  differential  coefficient 

'/„  of  <f,  by  (_i)»f7„e~  ■-''■. 
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We  have^ 

Ui  =  ax, 

U.  =  a^x^  —  a 


and  in  general 

TT  nbl    —    ])  ,  o 

?i(n-l)(n-2)(ii-3)^^_„,^_, 


?^(r^-l)(n— 2)(n— 3)(?^-4)(7^— 5)^^_,    „_, 


2.4.6 


2.4 


The   three    polynomials    C/n+i,   Un,  Un-i  are  connected 
by  the  relations 

Un+i  —  axUn  +  an  Un  —  i  =  0, 

d^-Un  dUn    .  TT  n 

-^-^ ax  —. V  an  Un  =  O, 

dx^  dx 

The  C/o,   U^,  f/2  •  •  •  (Hermite's    polynomials)  are  called 
the  normal  functions  to  the  last  differential  equation. 

The  roots  of  the  equation  C/„  =  O  are  al  real.     The    ab- 

solute  value  of  the  roots  lie  between  —7=  and    I  / if  a=2. 

Vn  V        ^ 

We  have  farther  the  theorems: 


Ja    , 
e      ^       Un-  Umdx  =  0,    717^771, 

-  00 
00 


e    2     Undx  =  a^ 


'  See  Ch.  Hermite,  Coraptes  Rendus,  t.  58,  p.  93,  266,  and  E.  Czuber, 
Wahrscheinlichkeitsrechnung,  t.  1,  p.  418,  3:d  Edition. 
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—       J> 

The  functions  ffn  =  { — l)"Une    -     satisfie   the  equations 
(f„+i  +  ax(pn  +  an(fn-\  =  O, 


-3-V  +  ax-S    +  a{n  +  l)ff„  =  O 
ax-  ax 


and 


ffn  =  O  for  X  =  ±  00  . 
After  these  preliminaries  we  may  write  formally  the  serie 

(1)        C,ffo  +  C,fr,+C,fp,+   ---=-^:SCn{-iy'Une      -       =F{X) 

where  the  c's  are  any  arbitrary  constants.  We  assume  that 
the  series  is  uniformly  convergent  in  the  interval  ( — 00,  00) 
and  represents  the  function  F{x).  We  then  find  the  coeffici- 
ents  c  by  multiplying  with  Un  and  integrating  from  —  00 
to  00 . 

We  find 

I  F(x)Undx  =  {—\ycnj  e~'^'''U'ndx 


or 


c» 

{~  IV'  Va  i' 
(2)  Cn  =  ^--\^^^^\F{x)U„dx. 


The  Un  beeing  poh'noraials  in  x,  the  coefficients  Cn  are 
expressed  by  the  »moments»  of  F{x).  As  we  may  determine 
2  constants  arbitrary  (the  situation  of  Origo  and  a),  the 
series  (1)  can  be  a  Httle  simplified.  A  well  known  theorem 
of  Kneser  teils  US  that,  if  F{x)  is  a  continuous  function  of 
finite  oscillation,  a  series  of  the  form  (1),  when  the  coefficients 
are  formed  according  to  the  equation  (2),  is  uniformly  con- 
vergent in  the  interval  ( — 00,  00)  and  represent  the  func- 
tion F{x). 
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The  series  (1)  gives  the  general  solution  of  the  problem 
of  frequency  curves.  Every  frequency  function  of  one  vari- 
able  may  be  represented  by  a  series  of  the  form  (1).  This 
series  is  given  by  Edgeworth,  låter  it  is  treated  by  Charlier. 
The  series  forms  the  base  of  the  »KoUektivmarlehre»  by 
Bruns.  The  series  is  also  treated  by  Wera  Muller-Lebe- 
DEFF,  v.   MiSEs;  Alfred  Bbrger,  H.  Gulbrun  and  others. 

The  types  of  frequency  funotions  given  by  Pearson  are 
directly  to  be  derived  from  the  series  by  giving  F{x)  the 
different  forms. 


II. 

We  now  pass  to  freqiiency-distribution  for  two  vari- 
ables  i.  e.  frequency  surfaces.  This  problem  is,  as  I  know, 
first  treated  by  Charlier^  from  the  hypothesis  of  elementary 
errors,  låter  continued  by  Jörgensen^  and  by  Wicksell.^ 
Jörgensen  writes  1.  c,  p.  4:  »The  problem  is  so  immense  exten- 
sive  and  enormous  difficult,  that  we  only  through  the  diligent 
and  serious  work  of  many  men  may  hope  to  attain  an 
usuable  result». 

The  same  mode  of  proceeding  as  for  frequency  distribu- 
tions for  one  variable  may  give  a  simple  solution  of  the 
problem. 

The  equation  for  the  normaL  frequency  surface  for  two 
independent  variables  x  and  y  is,  when  z  is  the  dependent 
variable,  according  to  Bravais's  law: 

„       —  :,lax^+2bxy  +  cy~] 

z  =  K  .e    ^  , 

where  K,  a,  b,  c  are  certain  constants. 

If  we  have  to  deal  with  an  arbitrary  frequency  surface 
of  two  variables,  it  is  natural,  as  in  the  case  of  a  frequency 
curve,  to  compare  it  with  the  normal  frequency  surface. 

Our  problem  is  then  to  try  to  obtain  a  development  of 


1  Arkiv  f.  Matematik,  Astron.  och  Fysik,  B.  9,  N:o  26,  1914. 
^  Undersögelser  över  freqventsflater  og  korrelation,  1915. 
^  Kungl.  Vetenskapsakademiens  handlingar,  1917. 
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an    arbitrary  function  of  two  variables  by  means  of  the  ex- 

mtial  c 
Writing 


—     [ax^  +  2bxi/  +  cy- 

ponential  c    - 


ax-  +  2hxy  +  et/-  =ffixy)  shortly  (f, 
ax  +  6?/  =  i" ,  bx  +  cy  =^  »;, 

we    denote    analogous    as    for    frequency    functions    of    one 
variable 

We  find 
C7„  ,  =  ^- .  /;  —  &,  f7„  „  =  i;--  —  6ai'-  +  3a-, 


In  general  we  have^ 

U,n,n{x,  y)  =  Um  (^  .  «)   ^»\c'  ^)~ 

—  m  .nbU,n-i  l'^,  a\Un-i  (    ,  c\+  ■■■ 

The   U  (Hermite's  polynoiiiials)  niav  also  be  defiiuxl  by 
the  equation 

-I  7  U-l,,U-h)    _      -  I  ;  (X,//)   ^,  h"'h'l  jj 

7/l!n! 

*  See  Hermite,  Oeuvrea,  t.  II,  p.  .'5U3. 
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We  denote  farther  with  ip{x,  y)  the  quadratic  contravariant 
to  thé  form  rp[x,y)  and  with  ö  the  invariant  {ö  =  ac  —  &^). 
We  introduce  a  series  of  new  polynomials  V  defined  by  the 
equation 

ml  ni 


We   get    the    F  then  from  the  U,  if  we  for  ^,  i],  a,  b,  c 
substitute  x,y,   v.,  — >.»    ^• 

We  have  the  following  relations 

Um+\,  n  —  b  f7m,  n  +  (tm  Um-h  n  +  hu  U m,  n-\  =  O, 
Urn,  n  +  \  —  »;  ^ m,  n  +  hni  U„i-i;n  +  CTl  Um,  n-\  =-'  O 


and 


^^  t-^wi,  n  vnTl  ^ ni,  n t  t 

From    that    we    obtain  the  partial  differential  equations 

^2  TT  (12  TT  a  TJ 


C 


n2  TT  f)2  TT  n  TT 


00  QO 


00     00 


Farther  we  have  finally 

QO 

I  e    ^      '    Um,  n  Fp,  qdxdy  =  O, 

-00 

\vhen  m  ^  y  ov  n  7^  q. 

U,n,  n  Vm,  ndxdy  =  iZ—mUil  (4(Jf»+«. 


00  00 


QO    — 00 
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The     equation     C^„,  „(?/o,  a:)  ==  O    has    m  +  n    real    roots. 
After  this  remarks  we  inay  formally  write  the  series 


_i 
(3)      2J„,,  „(D,„.  „  =  :iA,„, ,.(-  1)'"+"  U„,,ne    •' ''  ^'"  =  F{x,  y). 


where  the  coefficients  A  are  any  arbitrary  constants. 
We  assume  the  series  is  uniformly  convergent  for  the  inter- 
val  (—00,  00  )  and  represent  the  function  F{x,y).  We  then 
find  the  coefficients  A„i,n  hy  multiplying  with  Vm,n  and 
integrate  from  —  oo  to  oo . 
We  ha  ve 


I     I  F{x,  y)  V,„.  ndxdy  =  (—  l)'"+".-i„,,  „  . 

o    — X 

00  OC' 

•  I     j  e~'~  ^  ""'^  U„,,  n  y,n,  n  dx dy 


or 


CC     00 


DO         00 


(4)  A,„,  n  =  -,:^!^r(47)y„^»  j    J  ^(^'  v)  ^'»«.  ndxdy 


—  CD     — 00 


As  tlie  !',„,  „  are  polynomials  in  x  and  //,  the  coefficients 
A  are  expressed  by  the  »moments»  of  F{x,y). 

Is  F{x,  y)  a  continuoiis  function  with  finite  oscillation  tlie 
series  (3)  is  uniform)}'  convergent  and  represents  the  func- 
tion F{x,  y).^ 

The  series  (3)  gives  tlie  general  solution  of  any  frequency 
function  of  two  variables. 


'  See  Mehler,  Crellcs  journal,  v.  CO;  W.  !Mi*Li.EU-LKni:nKFF,  Mat. 
Ann  ,  v.  04,  and  the  memoires  by  Fredholm  and  Hilbbrt  on  integral 
ctjimtions. 
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III. 


It  is  easy  to  generalize  tlie  foregoing  remarks  to  fre- 
quency-distributions  for  ,«  variables. 

The  equation  for  the  normal  frequency-distribution  for 
/il  variables  x,  y,  z,  .  .  .  is,  according  to  Bravais's  general  law, 
when  u  is  the  dependent  variable 

—  -  rjp  (x,  y,s,.. .) 

u=  k  .  C    ^ 

Where  (p{x,  y,  z,  .  .  .)  is  a  quadratic  form  in  a  variables 
X,  y,  z  .  .  .,  where  the  real  part  is  definite  and  positive. 

If  we  deal  with  an  arbitrary  frequency-distribution  for 
,(t  variables,  we  will,  as  in  the  former  cases,  compare  it  with 
the  normal  frequency-distribution  for  a  variables. 

We  are  then  led  to  obtain  the  development  of  an  arbitrary 
frequency    function    of   ,«    variables    by    means    of    the    ex- 

ponentiel  e"  r^  <-^' ^' "  •  •  •' . 

We  denote  with  ip{x,y,z  .  .  .)  the  quadratic  contrevariant 
to  ffix,  y,  z  .  . .)  and  with  ö  the  invariant. 

The  polynomials  U  and  V  are  defined  by  the  equations 

-l'fi,x-h,y-jH,2-i2,---}  _   -I  'fU;y,z,---)  ^h^^Afh"^"--  ^, 

n\n\n  \-  ■■ 


^  n\n'\n"\  ■ 


We  have  the  integral  theorem^: 


00  CO 

I     l...e    s'^^'^'^        Un,.n',n".--Vm,m;m"---dxdydz=0 


X    — 00 


if  only  one  of  the  differences  n  —  m,  n'  —  m',  n"  —  m"--  are 
different  form  nil,  and 


'  Hermite,  Oeuvres,  t.  II,  p.  300. 
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1 


I       j    ■■■€     -         ''  U„,„',u...    Vn,n'.n"-dxdydz- 


— ac    —  'jc 


=  "1/     v'  n\n'Ui" ! ■  •  •  (4 ()■)"  +  "■  +  »■+•  •  • . 

We  formall}^  write  the  series 

_i 
(5)  l\4„,„',n''...U,,n;n'...e    ^ ''"''''"'"'=  F  {x,  y.  z,- ■■) . 

Reasoning  as  before  we  find: 


Ar^n;  n"...         ^^^y,  +  „+..  .  .^i^^M^-....  |/  ,p'.j  j  •••^^«,»'- 


.  Fdxdy. 


The    formerly    remarks    repeated    shows,   that  the  series 
(5)  determines  an  arbitrary  frequency  function  for/t  variables. 


Untersuchung  iiber  die  Sterblichkeit   der 
Abstinenzlem. 


Von  >'.  y.  E.  Xordeiimark. 


Die  Frage  betreffend  die  Sterblichkeit  iinter  versichérten 
Abstinenzlem  diirfte  noch  als  vollständig  ungelöst  zu  be- 
trachten  sein.  Die  einzige  mir  bekannte  Untersuchung  in 
dieser  Riclitung  ist  die  von  Aktuar  P.  M.  Moore  im  Journal 
of  the  Institute  of  Actuaries^  veröffentliche  Abhandlung:  On 
the  comparative  Mortality  among  assured  Lives  of  Abstainers 
and  non  Abstainers  from  Alcoholic  Beverage.  Die  Unter- 
suchung stiitzt  sich  auf  ein  von  der  Versicherungsgesellschaft 
United  Kingdom  Temperance  and  General  Provident  Institu- 
tion geliefertes  Material,  einer  Gesellschaft,  die  1840  gebildet 
wurde  und  zwei  Abteilungen  hatte,  eine  fiir  Absolutisten  und 
eine  fiir  Nichtabsolutisten.  Von  mehreren  Seiten  ist  das  cr- 
haltene  Resultat  einer  oingehenden  Kritik  unterzogen  worden. 
Ich  verweise  in  dieser  Beziehung  auf  die  Abhandlung  Dr. 
Andraes.-  Das  Material  ist  iibrigens  nicht  nach  der  Anzahl 
durchlebter  Versicherungsjahre  gruppiert  und  gibt  deshalb 
vem  Lebensversicherungsstandpunkt  kein  klares  Bild  iiber 
den  Sterblichkeitsverlauf. 

Die  folgende  Untersuchung-'  diirfte  deshalb  als  die  erste 
ihrer  Art  zu  betrachten  sein,  teils  weil  sie  sich  auf  ein  Ma- 
terial   stiitzt,    das    Personen    enthält,    von  denen  man  durch 


'  Vol.  XXXVnr.   I'art.  III.  Seito  -Jl^. 

-  Berichte  des  fiinftcn  internationalen  Kongresses  fiir  Veisielieruiigs- 
wissenschaft,  S.  491,  Berlin   1906. 

''  Siehe :  Undersökning  av  dödligheten  lios  li\  förf-äkrade  niedlemniar 
av  I.  O.  G.  T.  1889—1917.  Stockholm  1919. 

IG —  I0I18.      S/:(nii]iiiarisk  Aläuaric-.tidshrifl.    10/0. 
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eine  strenge  Kontrolie  weiss,  dass  sie  Abstineiizler  gewesen 
sind,  teils  weil  die  Steiblichkeit  aiich  mit  Riicksicht  aiif  die 
Versicherungszeit  untersucht  wordeii  ist. 

Die  Lebensversicherungsfresellschaft  I.  O.  G.  T.  wurde 
iiii  .lahie  1916  gebildct,  indem  oin  älterer  Vcrein,  auf  Uralage- 
verfahren  gebaut,  Good  Templar  Ordens  Självhjälpsförening 
(Selbsthilfsvereiii),  umgebildet  wurde.  und  orhielt  von  dor 
Behörden  festgesetzte  Rechnnngsgriiiid lagen. 

Der  Selbsthiifsvercfin  wurde  am  I.  .Mai  1889  mit  dem 
Zwecke  gegriindet,  l)ei  dem  Tode  eines  Mitgliedes  durcb 
T5eitragserhebungen,  jedoch  höclistens  2.000  Kr.,  auszuzahlen. 
Im  Laufe  der  Jabre  wurden  zur  Stärkung  des  Vereins  gewisse 
Statutenveränderungen  vorgenommen.  So  wurden  im  Jabre 
1899  gewisse  feste  Umscbläge  in  Altersklassen  von  10  zu  10 
Jabren  festgestellt,  wodurcli  Gelegenbeit  zur  Bildung  eines 
Reservefonds  bereitet  werden  sollte.  Weiter  wurden  die 
Bedingungen  fiir  den  Eintritt  u.  a.  m.  verscbärft.  Am  1.  Juli 
1914  gab  der  Verein  das  Beitragserbebungss\'stem  auf  und 
bildete  seine  Wirksatnbeit  auf  rersicherungstecbniscber  (.«rund- 
lagen  mit  Prämien  und  Prämienreserve,  berecbnet  auf  Grund 
der  allgemeinen  sebwediscben  Sterblicbkeitstabelle  fiir  Männer 
1881—1890  und  4%  Zinsen,  um.  191(5  wurde  der  Verein  in  eine 
Versicberungsgesellscbaft  umgewandelt.  In  den  ersten  beiden 
Jabren  des  Bestebens  des  Vereins  war  keine  ärztlicbe  Unter- 
sucluing  erforderbcb,  1891  wurde  aber  eine  solcbc  nacb  einem 
kurzgefassten  Formulär  eingefiibrt. 

Als  Zäbleinbeit  ist  die  Versicherung  angewendet  wor- 
den,  welobe  Einbeit  bierbei  nabezu  mit  versicberter  Person  zu- 
sammenfallen  diirfte.  Die  Untersucbung  umfasst  17,721  Ver- 
sicberungen,  davon  10,099  mit  ärztlicber  Untersucbung  und 
7,622  obne  eine  solcbe.  Versicberte  Männlicbe  waren  12,672 
und   Weiblicbe  5,049. 

Da  das  Material  zu  gering  war,  um  eine  Einteilung  der 
Versicberten  mit  uiid  obne  ärztlicbe  Untersticbung  zu  ge- 
statten,  und  da  das  friiber  fiir  die  ärztlicben  Gutacbton 
angewendete  Formulär  verbältnismässig  einfacb  war,  sind  die 
beiden  Gruppen  zusammengefasst  worden. 

Die  Anzabl  ]5eobaclitungsjabre  und  die  Anzabl  Tode.sfiille 
fiir  Männlicbe  uiul  AVeiblicbe  gebt  aus  der  folgenden  Tabelle 
bervor. 
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Anzahl  Beobachtungsjahre 


Versicherungsjahre 

Summe 

0—9 

10-28 

Jlännliche 

85,084 

63,957 

149,041 

Weibliche 

37,335 

18,532 

65,867 

1-22,419 

92,489 

214,908 

Männliche 
Weibliche 


Anzahl  Todesfälle: 

Versicherungsjahre 
0—9  10—28 

573  949 

281  412 


854 


1.361 


Summe 

1 ,522 

693 

2,215 


Zuerst  wurde  eine  Untersuchung  vorgenommen,  ob  in 
der  Sterblichkeit  zwischen  Männlichen  und  Weiblichen  ein 
grösserer  Unterschied  vorhanden  sei.  Ich  verglich  die  Ag- 
gregatsterblichkeit  besonders  fiir  Männliche  und  besonders 
fiir  Weibliche  mit  der  Aggregatsterblichkeit  fiir  Männliche 
naeh  der  Tabelle  der  17  schvvedischen  Gesellschaften,  einfache 
Lebensversicheriingen.  Der  Vergleich  ergab  folgende  Resul- 
tate: 


Anzahl  Todesfälle 


Beobachtete    Berechnete 


Männliche  1,522  2,023,50 

Männliche  u.  Weibliche     2,214  2,941,76 


Diff. 

O' 
/O 

-24,78 
-24,74 


Es  erwies  sich  sorait,  dass  die  Sterblichkeit  der  Weib- 
lichen, eigentiimlicherweise,  dieselbe  wie  die  der  Männlichen 
ist.  Das  ganze  Material  fiir  Männliche  und  Weibliche  wurde 
deshalb  zusammengefiihrt,  wodurch  ich  ein  grösseres  Beob- 
achtungsmaterial  erhielt. 

Um  eine  unmittelbare  Vorstellung  von  dem  Einfluss  der 
Versicherungszeit  auf  die  Sterblichkeit  zu  erhalten,  wurde 
ein  summarischer  Vergleich  zwischen  der  beobachteten  Sterb- 
lichkeit (Männliche  und  Weibliche  zusammengefiihrt)  und  der 
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nach  der  Tabelle  der  17  .schwedischen  Gesellschaften  berech- 
ncteii,  einfache  Lebensversicliemng,  gemarht. 

Vergleich  zwischen  der  heohachtetcn  riml  der  herechneten 
SlerhefäUe  nach  den  Erfahrun(/en  der  17  scfiioedischen  Gesell- 
sckaften.  Selektionstafel,  einfache  Lebensversicherung . 


Beob. 
Berechn. 
Cberstorbl.     \\ 
Untersterbl.  —  I 


Aii/.alil   ziiriic 

•k; 

sel 

ogto  paiize  Vcrsi 

c-heniiigsjul 

l.re             j 

(1 

i 

2                   3 

4 

.") 

08 

1>2 

!lii                 SO 

10") 

82 

5-2.6:; 

07.91 

77.80           84,91 

00,54 

U4,2S 

f  29.20 

+  35,47 

-f 

23,;i9          -rl.2S 

-1-  1  5.97 

-13.03 

Anz 

alil  ziiriic 

ikgelegto 

s 

gai 

nze  Versicheriingsjal 

Il  10 

Cl 

'.1 

11-  '.1 

Kl -28 

81 

09 

79 

95 

853 

1,301 

98, 

,79 

103,2:j 

109..VJ 

115,19 

894, 7S 

2,020,09  ' 

,99 

-33,10 

-27.87 

-17.5.1 

-4,07 

-32.03 

Beob. 

I  Beri-chn. 

i  Uberstorbl.   +  \ 

;  Untersterbl.  — 

Zu  unserer  t''l)errascluinfi  finden  wir  hier.  da.ss  eine 
Selektionssterblioliheif  kauni  e.xistiert.  Der  Vergleicli  ergibt 
das  Resultat,  dass  in  den  fiinf  ersten  Versicherungsjahren 
eine  beträolitb'che  nber.stcrblichkeit  auftritt,  dic  im  /weiten 
Ver.-;iehernngsjahre  ihr  ^laxinuini  mit  ;i5,4:"o  erreicht.  Voni 
siebenten  Versicherungsjahre  an  iritt  ein  entgegengesetztes  Ver- 
hältnis  ein,  indeni  die  beobacht''te  »Stei-bliclikeit  bedeutend 
niedriger  wird,  mit  eineni  Maximum  der  Unterstei  bliclikeit 
von  .S3,  ir,  ".,  ira  siebenten  Versicherungsjabie.  In  den  10 
ersten  Versieberungsjabren  betriigt  die  T^ntersterbbelikeit  im 
\'ergleicb  mit  der  tSterbHebkeit.stabelle  der  17  schwedij^clien 
(lesellschaften,  einfache  Lebensversicherung,  im  Durchschnitt 
nur  4,»;7  "„.  In  den  folgendcn  Vcrsiolicrungsjahren  wird  (b'e 
Untersterblichkeil  btdciitend  und  beträgt  32,t..n  %.  Wenn  auch 
die  beidon  Tafebi,  w  le  im  folgenden  näher  gezeigt  wcrden  .soll, 
infolge  der  Zu.'<ammensetziing  de.'»  Materials  nicbt  vergleichbar 
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sind,    so    ergibt    sich  hieraus  doch,    dass   eine  scharf  hervor- 
tretende  Selektion  nicht  vorhanden  ist. 

Ich  beschloss  deshalb,  wenigstens  zu  Anfang  einen  Aus- 
gleich  fiir  eine  Aggregattabelle  vorzunehmen  und  mit  dieser 
eine  Untersuchiing  auszufiihren,  ob  wirkiich  eine  Selektion 
vorhanden  sei.  Bei  diesem  Ausgleich  wendete  icli  die  King- 
Hardysche  Metliode  an,  die,  wie  ich  aus  friiheren  guten  Er- 
fahrnngen  wusste,  oft  schnell  zum  Ziele  fiihrt.  Fiir  die  Make- 
hamschen  Konstanten  fanden  sich  folgende  Werte: 

a  =  O,  o  o  4  5  0  6  3, 
h  =  0,0  0  00  1  63'J, 
]0g   c  ==  0,048  5  5  43. 

Die  Ubereinstiramung  zwischen  der  Anzahl  beobachteter 
Sterbefälle  und  den  nach  der  ausgefiihrten  ausgeglichenen 
Aggregattabelle  bercchneten  war  ausserordenth'cii  gut.  Die 
Anzahl  beobachteter  Todesfälle  ist  2,215  gegen  berechnete 
2,246,42  (—  1,4  %). 

Auf  Grund  dieser  konstruierten  Aggregattabelle  habe  ich 
einen  Vergleich  zwischen  der  in  jedem  Versicherungsjahr 
beobachteten  und  der  nach  der  Aggregattabelle  bereehneten 
Sterbliclikeit  gemacht.  Aus  dem  Vergleich  geht  unzweideutig 
hervor,  dass,  vom  ersten  Versicherungsjahre  natiirlich  ab- 
gesehen,  keine  eigentliche  Selektion  vorhanden  ist.  Als 
Schlusstabelle  nach  dem  10.  Versicherungsjahre  lässt  die 
Aggregattabelle  niclits  zu  wiinschen  iibrig.  Die  tjbereinstim- 
mung  in  den  10  ersten  Versicherungsjahren  ist  ebenfalls  eine 
iiberraschend  gute.  Das  fiinfte  Versicherungsjahr  weist  zwar 
eine  bedeutende  Ijbersterblichkeit  auf,  dieselbe  Avird  aber 
durch  eine  entsprechende  Untersterblichkeit  im  8.  und  9. 
Versicherungsjahre  aufgewogen.  Der  Verlauf  beim  Vergleich 
ist  im  grossen  ganzen  fiir  das  ganze  Material  zusanimen  (Männ- 
liche  und  Weibliche)  wie  fiir  Männliche  allein,  ziemlich  gleich- 
artig.  Die  Aggregattabelle  ist,  wie  gesagt,  auf  Cirund  des 
ganzen  ^Materials  konstruiert. 

Im  grossen  ganzen  (vom  ersten  Versicherungsjahre  natiir- 
lich abgesehen)  können  wir  hier  nicht  von  einer  scharf  hervor- 
tretenden  Selektion  sprechen,  wenn  eine  Aggregattabelle  sich 
so  gut  der  Sterblichkeit  in  den  verschiedenen  Versicherungs- 
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Vergleich  zwischen  der  heohachteten  Sterbefälle  iinJ  der  he- 
rrchneten  nach  der  Ansgleichung. 

Anzahl  ganze  Versicherungsjuhre 

n  1  ■_'  :i  1 


Beob. 

08 

9-J 

9C. 

86 

10  j 

83 

Bereclin. 

100,707 

91,634 

87,282 

84,913 

83,984 

83.191 

fbersterbl.    +1 
Untersterbl.  -/ 

-  32,48 

-f  0,40 

+  9,0!) 

+  1,28 

+  25,02 

-0,23 

Anzahl  ganze  Versicherungsjahre 

7  8  9  0—9  10-2S 


Beob. 

SI 

C9 

79 

95 

854 

1,3G1 

Bereciin. 

82,599 

81.921 

82.440 

82.99S 

8C)1,G7:. 

1.384.734 

fbersterbl.   +| 
Untersterbl.  —  I 

-1.94 

-15.77 

-4. IS 

-  14,40 

-0.89 

-1,71 

jahren  anschiiiiegt.  Hier  liegt  offenbar  ein  Fall  vor,  wo  Selek- 
tionstafeln  nicht  umvendbar  sind.  Ich  habe  es  deshalb  niclit 
fiir  der  Miilie  wert  gehaltcn,  abgestufte  Tafelii  zu  konstruieren. 
Durch  einen  Vergleich  mit  der  Sterblichkeit  nacli  den 
Erfaliningen  der  17  schwodisclien  Gesellscliaften  (Lebens- 
ver.sicberuiig)  habeii  wir  bei  dem  hier  behandelteii  Material 
nach  dem  fiinften  Versicherungsjahre  iind  vor  allem  vom 
elften  an,  eine  bedeutende  Untersterblichkeit  gefunden.  Dieses 
Resultat  diirfte  indessen  in  einem  hohen  CJrade  darauf  be- 
ruhen,  dass  das  beiderseitige  Material  stark  ungleichartig 
ist.  Solche  Vergleiche  miissen  natiirlich,  um  Wert  zu  be- 
sitzen,  zwischen  Material,  da«  gleichartig  ist,  aus  derselben 
Zcit  stammt,  gleiclmrtige  Volksklasscn  bctrifft  und  auf  den- 
selben  Versicherungsbedingungen  aufgebaut  ist,  vorgenommen 
werden.  Das  Material  der  17  schwedischen  Ccsellschaften 
umfasst  einen  Zeitrauni  von  nah.ezu  fiinfzig  Jahren  und  ist 
stark  heterogen.  Es  ist  deshalb  nicht  verwunderlich,  dass 
die  Sterblichkeit  nach  ihin  bedeutend  grösser  ist.  Es  ist 
natiirlich  scinvcr.  urn  niclit  zu  sägen  uniniighch,  ein  ^latcrial 
zu  finrloii.  mit   (Icin  ein  berechtigter  Vergleich  angestellt  wci- 
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den  k-ann.  Eine  naheliegende  Tafel  hierbei  ist  vielleicht  die 
von  Dr.  Palmqvist  auf  Grund  der  Erfahrungen  betr.  die  der 
Sterblichkeit  der  Karenzversicherten  ausgefiilirte.  Dieses 
Material  umfasst  ungefähr  dieselbe  Zeit,  wie  die  hier  vor- 
liegende,  aber  walirscheinlich  nicht  dieselben  Volksklassen. 
Die  Karenzversicherten  bestehen  Iiauptsächlich  ans  Industrie- 
arbeitern,  den  breiteren  Schichten  in  Städten  und  Industrie- 
zentren,    während    die  Klientel  der  Versicherungsgesellschaft 

I.  O.  G.  T.  zu  einem  nicht  unbeträchtlichen  Teile  aus  der 
gesundesten  Landbevölkerung,  kleinen  Handwerkern,  Lehrern 

II.  a.  besteht.  Ausserdem  sind  ■'/'•*  der  bei  I.  O.  G.  T.  Ver- 
sicherten  einer  mehr  öder  weniger  sorgfälligen  ärztlichen 
Untersuchung  unterzogen  worden,  nahezu  30  %  bestehen  auch 
aus  Frauen.  Schon  im  voraus  miissen  wir  deshalb  bei  den 
Karenzversicherten  eine  höhere  Sterblichkeit  erwarten.  Der 
Vergleich  zwischen  den  Aggregattabellen  ergibt  eine  um  10,7  7  % 
grössere  Sterblichkeit  bei  den  Karenzversicherten,  als  bei  den 
in  I.  O.  G.  T.  Versicherten.  Ein  Vergleich  nach  Versiche- 
rungsjahren  gibt  bei  I.  O.  G.  T.  eine  Untersterblichkeit  von 
7,2  %  in  den  zehn  ersten  Versicherungsjahren  und  von  21,53  % 
in  den  darauffolcenden  Jahren  als  Resultat. 


Vergleich    zivischen   den    beobachteteu    Sterbejällen  h7id  den 
berechneten  nach  Karenzversicherimg . 


Anzahl 

ganze  Versicherun 

gsjahre 

0 

1 

o 

3 

4 

5 

Beob. 

67 

! 
92 

96 

86 

104 

83 

Berechn. 

65,584 

88,646 

97,248 

97,099 

94,699 

90,801 

Ubersterbl. 
Untersterbl. 

:i 

+  2,16 

+    3,78 

-1,28 

-11,43 

+  9,86 

-8,59 

Anziihl 

ganze  V 

ersicherun 

gsjahre 

G 

7 

8 

9 

0—9 

10-28 

Beob. 

80 

08 

79 

93 

848 

'l,361 

Berechn. 

89,412 

91,967, 

90,718 

101,007 

913,811 

1,734,399 

Ubersterbl. 
Untersterbl 

:} 

-10,53 

-20,06 

-18,32 

-8,52 

-7,20 

-21,53 
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Scliliesslich  habe  ieh  noch  einen  Vergleich  angestelit, 
UTifl  zwar  tnit  eineni  Material,  (las  meiner  Ansieht  nach  dem 
hier  vorliegenden  wahrscheinlich  ganz  nahe  steht.  Ein  Ver- 
gleich ist  mit  (lem  Material  der  17  scliwedischen  (iesellschaf- 
ten  uiiter  Versiclierten  nach  gemischter  Versicherung  ausge- 
fiihrt  worden,  Dieses  Material  stammt  zum  grösseren  Teile 
ans  den  Jahren  1880  — 190G  und  diirfte  gesundere  und  im 
gauzen  besser  gestellte  (Jesellschaftsklasscn  umfassen.  Das 
Material  von  I.  O.  G.  T.  erstreckt  sich  indessen  elf  Jahre 
länger  hinaus,  bis  1917,  und  die  seUulare  Verbesserung  der 
Lebenslänge  muss  ja  somit  hervortreten,  weshalb  hier  bei 
I.  O.  G.  T.  eine  etwas  geringere  Sterblichkeit  zu  erwarten 
i-st.  Auch  hier  tritt  eine  klar  markierte  tlbersterblichkeit 
in  den  fiinf  ersten  Versicherungsjahren  anf.  In  den  zehn 
ersten  Versicherungsjahren  ist  die  Sterblichkeit  bei  I.  O.  G.  T. 

Vergleich  zwischen  den  beobacJiteten  SterhefäUen  und  den 
Jierechneten  nach  den  Erfahrnngen  der  17  schwedischen  Gesell- 
■<ichaffen,  gemischte  Versichernngen . 


Beob. 
Bereclii». 
rbersterbl.   +^ 
Untersterbl.  -  / 


Beob. 
Berechn. 
Cbersterbl.    + 
Untersterbl.  — 


0 

Anzalil  gaiize  ^' 
1                   -2 

ersiclierun 

gsjalire 

3 

4 

5         1 

6;> 

92 

90 

80 

105 

83 

57,13 

67,46 

74.85 

80,23 

84.75 

88.23 

+  10,02 

+  30,.-?  8 

+  2S,2G 

+  7,20 

+  23,89 

-  5.93 

Aiiziih 

1  grtnze   V 

orsiclieruTi 

gsjalire 

i; 

7 

- 

;i 

(1      ;  1 

10— -JS 

SI 

r.9 

79 

95 

SÖ  4 

1 
1.301 

'.to. 0.5 

92.99 

90,02 

98,92 

831,52 

1,028,93  i 

-10,9» 

-25,7!» 

-  17.::^ 

3,97 

+  2,70 

-10,4.-,  : 

2,217 
2,400.45 
-  9  >>s 
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im  Durchschnitt  2,:%  liöher,  um  dann  in  den  darauf- 
folgenden  in  einc  um  16,45  ?o  niedrigere  iiberzugehen.  In 
sämtlichen  Versicherungsjahren  sind  2,215  Todesfälle  gegcn 
2,460  berechnete  eingetroffen,  was  einer  Unterstciblichkeit 
von  9,!)s  %  entspricht. 


tJber  die  Konstruktion  der  Ausscheidetafel 
der  Aktiven. 

Von  Dr.   1'liil.   K.   A.   Hiiitikka,  Helsingfors. 

Tn  der  technischen  Behandlung  der  Invaliden-  öder 
Krankenversicherung  koramt  die  Aufgabe  vor,  aus  der  Gnippe 
der  Lebenden  die  Gruppe  der  Aktiven  auszuscheiden.  Dies 
wird  in  der  Praxis  vielleicht  ausnahmslos  derart  aiisgefiihrt, 
dass  die  Gruppe  derjenigen  Invaliden  gleichen  i\lters,  welche 
im  Laufe  cines  Jahres  invalid  werden,  weiter  Jahr  fiir  Jabr 
verfolgt  wird.  Angonommen,  dass  die  An/alil  der  Aktiven 
in  einem  Zeitpunkt  gegeben  ist,  lässt  sioh  vermittels  der  ge- 
gebenen  Wahrscheinlichkeiten  die  Anzabl  der  während  eines 
Jahres  invalid  Gewordenen  iind  am  Ende  des  ersten  Jahres 
nnd  späterer  Jahre  lebenden  Invaliden  erraitteln.  Die  Aus- 
scheidetafel der  Aktiven  wird  auf  diese  Weise  Schritt  fiir 
Sch  ritt  von  dem  jiingsten  Alter  zu  den  höheren  weiter  auf- 
gebaut. 

Die  Konstruktion  der  Tafel  känn  auch  mit  Iliilfe  auf- 
einander  folgender  Nähorungswerte  durchgefiihrt  werden. 
Was  die  Rechenarbeit  betrifft,  ist  die  Methode  durchaus  mög- 
lifh  und  besonders,  wenn  es  nur  auf  die  ganze  (!ruj)]"»e  der 
lel)ondon  Aktiven,  nicht  auf  die  einzelnen  Jahreskontingente 
der  lebenden  Invaliden  ankommt,  soUte  dieselbe  keineswegs 
niiihsunier  sein  als  die  elwas  umstiindliche  obcn  beschriebene. 

Die  Anzahl  der  Lel)on(k'n  /(j-i+^  zcifiiUt  in  die  An/.ahlder  Ak- 
tiven /('h+^  '"^'^  ^^''''   Invaliden  /'|  ,_., 

(1)  Q+»  +  Q+,^^\^\+*- 
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Es  sei  V[x\+t  die  Invalidisierungsstärke  und  2^^:]+/  2  ^^^  Wahr- 
scheinlichkeit,  dass  ein  im  Zeitpunkt  [x]  +  t  invalid  geworde- 
ner  Versicherter  nach  z  Jahren  vom  Anfang  der  Versiclierung 
noch  als  Invalider  lebt.     Die  Anzahl  der  Invaliden  ist 


^-^  C]+.=  I  C]+<-^'txi+^.?ti+/,.f^'- 


Wenn  dieser  Ausdriick  in  die  Gleichung  (1)  eingefiihrt  wird, 
so  erhält  man 


b 
wo 

(4)  N{t,z;x)  =  V[^i+f.pl^^^f^^ 

ist. 

Um  die  Ausscheidetafel  der  Akti  ven  zu  konstruieren  nniss 
also    die    Gleichung    (3)    aufgelöst    werden,   wo  die  Funktion 

l"'\^  als  die  einzige  Unbekannte  zu  betrachten  ist.  Die  Glei- 
chung  gehört  zu  der  unter  dem  Namen  Volterrasclie  Integral- 
gleichung  zweiter  Art  bekannten  und  untersuchten  Klasse 
von  Funktionalgleiclmngen  und  känn  durch  aufeinander  fol- 
gende  Näherungswerte  aufgelöst  werden.  Die  einzige  Bedin- 
gung  fiir  die  gleichmässige  Konvergenz  der  Lösung  ist,  dass 
die  bekannte  Funktion,  I[x]+z,  und  der  Kern  der  Gleichung. 
N{t,z;x),  endliche  Werte  besitzen,  welche  Bedingungen  of- 
f enbär  erfiillt  sind. 

Wenn  eine  Aggregatsterbetafel  und  eine  von  der  verflos- 
senen  Versioherungszeit  unabhängige  Invalidisierungsstärke 
zu  den  Rechnungsgrundlagen  gewählt  worden  sind,  können 
die  obigen  Gleichungen  durch  die  einfacheren 

(1*)  r+r  =  ix, 
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(2*) 


r:  =  j  i:'N{z,x)dz^ 


(3*) 
(4*) 


ersetzt  werden,  wenn  //  .  die  Wahrscheinlicljkeit  bedeutet, 
dass  ein  im  Alter  ;:  invalid  (iewordener  ini  Alter  x  noch  als 
Invalider  lebt. 

Die    unbekannte    Funktion  der  CJleichung  (3*)  ist  in  der 
Form  einer  iinendlichen  gleichmässig  konvergenten  Reihe 


(5) 


C='fu(-t-)+Y:(^)+'/:U)  + 


darstellbar,    wenn    die    (!lieder  der  Reihe  in  folgender  Weise 
definiert   werden: 


<A(^)  =  -  lrAz)N{z,x)dz, 


(6) 


'/'2  (a:)  =  —  I  '/ 1  (2)  iV  {z ,  x)  (Iz , 


Der  er.st(»  Nälierungswert  der  .Aktivon  ist  also  die  Anzalil 
der  Lebcnden,  ])as  /weite  (ilied  känn  als  die  negative  An- 
zalil der  Invaliden  aufgefasst  werden,  wenn  dieselbe  unter  der 
Annalitnc  hergeleitet  wird,  dass  alle  Lebenden  aktiv  sind. 
J)as  dritte  (died  7,  ist  eine  Korrektion  z»i  der  Anzalil  der 
erhaltenen    Invaliden,    welclie    Korrektion    so  crhalten  wird, 
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flass  die  ersten  unkorrigierten  Invaliden  als  Aktive  betrach- 
tet  werden.  Das  vierte  Glied  ist  eine  neue  Verbesserung 
u.  s.  w. 

Die  Ordnung  der  aufeinander  folgenden  Glieder  7  ist  die- 
selbe  wie  die  der  Potenzen  der  Invalidisierungsstärke  v.  Weil 
diese  im  allgemeinen  eine  kleine  Grösse  ist,  wird  die  Reihe 
(5)  in  gewöhnlichen  Fallen  rascli  konvergieren. 

Von  den  statistisclien  Grundzahlen  ist  die  Anzahl  der 
Lebenden  gegeben,  und  die  Wahrscheinlichkeiten  f^  ^  können 
ohne  Miihe  aus  den  gegebenen  Ausscheidekoeffizienten  <>[x\^t 
der  Invaliden  erhalten  werden.  Anstått  der  Invalidisierungs- 
stärke Vz  ist  gewöhnlioh  die  entsprechende  Wahrscheinlich- 
keit  iz  wälirend  eines  Jahres  invalid  zu  werden  gegeben,  Ist 
die  Annahme  zulässig,  dass  bei  der  Behandlung  des  statis- 
tisclien Materials  die  letztgenannte  mit  Beriicksicbtigung  der 
Abnahme  der  Akti  ven  durch  Todesfälle  berechnet  worden  ist, 
so  känn,  wenn  eine  theoretisch  strenge  Behandlung  erwiinscht 
wird,  die  Invalidisierungsstärke  aus  der  Formel 


_  _  log  ( 1  —  u)  +  log  ( 1  —  i^ 
2loge 


öder  n()tigenfalls  aus  einer  genaueren  hergeleitet  werden. 

Die  Werte  des  Kernes  N{z,x)s,\viå  fiir  ganzzahlige  Wert- 
paare  der  Variabeln  (z,x)  gegeben.  Werden  diese  in  eine 
Tafel  mit  doppeltem  Eingang  geordnet,  z.  B.  in  der  Weise, 
dass  auf  einer  und  derselben  Zeile  z  und  auf  einer  Spalte  x 
unverändert  bleibt,  so  lassen  sich  die  Glieder  (0)  durch  Inte- 
gration längs  den  Spalten  bis  zu  dem  höchsten  Alter  berech- 
nen,  wenn  vor  der  Integration  die  Zahlen  einer  Zeile  mit  dem 
dem  Alter  der  Zeile  entsprechenden  Wert  des  nächst  voran- 
gehenden  Gliedes  7   multipliziert  werden. 

Zur  Illustration  der  Konvergenz  der  Reihe  (5)  seien  fol- 
gende  Zahlen  angefiihrt,  welche  bei  der  Ausfiihrung  vorbe- 
reitender  Rechnungen  fiir  das  finnische  Komitee  zur  Orga- 
nisation einer  allgemeinen  Sozialversicherung  erhalten  worden 
sind.  Als  Ausgangspunkt  diente  die  Annahme,  da^^s  alle  Le- 
benden des  Alters  15  aktiv  sind. 
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I 

?" 

'fl 

"i 

".-. 

'f  1 

'-. 

f '■ 

15 

72  000 

25 

07  763 

-  167,6 

+  0,2 

35 

03  030 

C.IO.S 

3,8 

45 

57  030 

1  505,8 

21,2 

-  0,2 

55 

49  941 

4  524,3 

235,2 

8,9 

+  0,1 

05 

37  020 

16  810,4 

4  079,4 

094,6 

85,7 

-9.5 

+  0,8 

Von  den  benutzten  Recliniingsgrundlagen  enthcält  unten 
stehende  Tabelle  Zahlenbeispiele. 


1   X 

1  000  7  ^ 

1000  i 

1 

'JO^  n^j+< 

/  0 

5 

11 

15 

4,05 

0,0 

052,5 

74,0 

20,5 

25 

7,13 

1,0 

527,0 

00,5 

26,8 

35 

7.ÖC 

:^,() 

412,8 

59,0 

29,4 

45 

11,00 

0,2 

303.3 

54,0 

36,7 

55 

19,81 

20,0 

200,3 

51,7 

59,5 

05 

41,42 

93,0 

124,5 

70,0 

109,5 

Die  benutzte  Sterblichkeit  ist  diejenige  der  niännlichen 
Bevölkerung  Finnlands  in  den  Jahren  1901 — 1910,  die  Wahr- 
scheinliclikeiten  ix  invalid  zii  wcrden  sind  die  ans  der  Erfah- 
rung  der  Jahre  1906 — 1908  in  der  deutschen  Reichsversiche- 
rung  hergeleiteten  und  die  Ansscheidekoeffizienten  der  Inva- 
liden *i\x\-k-t  ebenso  die  deutschen  der  Jahre  1891  — 1899.  Die 
letztgenannten  sind  etwas  modifiziert,  teils  um  eine  bessere 
Obereinstimmung  mit  den  Sterblichkeitsverhältnissen  Finn- 
lands und  teils  uni  eine  Sicherheitsbelastung  zu  orhalten. 
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monwealth  bureau  of  statistics),  and  is  thus  a  first  serious  attempt  from 
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values,  their  adjustment  and  analysis;  VI  Sunimation  and  integration 
for  statistical  aggregates;  VII  The  place  of  graphics  and  smoothing  in 
the  analysis  of  population-statistics;  VIII  Conspectus  of  population- 
characters;  IX  Population  in  aggregate,  and  its  distribution  accord- 
ing to  sex  and  age;  X  The  masculinity  of  population;  XI  Natality; 
XII  Xuptiality;  XIII  Fertility  and  fecundity  and  reproductive  effici- 
ency;  XIV  Complex  elements  of  fertility  and  fecundity;  XV  Mortality; 
XVI  Migration;  XVII  Miscellaneous;  XVIII  Conclusion. —  Of  the  pro- 
nouncements  of  a  general  character  in  the  introduction  we  may  quote: 
«The  ideal  theory  of  population  is  one  which  would  enable  the  statis- 
tician  not  only  to  determine  detinitely  the  infiuences  thereupon  of  var- 
ious  elements  of  human  development,  and  of  phenomena  of  Nature. 
but  also  to  examine  all  facts  of  interest  to  mankind,  as  they  stånd  in 
relation  to  population.  And,  however  hopeless  may  be  the  expectations 
of  establishiug  such  a  theory  with  meticulous  precision  and  in  all 
detail,  it  nevertJieless  remains  true  that  fluctuations  of  population 
can    offen    he    adequatelij    imderstood  only  when  analysed  hy  means 


248 

o/'  definUf  muthcmaticul  cu)uc2dioiif<^  3Ioreover  siiico  all  iiiiportaiit 
facts  coiiccrning  population  are  susceptible  of  nunierical  exprcssion, 
aiialytical  coiRTjjtions  fonuulated  for  tlie  ijurjiose  of  giviiip  cxactitudc 
to  a  kiio\vk'df,'c  of  its  variations  sliould  be  idtimately  cast.  if  pos- 
sible,  ill  a  iiiatlicniatical  iiioiild.  Witli  wiiicli  iiroiioiinceiiioiit  wc 
lioartily  agree. 

If  iiiay  at  once  be  statcd  that  iii  tlic  opinion  of  tbo  rovicwer  tbo 
worU  of  }>lv.  IvNiitiiS  contains  very  niucli  that  is  of  general  interest  to 
tlip  statistician.  And  though  it  is  from  didactic  points  of  view  soniewhat 
licavily  niouldod.  it  nevcrtheiess  contains  portions  whicli  are  very 
biilliantly  workod  out.  as  well  as  problems  elegantly  treated.  On 
tlic  whole  tlie  work  bears  tlie  stamp  of  an  al»le  niatliematician. 

Tlic  work  is,  liowcver,  open  to  ditferent  (dijcctions  and  \ari(»u> 
criticisnis.  And  liow  eoidd  it  be  otlierwiso.  eonsidcring  tlie  wide  scoi>e 
of  thc  sclicme  and  the  difticnlties  of  tlie  task  to  be  masteredV  In  tlie 
first  place  criticism  bas  to  observc  wliat  tbe  \York  does  not  con- 
tain,  and  thcn  to  examine  tlie  Haws  in  that  wliicli  it  docs  contain.  In 
the  tirst  respect  there  is,  indeed.  niiicli  to  be  desired.  We  miss  in 
the  work  everythiiig  about  1  the  tlieoiy  of  saiiii)liiig.  2)  the  tlieory  of 
correlation.  Xo  theory  of  poinilation  can  ever  be  i)r()i)eily  written  without 
refereiice  to  tliose  two  fundamental  coiieei)tioiis.  The  theory  of  samp- 
ling bas  reached  a  higli  state  of  perfectioii  thiough  the  work  of  var- 
ious  authors,  of  whom  may  be  nientioned  Hoktkiewicz,  Chaijliek, 
EnoEwouTii,  Lexis,  I^eausiin,  T.siiirriiow  and  Yule.  And  thc  theory  ot 
correlation  bas  been  far  advanced  by  tlie  English  and  Scandina- 
vian  statisticians.  Ileiiee  tliese  necessaiy  ingredicnts  could  liavc 
been  bad  ready  for  application  by  the  antlior.  On  the  whole 
the  cardiiial  fanlt  of  the  work  is  that  it  makes  all  too  little.  if  aiiy, 
refercnce  to  flir  fheorif  of  prohahilitji.  l>esides  it  is  a  fanlt  that,  as 
far  as  we  can  see,  the  work  is  eiitirely  of  a  <lescriptive  character. 
Thus  thc  author  states  that  «giveii  the  geometrical  form  or  graph  of 
a  series  of  resnlts,  the  mathematical  ex])ressioii  appropriate  to  repre- 
sent  it  will  be  recogni/ed  .  And  the  whole  treatise  is  earried  through 
in  strict  acttordanee  with  tliis  jjrinciple.  In  our  opinion,  however. 
there  ouglit  to  be  worked  ont.  for  a  theory  of  population,  i)erhaj».s 
alongside  of  sneli  a  descriptive  inethod,  a  f/fnrfir  metliod.  whicli  give> 
more  attention  to  the  natnre  of  the  matters  stndied.  NVliaf  the  author 
gives  as  theories  of  definite  objects,  for  instaiice  the  general  theory 
of  protogamic  and  gamic  snrfaces) ,  is  ofteii  no  theory  at  all,  but  only 
definitions  and  explanations  of  the  temiinology  (tliough  for  these  we 
liave  every  reason  to  be  grateful   (o  tlie  author). 

With  respect  to  wliaf  the  work  does  contain  we  shall  iiof  ciiter  into 
defails.  but  there  are  a  few  points  to  whicli  we  caiinot  forbear  calling  atten- 
tion. We  caniiot  see  the  rationale  of  the  process  whicli  the  antlior  terms 
/irojeclirc  tniumorftlmsis.  It  is  not,  iinless  we  liave  misunderstood  tln;  mat- 
ter,  the  same  as  that  lo  whicli  KnoEwoinii  lias  given  the  niwwronran  filat  inn. 

'  Itnlio^  l>v  VIS. 
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The  projective  aiiainoipliosis  consists  in  projectiiig  tlie  normal  frc(inency 
(•urve  on  to  a  plane  or  curvecl  surface.  Evidently  it  is  tlie  same  as  substi- 
tuting  tlie  variable  x  of  the  normal  curvc  for  a  function  of  a  new 
variable,  i.  e.  a;  =  /"(i")-  But  the  new  curve  is  then  not  the  curve  of 
distribution    of   %.    -To    this    end  the  result  of  the  substitution  would 

have    to    be    multiplied    by    ,^. ,    But  it  is,  indeed,  of  importance  that 

the  new  curve  obtained  should  stånd  in  the  same  relation  to  its  var- 
iable as  the  normal  curve  does  to  x,  i.  e.  in  the  relation  of  a  variate 
to  its  norm  of  distribution.     Otherwise  the  procedure  bas  no  meaning. 

Another  thing  to  which  we  object  is  the  smoothing  ont  of  the 
age-distribution  as  given  by  the  ceusus,  to  which  the  author  pays 
considerable  attention.  He  seems  to  regard  the  «zig-zag»  form  of  the 
age-distribution  as  wholly  dependent  on  mis-statement  in  the  ages. 
Thus  he  says  that  «It  is  obvious  that  the  'smoothed'  curve  must  be 
of  higher  accuracy  than  the  zig-zag  results,  since  there  are  strong 
reasons  for  believing  that  the  numbers  are  sufficiently  large  to  give 
a  'smooth  curve'».  We  do  not  know  liow  this  is  for  Australia,  but 
it  is  decidedly  not  so  for  various  other  countries.  In  Sweden,  for 
instance,  there  is  no  mis-statement  of  ages,  as  the  census  is  based  on 
the  ecclesiastical  registers.  But  nevertheless  we  have  a  very  conspi- 
cuous  zig-zag  form  of  the  age-distribution.  As  is  very  well  known,  this 
is  due  to  oscillations  from  year  to  year  in  the  absolute  numbers 
of  births,  which  are,  in  fact,  very  neatly  reflected  in  the  ups  and 
downs  of  the  age-distribution.  But  there  is,  on  the  whole,  nothing  to 
gain  by  smoothing  ont  tliese  ups  and  downs,  as  the  age-distribution 
is  of  interest  principally  in  comparing  with  the  corresponding  age 
frequencies  in  births,  marriages,  and  deaths  etc.  In  forming  the  quo- 
tients  of  a  fertility  table,  a  nuptiality  table  or  a  mortality  table,  it  is 
self-evident  that  the  «raw»  numbers  in  the  age-distribution  are  to  be 
used  as  denominators,  and  any  smoothing  out  to  be  done  must  be 
done  on  the  quotients  obtained,  or  on  any  series  derived  from  theni, 
sucli  as  the  column  ?  in  the  mortality  table  etc. 

In  respect  of  the  distribution  of  marriages  according  to  the  com- 
bined  ages  of  the  pairs  married,  it  could  have  been  desired  that  the 
first  marriages  had  been  treated  separately  from  re-marriages.  Re- 
garding  the  mathematical  form  of  the  «protogamic  surface»  and  the 
distribution  of  age-differences  I  think  very  much  more  could  be 
done.  I  may  here  refer  to  my  work  «Das  Heiratsalter  in  Schweden 
1891  —  1910»,  Lunds  Universitets  årsskrift  N.  F.  Avd.  2.  Bd  14. 
Nr.  18.  And  I  should  like  to  call  the  author's  attention  to  the  fact 
that  the  two  curves  joining  the  points  in  the  family  of  isogamic  and 
isoprotogamic  curves  where  they  have  tangents  paralleL  to  the  axes 
are  the  «regressions  of  the  modes»,  i.  e.  they  give  the  most  probable 
age  of  the  wife  for  any  given  age  of  the  husband,  and  vice  versa.  Simi- 
larly  the  curves  AB  and  AC  in  fig.  96  are  the  loci  of  the  age  of  the 
wife,-  giving  a  maximum  of  fertility  when  associated  with  a  husband 
of   given    age,    and    vice  versa.     Tliis  very  important  fact  the  author 

17  —  19218.     Skandinavisk  Aktuarietidskkift.    1919. 
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rcfers  to  in  a  ratlier  off-liaud  fasbion  by  telling  us  tbat  tbe  curves 
deiiote  *tbe  ages  wbere  small  differences  in  \hc  ages  of  ihc  hushunds* 
(or  icives  respectively)  <liavc  no  cffects  on  tlie  fertility  . 

By  far  tbe  most  weigbty  part  of  tbe  work  is  cbapters  XIII  and 
XIV,  wbere  tbe  autbor  gives  a  trcatment  of  tbe  elements  of  fertility 
and  fccundity.  Here  various  new  conceptions  of  very  great  value  are 
introduced  and  several  important  questions  are  investigated.  Of 
immcnse  interest  to  statisticians  are  tbe  data  brought  togetber  regard- 
iiig  fertility  as  depending  on  tbe  combined  ages  of  busbaud  and  wifc, 
and  tbe     diisogcns»  reproduccd  in  tig.  96. 

In  concluding,  it  may  be  said  tliat  tbe  work  of  Mr.  Kkibb.s, 
tbougb,  as  before  stated  and  demonstrated,  open  to  objections  and  criti- 
cism  in  principle  and  in  dctail,  must  nevertbeless  be  regarded  as  a 
very  important  step  towards  tbe  preparation  of  a  geueral  tbeory  ot 
population. 

S.  D.   WkkscU. 

Imlstilliny  fru  den  av  Den  norske  aktaarforcning  i  möte  den  7. 
mai  191iS  nedsatte  komitc  fil  utarbeidelse  av  nyt  heregningsgrundlaif 
for  livrentcr.     Fabritius  &  S0ner.     Kristiania  1919. 

Den  7  maj  1918  tillsatte  den  norska  aktuarieförcningcn  en  kom- 
mitté, bestående  av  aktuarierna  Gran,  Hesselberg,  Hoel,  Holtsmark 
ocb  Palmstr0m  för  framläggande  av  ett  slutligt  förslag  angäende  nya 
beräkningsgrunder  för  livränteförsäkring.  Denna  kommitté  bar  i  da- 
garna framlagt  sitt  betänkande. 

Kommittén  redogör  först  för  frågans  tidigare  bebandling  i  den 
norska  aktuarieföreningen  ocb  framlägger  därefter  förslag  dels  angående 
beräkningningsgrunder,  dels  angående  tilläggslivräntor,  dels  slutligen 
angående  beräkning  av  försäkringsfond  för  livräntor. 

Vid  avgivande  av  förslag  angående  val  av  dödligbetstabell  bar 
enigbet  inom  kommittén  icke  kunnat  uppnås,  i  det  att  flertalet  för- 
ordat en  selekt  dödligbetstabell  under  det  att  en  minoritet,  bestående 
av  aktuarierna  Gran  ocb  Holtsmark,  velat  tillämpa  en  aggregattabell. 
De  föreslagna  dödligbetstabellerna  äro,  Imvndsakligen  av  liänsyn  till 
beräkningen  av  livräntor  å  två  liv,  konstruerade  med  tillbjälp  av 
Makebams  formel  /<[xn-^  =  «/ + /^<c*+^  varvid  samma  c-vardc  använ- 
des för  män  ocb  kvinnor. 

För  kvinnor  bar  som  slutdödligbetstabell  föreslagits  den  av  en 
tidigare  kommitté  konstruerade  dödligbetstabcllcn,  för  män  bar  där- 
emot den  tidigare  föreslagna  tabellen  något  böjts. 

Efterföljande  tabell  utvisar  de  av  kommittén  föreslagna  dödlig- 
hetskoefticientenia  etter  sclektionstidens  slut.  jämförda  med  den  norska 
bcfolkningsdödligbeten  under  årtiondet  1900  —  1910. 


251 


Åldor 

Av  kommittén  föreslagna  död- 
lighetskoefficienter fr.  o.  m. 
ll:e  förs. -året.     7"" 

Dödligheten  i  Norge  under  år- 
tiondet  1900  —  1910. 
Dödlighetskoefficienter  °loo 

Kvinnor 

Män 

Kvinnor 

Män 

30 

3,93            i              4,75 

6,93                           7,57 

40 

5,01                          G,01 

7,73                           7,78 

50 

7,90                           9,35 

9,46                          11,11 

GO 

lö,6G                        18,30 

16,11                        19,14 

70 

36,23                       41,99 

37,13                        42,70 

80 

89,45                      102,93 

96,29                      10G,34 

90 

218,54                     -248,28 

218,48                       215,78 

100 

481,20 

543,48 

39G,00 

458,00 

För  att  erliålla  en  uiip.skattning  av  selektionens  inflytande  har 
uträknats  förhållandet  mellan  inträffat  antal  dödsfall  bland  kvinnliga 
livräntetagare  under  vart  och  ett  av  de  10  första  försäkringsåren  och 
det  beräknade  antalet  dödsfall  vid  tilläniiming  av  slutdödlighetsta- 
bellen. De  sålunda  erhållna  kvoterna  visade  sig  avtaga  med  åldern. 
Med  hänsyn  till  att  i  de  engelska  tabellerna  O'*""'  och  O^^^l  förhållan- 
det mellan  selektions-  och  slutdödligheten,  i  motsats  mot  vad  den  nor- 
ska undersökningen  utvisar,  växer  med  åldern,  föreslår  kommittén,  att 
detta  förhållande  antages  bero  enbart  av  antalet  tillryggalagda  för- 
säkringsår t  enligt  formeln 


."[-]±'^  1_  0,005  (10 -0^ 
fx+t 


På  grund  av  den  relation  mellan  dödlighetstabellerna  för  män  och 
kvinnor,  som  av  kommittén  föreslås,  blir  då  motsvarande  förhållande 
för  män  sjunkande  med  åldern. 

Kommittén  föreslår,  att  4  %  räntefot  lägges  till  grund  för  beräk- 
ningarna. Då  denna  räntefot  emellertid  ligger  betydligt  under  den 
räuteavkastning,  som  nu  kan  uppnås,  föreslår  kommittén,  att  en  vä- 
sentlig del  av  ränteviusten  godtgöres  försäkringstagarna  i  form  av 
tillägg  till  livräntorna. 

Betänkandet  innehåller  detaljerat  förslag  angående  tillägg  till 
premierna  för  bestridande  av  anskaffningskostnader  och  årliga  förvalt- 
ningskostnader. Vid  genast  börjande  livränta  utgör  förvaltuingstillägget 
15  %  av  livräntebeloppet  jämte  4  %  av  nettopremien. 

Såsom  redan  nämnts,  föreslår  kommittén,  att  räntevinsten  godtgöres 
livräntetagaren  i  form  av  tillägg  till  livräntan.  Räntevinsten  måste 
således  förutberäknas.     Med  hänsyn  till  penningemarknadens  nuvarande 
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ställniiiL,'  anser  komniitléii,  att  till  grund  för  denna  förutberäkning  för 
närvarande  kan  för  de  10  första  åren  liiggas: 

5  \'i  %  vid  livräuteförsäkring  med  premiebetaluing  eu  gång  för 
alla; 

5  %  vid  liviänteförsäkring  med  premicbetalning  änder  minst  10 
år  och 

en  mellanliggande  procentsats,  när  premiebctalningstiden  är  kortare 
iin   K)  är. 

Efterföljande  tabell  visar  de  livräntesatser  för  en  genast  börjande 
livränta,  till  vilka  kommitténs  förslag  leder,  dels  utan,  dels  med  till- 
läcffslivränta. 


Ålder 

Årlig  livränta  i  % 

av  engångspremien 

Utan  tilläggs- 
livränta 

Med  tilläggs- 
livränta 

Kvinnor 

Sinn 

Kvinnor 

Män       ! 

20 

4,54 

4,63 

5,09 

5,19      1 

30 

4,83 

4,95 

5,41 

5,54      1 

40 

5,32 

5,47 

5,90 

0,07 

JO 

G,14 

6,36 

6,81 

7,00 

GO 

7,59 

7,94 

8,35 

8,73 

70 

10,25 

10,86 

11,07 

11,72 

80 

15,31 

1G,44 

10,23 

17,42 

J{.  p 
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On  a  formula  for  the  transformation  of 
mortality  tables. 

By  Thv.  Richardt. 

(Kristiania.) 

1.     Given  a  mortality  table  and  its  corresponding  financial 
tables,  calculated  at  a  certain  råte  of  interest. 
The  principal  elements  of  the  table  are 

O/x  i  ixy  •*-' ^x  etc. 

Its  principal  values  are 

—/x+l      1     ^^lx+\ 

Qxi  Px>  6j  —      Y    ^  Jx  —      7 

tx  Ix 

The  financial  elements  of  the  table  are 

C^  =  rf^?;^+i,  if^  =  ^C'^,  R^=^:s'Cx  etc. 
Dx  =  Ixv'',       Nx  =  2D^,  S^  =  r-D^  etc. 

Its  financial  values  are 

»«  —  yj-  '  ttx  —  ~T^       '  «xn| j^  etc. 

We  propose  to  construct  a  nevv  mortality  table  in  such 
a  manner  that  its  principal  and  financial  elements  can  be 
calculated  directly  from  the  elements  of  the  given  table. 

1  —  2007.     Skandinavisk  Aktuarietidskrift.    1920. 


In  tbe  simplest  manner  this  may  be  obtained  by  a  linear 
transformation  of  the  elements  of  the  given  table,  and  we 
then  get  two  transformations,  according  as  we  start  with 
the  principal  elements  (transformation  I),  or  with  the  fi- 
nancial  elements  (transformation  II). 

2.     Transjormation  I.     We  put 

/x  =  («  +  ;:?.r)/^  +  ;'^7^+, 
=  («  +  iix  +  ;'ej/x, 

where  «,  {i,  y  are  constants, 
Hence 

d\  =  («  +  tSx)  d^  +  (y  —  .i)  /x+i 
and 

,  ^(«  +  /Ja;  +  /J  +  y€:c+i)Px 
^  '  «  +  (ix  +  ye'j: 

or 

,2)  V'x—  Px _  .•>  —  7 (^x  -  fx+i ) 

Vx  «  +  t^x  f  ;'fx 

For  the  financial  elements  we  have 

U^  =  v^V^  =  («  +  iix)  D,  +  yv-:^J,^x 
=  {ct  +  lix  +  yex)D, 
C\  ^  v^+^d',  =  {it  +  ,ix)  C,  +  iy  -  .i)  Dr+x , 

whence  by  summation 

A"x  =  («  +  ,ix)  N,  +  ,iSs^,  +  yl\v:^l,+i] 

=  («  +  ;ix)  X,  +  ;:?5^+i  +  /'  ^  I  '  i'-^-  -  ^^''+0 

M'x  =  («  +  lix)  M^  +  p?  i?x+,  +  (;'  —  ti)  A^+i . 
We  may  also  find  X'x  from  the  formula 

.V'x=^^'(/)'x-.l/'x). 


3.     Transjormaiion  II.     Putting 

(3)  D',^{a  +  ,^x)D,  +  yN,^i 

=  (a  +  ,jX  +  yax)  Dx 
we  find 

hence  by  summation 

^x  =  («  +  /:?.^•)  A'x  +  ii^  +  /)  »Sx+i 

M',  =  {a  +  lix)2I^-;^N,+  i  +  (p'  +  ;')  B,+  u 


further 


or 


(4) 


Par  «  +  /i^'^'  +  yax 


4.  The  transformations  contain  three  constants  («, /^,  7), 
two  of  which  are  effective  (independent).  The  transformed 
raortality  curve  {g'x)  can  then  generally  be  made  to  pass 
through  given  points  for  two  given  ages.  Denoting  these 
ages  by  x  and  y,  and  putting 

p'x  =  hpx 

P'y=^hpy 

we  have  for  the  determination  of  the  constants 

« (1  —  Ä)  +  /^(l  +  X  —  xh)  —  y{(Jxh  —  Qa-+i)  =  o 
(5) 

a{l—k)  +  1^(1  +ij  —  yk)~y{Qyk  —  Qy+i)  =  0, 

Avhere  Qx  =  €x  or  Ux,  according  to  the  transformation  I  or  II. 


One  of  the  constants  (if  not  =  0)  raay  have  an  arbitrary 
value.  Generally  it  will  be  convenient  to  put  ;  =  ±  1,  or 
±  0,1   etc. 

From  (2)  or  (4)  it  is  seen  that 

a     +    ;i.r     +    '/Qx   =    O,        ^x    =    fx      or      Oj; 

generally  makes 

p'^=^   CO, 

and  the  transformation,  therefore,  must  be  limited  to  an  age 
interval  within  which  the  expression  (c  +  i^-i'  +  yox  does  not 
alter  its  sign.  On  the  uhole  it  must  be  provided  that  px 
satisfies  the  conditions 

O  <  ?y;r  <  1 . 

5.  From  (2)  or  (4)  it  is  seen  that 

p'f  =  7h  or  q's  =  g, 
at  an  age  ;:,  determined  by 
(6)  ()^  — (),+i  =;y  : ;',    ^,  =  e,  ora^. 

As  Qt  —  Qt^x  ma}'  assume  the  same  value  for  different 
values  of  z,  the  transformed  mortality  curve  {qx)  may  in- 
tersect  the  given  curve  {qx)  in  several  points.  Attheagew, 
where 

p,„  =  O  or  g,„  =  1 

intersection  always  takes  place;  in  fact  wc  have 
v' o,  =  Po)  =  O  or  q',.,  =  g,„  =  1 

for  all  allowable  values  of  the  constants. 

6.  If  we  have  simultaneously 

«  +  [ix  -I-  ;'^,  =  O 


and 

then  we  get 

whence 
and  further 


a  +  ^x  +  /i  +  7Qx+\  =  O, 
Px       o 


P  a;-i  =  — ; — ö ä~T ^^  ^ 

a  +  jix  —  (i  +  yQx-i 

l'x  =  («  +  ['^X  +  YQa;)  lx=0, 

i.  e.  for  the  ages  below  x  the  transformed  mortal ity  table 
nins  out  at  the  age  x.  For  higher  ages  the  transformed 
table  (according  to  artide  o)  runs  out  at  the  same  age  as 
the  given  table  does;  hovvever,  at  the  ages  next  above  a;  the 
p'  general ly  will  be  >  1 . 

7.  If  the  transformed  mortality  curve  {q'x)  intersects 
the  given  curve  (qx)  at  an  age  z,  situated  between  x  and 
X  +  n ,  we  have  from  (6)  and  (2)  or  (4),  writing  for  brevity 
Qx  —  Qx+i^-^Qx,  Qx  =  ej;  or  ax, 

,„.         p'x^n—Px  +  n_Px4-nJQz  —  JQx+n  CC+  j^ix  +  yQx 


P'x  —  Px  Px  zfQg  —  jQx       C(  +  (ix  +  (3n  +  yQx+n  ' 

u  =  oo  gives  the  identical  transformation,  and  high  values 
of  «  then  give  small  variations  of  p;  for  such  values  of  a 
the  last  factor  of  the  right-hand  member  is  =  J  approxi- 
mately.  Within  a  Hmited  age  interval  ^(»  may  be  considered, 
with  a  rough  approximation,  as  a  linear  function  of  x,  and 
we  then  have  approximately  {k  being  a  factor  of  propor- 
tionality) 

Jqz  —  Jqx+ii  =  k{z  —  X  —  n) 

Jqz  —  Jqx      =k(z  —  x) , 
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whence 

V'x-\-n  —  Vx  +  n  ^  Px+n       -  —  ^' " 

P'x  —  Pz      ~    Vr         2  — a: 

i.  e.  witliin  a  limited  age  interval  the  transformation  may 
be  considered  as  a  kind  of  rotation  of  the  curve  q  about  a 
centre  z,  the  variations  {px  —  Px)  at  the  age  x  being  ap- 
proximately  proportionate  to  the  distance  from  cto.r.    The 

factor  '   does  not  affect  the  result  materiallv,  not  being 

Px 

very  different  from  1  within  the  age  intervals  which  may 
be  liere  considered. 

8.     To  jind  the  iransjormations  I  luider  7chich  the  expecta- 
tion  of  life  at  the  age  x  is  invariant  (e'j  =  ex). 
We  ha  ve 

Vx-{ct  +  ^x)h  +  y:^l^^, 
:i7V+i  =  {«  +  ,^x  +  ,V)  >7,+,  +  {(i  + ;')  T-lx^2; 


putting 


we  get 


whence 


,  —  .  -  ]x  ea: 

Ix  'x 


.   _  (g  +  jix  4-  ji)  Cr  +  (ji  +  y)  (/x— ex)      • 
"  a  +  ti^  +  yex 


_  iifx  +  y{fx  —  ex  —  ex) 
''      ''^         ct  +  ^ix  +  ye,       • 


Wc  consequently  sliall  have 

e'x  =  ^x 
if 

li      €l.  +  ex  —  fr 


y  h 


It    will   be  seen  that  the  constant  a  is  not  contained  in 
the  condition,  and  remerabering  now  that  by  (6)  in  artide  5 


e^  —  e^+i  =  [-i-.Y 


gives 
we  have 


e  .c  =  e . 


for    all    the    transformed   mortality  curves  that  intersect  the 
given  curve  at  the  age  2,  determined  by 


(8) 


e^+l 


^x  "T   Bx         Jx 


The  equation  (8)  may  have  more  than  one  solution. 

We  give  below  (table  1)  specimen  values  oiz,  according 
to  H^.  If  (8)  has  more  than  one  solution,  the  value  of  z 
iramediately  above  x  is  given. 


Tahle  1. 
H^^,  trf.  I.     The  solutions  z  of  the  equation  (8) 


X 

- 

X 

z 

X 

z 

20 

46 

35 

52 

50 

60 

25 

47 

40 

55 

55 

63 

30 

49 

45 

57 

60 

67   ! 

9.     To   find    the   transjormations   I   and  II   under   which 


^  xn\  —  ^xn\  ■ 


We  find  in  a  similar  vvay  as  above,  for  the  transforma- 
tion I: 

i» Gx-\-\  —  ^ar+n+l  —  ^x  I^x^xn] 

7  Sx+l  —  Sx+n+l  —  nNx+n 
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where 


G^+i  =  :i(t-2-Ui)  =  —"1"  '  {e^D^ -  AVi). 
t 


and  for  the  transformation  II: 


/? Sx+l  —  Sx+n  +  l  —  ■^^x-H  ^jyi| 

/'        Sx+1  —  »Sx+n+l  —  W  ^x+f» 


Thiis  we  have  that 


ä'  jttTJ  —   3jr«l 


for    all    the   transformed  raortality  curves  that  intersect  the 
given  curve  at  the  age  z,  determined  by 


(9) 


Qg  —  ()e+i  =  l^:y 


where  Qe  =  e,  or  a^  according  to  the  transformation  I  or  II. 

The  equation  (9)  may  have  more  than  one  solution. 

We  give  below  (table  2)  specimen  values  of  z,  according 
to  the  transformation  II  of  H^^,  4  %.  If  z  has  more  than 
one  value,  the  value  immediately  above  x  is  given,  z  has  been 
is  calculated  by  first-difference  interpolation  in  a^. 


Table  2. 
H^,  4  %,  trf.  II.     The  sohitions  z  of  the  equation  (i^. 


«  +  n 

97 

70 

65 

60 

55 

50 

T 

- 

-. 

_ 

_ 

^ 

z 

20 

33,1 

32.4 

31,8 

30,9 

29,7 

27,7 

:!0 

40,4 

39,9 

39,4 

38,6 

37,4 

35,7 

40 

48,0 

47,2 

4C,2 

44,6 

43,6 

42,2 

50 

53.r. 

5:«.o 

53,1 

52,1 

50,9 

60 

70,8 

r.3.:< 

<)1.2 

1 

70 

73,4 
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It  should  be  noticed  that  there  are  some  irregularities 
in  the  situation  of  z,  especially  for  a^  +  n  =  97.  This  is  owing 
to  the  fact  that  the  equation  c,  —  a^+i  =  constant  may  have 
more  than  one  solution,  and  that  a^  —  a^+x  within  a  certain 
interval  varies  but  slowly.  For  certain  values  of  (-i  :  y  the 
transformed  mortality  curve  will  then  intersect  the  given 
curve  at  several  points,  or  approach  to  it  över  a  certain 
space. 

It  will  be  seen  that  for  x  +  n  up  to  70  years 

(10)  z  —  a;  =  0,26?i 

approximately,   the  deviations  being  less  than  one  year  (ex- 
eept  for  a;  =  50,  n  =  20). 

10.     Putting  y  =  0  \ve  find  for  both  transformations 
V'x  —  Vx^      ^ 
and 

/|,\  o'    —         o    — '^•r+1 — Sx+n+1  —  nNx+n  /? 

^11;  o,  X7i\        oxn\  — 


Dx  a  +  (ix 

where  /i  may  be  supposed  to  be  ±  1,  and  a  +  lSx>0. 
We  write  for  brevity 

Sx+l  Sx+n+l  n  Nj;  +  n  /  .      ^^. 


and 


V'X  —  VX_               /?               _    7, 
/fc.7 


Px  a  +  (ix 

and  have 

(1-j  ^  xn\         ax^  =  <S(Z,  X')  Ä^a;- 

For   high    values  of  «  kx  will  be  about  a  constant  for  a 
certain  space  of  ages,  and  accordingly 

(13)  kxPx==  p'x  —  px=='gx  —  q'x 
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also  vvill  be  about  a  constant,  fx  not  differing  very  much 
from  1.  Table  3  gives  t  lie  values  of  10'' Av  for  some  values 
of  «  (,V  -  i  1). 

We    also    give    some    values    of    s{i,x),    according    to 
//^,  4  %  (table  4). 


Tahle  3. 
Values  of  10Uv=  10-' • 


Il  4-  ,i:c 


^=  +  1 

80 

?  = 

—  1 

X 

20 

40 

60 

20 
10''Ax 

40 

CO 
10''A.r 

80 

a 

10'^Ä-x 

10»  A-ar 

10«Jfcx 

10^  kx 

10'jl-x 

400 

238 

227 

217 

208 

-263 

-278 

-294 

-313- 

600 

161 

156 

152 

147 

-172 

-179 

-185 

-192 

800 

122 

119 

116 

114 

-128 

-132 

-135 

-139 

1000 

98 

96 

94 

93 

-102 

-104 

-106 

-109 

1500 

G6 

6r, 

64 

63 

-  68 

-  68 

-  69 

-  70 

2000 

50 

49 

49 

48 

-  51 

-  öl 

-  52 

-  5-2 

Table  4. 
JIM    /==o,o4.     Values  of  s{i,.r) 


x+  n 

97 

70 

65 

60 

55 

60 

T 

s'i.  r> 

,<r'V,  r"* 

»'i.  r) 

,*^•.  r^ 

.^'■i.  .T> 

ffi.  T\ 

20 

307 

285 

267 

244 

215 

182 

30 

252 

223 

201 

173 

140 

104 

40 

191 

155 

129 

98 

65 

33 

60 

130 

86 

60 

31 

8 

60 

76 

28 

8 

Thus  a  variation  by  a  unit  in  the  fifth  decimal  place  of  q 
gives,  for  11'^,  4  %,  a  variation  ==  0,oo267  in  a2.).4?n.  f^»d  = 
0,0001    in   A2o,Är:]- 
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11.  In  the  function  a^;ri  let  the  råte  of  in  terest,  i,  in- 
crease  by  ^i,  the  increment  being  so  small  that  in  an  ex- 
pansion by  Taylor's  formula  powers  above  the  first  raay 
be  neglected.     We  shall  then  have 

i+Ji        t  _  _  da^x^\     . 

'  dl 

Comparing  tbis  formula  with  the  formulas  (12)  and  (13), 
and  remembering  that 

dl  Dr 

we    see    that    Sixn\    remains    nearly  invariant    when  q  and  i, 
within  certain  limits,  vary  so  as  to  make 

q  —  5'  =  vJ  i  =  v[i'  —  i) 
or 

9'  +  z'  =  g  +  i  +  i{q  —  q) , 
which  for  the  limits  here  considered  may  be  replaced  by 

q'  +  i'  ==  q  +  i. 

Ås  to  the  continuous  annuit}^  (ä^^)  the  corresponding 
proposition 

a'  +  d'  =  fl  +  d, 

as  is  well  l^nown,  generally  makes  the  annuity  invariant. 

For  Qxn]  a  sufficient  condition  of  invariability  is  easily 
found  to  be 

(14)  q'  +  i'  =  ig  +  i)l^l  +  '^-=^^. 

By  this  forraula  a  transformation  of  the  mortality  can 
be  changed  into  a  transformation  of  the  råte  of  interest. 
This  will  be  shown  in  artide  18.  However,  q'  (or  j)')  in  the 
formula  (21)  of  that  article  belongs  to  i,  and  q  to  {'  (ac- 
cordingly  to  the  problem  there  dealt  with). 
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Geometrical  representation  of  the  transformation  (ivith  appli- 
cation  to  trf.  II). 

12.     We  put 

V'x  ~  P-e  _  ;  ^  li  —  yicix  —  ax-^x) 

Pi  "         «  +  {ix  +  yox 

(«  -  ,:?.i-  +  yax)/.  —  {~;i  —  y{ax  —  ax+\))  =-0,  or 
Cl).  +  ;:?(/..r  — 1)  +  y{/.ax  +  a^  — Ox+i)  =  0. 


and  have 

(15) 


Here  the  age  x  is  a  constant,  /.  is  a  parameter,  a,  ,i,  y 
are  variables,  and  ma}'  be  considered  as  homogeneous  co- 
ordinates  in  a  tri-linear  coordinate  sj^stem.  Låter  on  we 
shall  pass  to  a  bi-linear  coordinate  system,  but  it  will  be 
convenient  to  begin  with  the  more  general  case. 

13.     Considering  a,  ,i,  y  as  point  coordinates  we  liave: 
The  eqiiations  (15)  represent  a  pencil  with  its  vertex  in 
the  point  of  intersection  of  the  straight  lines 

«  +  ,-ix  +  yax  =  O 
,i  —  y  {aj- —  ttx+i)  =  0. 

To  each  age  x  a  pencil  corresponds,  the  vertex  of  which 
is  the  geometrical  representation  of  the  age,  and  niay  be 
called  the  .r -point.  To  each  value  of  /.  t  here  corresponds 
a  straight  line  (/.-line)  through  the  .i-point  and  Ajice  versa; 
this  line  is  the  geometrical  representation  of  the  transforma- 
tion p'x  =  ?'x(l  +  /■)•  The  coordinates  a,  ,^,  ;-  of  the  point  of 
intersection  of  a  /.,-line  from  the  .i-point  and  a  Ä,-line  from 
the  v-point  indicate  the  constants  of  the  transformation 

p'x  =  pAl  +  K) 

and  hereby  the  transformation  is  fully  determined.  The 
/.-lines  from  the  otlier  age  points  to  the  ])oint  u,  ji,  y  indi- 
cate   the   /.-vallies    which  determinc  ;/  for  these  ages.     Thus 


ffWi 

==l 

au^ 

=  Ix  —  1 

ou^ 

=--lax  +  ax 

—  (Ix+l, 
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the  point  a,  /i,  y  (or  the  pencil  through  this  point  and  the 
age  points)  becomes  the  geometrical  representation  of  the 
new  (transformed)  mortality  curve. 

The  coordinates  of  a  line  /  from  the  .r-point  are 


(16) 


where  u^^u.,_u^  are  the  line  coordinates  of  I,  and  a  is  a  factor 
of  proportionality.  By  the  equations  (16)  the  system  can  be 
constructed,  for  instance  with  a  Z-line  for  every  thousandth 
part:  A  =  O,  A  =  ±  0,ooi ,  1=  ±  0, 002  etc, 

14.     Considering  a,  (^,  y  as  line  coordinates  we  have: 
The  equations  (15)  represent  a  straight  line  (range)  through 
the  points 

cc  +  l^x  +  yax  =  O 

/?  — J'(«.r—  «x  +  l)  =  0. 

To  each  age  x  a  straight  line  corresponds,  which  is  the 
geometrical  representation  of  the  age  x,  and  may  be  called  the 
a--line.  To  each  value  of  I  there  corresponds  a  point  (A-point) 
on  the  .r-line  and  vice  versa;  this  point  is  the  geometrical 
representation  of  the  transformation  7?'^  =  T^x  ( 1  +  ^0  •  The 
coordinates  a,  [j,  y  of  the  straight  line  between  a  Äj-point 
on  the  a;-line  and  a  Zj-point  on  the  y-\ine  indicate  the  con- 
stants  of  the  transformation 

p'x  =  Px{l  +  >-i) 

and  hereby  the  transformation  is  fuUy  determined.  The 
Å-points  in  which  the  other  age  lines  intersect  the  straight 
line  a,  fi,  y  indicate  the  A-values  which  determine  7^' for  these 
ages.  Thus  the  straight  line  a,  /:?,  y  (or  the  range  of  inter- 
section  points  of  this  line  and  the  age  lines)  becomes  the 
geometrical  representation  of  the  new  (transformed)  mor- 
tality curve. 


k 
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The  coordinates  of  a  point  /.  on  the  .t-line  are: 

^.f,  =  /. 
(17)  gXj  =  /.x  —  l 

QX^-='/.a.r  +  ax  — ffj+i, 

where  x^x^x^  are  the  point  coordinates  of  /.,  and  o  is  a  factor 
of  proportionality.  By  the  equations  (17)  the  system  may 
be  constructed,  for  instance  with  a  /.-point  for  every  thou- 
sandth  part:  A  -    O,  /.  -=  ±  0,ooi ,  A  =  ±  0,oo2  etc. 

15.  The  geometrical  representation  of  the  transforma- 
tion becomes  more  convenient,  when  «,  ri,  y  are  dealt  with 
as  line  coordinates.  In  this  system  the  transformed  mor- 
tality  curve  (q')  is  represented  by  a  straight  line  (i.  e.  a  range 
of  points  on  the  line),  in  the  other  system  by  a  point  (i.  e. 
a  pencil  throiigh  the  point),  and  in  this  case  the  drawing 
paper  might  easily  be  inconvenientiy  crowded. 

We  then  pass  to  a  bi-linear  right-angled  system  in 
line  coordinates.  The  transition  to  this  system  is,  as  is 
known,  made  by  letting  the  hypothenuse  of  a  right-angled 
coordinate  triangle  pass  into  infinity,  whereby  the  corre- 
sponding  line  coordinate  becomes  =  1,  and  the  two  other  line 
coordinates  become  =  the  negative  inverse  vahie  of  the  di- 
stances  from  origo  to  the  points  of  intersection  of  the  line 
and  the  two  coordinate  axes. 

From  the  equations  (17)  it  is  seen  that  on  the  lines 

(..r,  =0,  p.v,  =  0,  p.r3  =  0 
respectively,  are  situated  the  /.-points 

A^O,  A=^^  A  =  -^'-'^-; 

X  Ox 

A  =       represents  a  decrease  in  mortality  {q^)  at  råtes  to  be 

mentioned  only  at  the  iiighest  ages,  and  we  then  let  the 
corresponding  coordinate  line  qx^  =  0  pa.ss  into  infinity.  The 
two  other  coordinate  lines 
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^^j  =  O,  QX^  =  o 
then  become 

x  =  o,  y  =  o, 

X   and    Y    being    point    coordinates    in    the  new  coordinate 
system. 

The  equations  (17)  cliange  into 

1 


Ix —  1 
fl8) 

^       ^  Ix 1 

whence  the  equation  of  the  age  line  for  the  age  x 
(19)  Y  —  X{ax  +  xax  —  xa^^x)  +  (a^  — ax+i)  =  0. 

By  the  equation  (19)  and  the  first  equation  (18)  the  age 
lines  and  their  A-points  can  be  plotted.  Hereby  a  convenient 
scale  is  to  be  applied,  and  generally  the  scale  must  be  dif- 
ferent  for  the  two  coordinates,  i.  e.  X  and  Y  are  to  be 
plotted  with  the  values  mX  and  nY ,  where  m  and  n  are 
constants. 

The  mortality  curve,  determined  by  the  transformation 
«,  /:?,  y,  is  represented  by  the  straight  line 

«z  +  ^y +  /?  =  0 

where  ^  =\,  and 

1 

«  = 

a 

1 

a  and  b  being  the  distances  from  origo  to  the  points  of 
intersection  of  the  line  and  the  coordinate  axes.  If  X  and 
Y  in  the  drawing  paper  are  replaced  by  mX  and  nY,  then 

a  and  b  are  to  be  replaced  by        and      ,  and  we  have 

m  n 
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or 


a  b 


m    b       ,  b 

a  =      •      >  /  J  =  —     »   v  =  1 
na  n 


16.  As  every  straight  line  in  the  plane  represents  a 
transformation,  the  age  lines  also  must  represent  transforma- 
tions.     For  the  age  line  .r  we  then  have 

p'x  ~Vx  ^'^  ^i-^  —  yiax  —  flx+i) 


Vx  a  +  (ix  +  yax 

for   all    values  of  /. ,  and  /.  accordingly  must  be  of  the  form 
.     In  fact,  by  (19)  we  have  for  the  age  line  x 


whence 


ax  +  X  {a 

x  —  Ox+l) 

cc  = 

ar  — 

Ox+l 

y  = 

1 

ii- 

1. 

(i- 

-y{ajr  —  ax- 

.i)  =  0 

«  + 

■  lix  +  yax  - 

=  0. 

This  is  the  case  dealt  with  in  artide  6. 

17.  The  appended  diagram  shows  a  representation  of 
the  transformation  II  of  11-^^,  4  %.  The  age  lines  have  been 
drawn  for  x  =  20,  30,  40,  50  and  60  years,  the  /-points  have 
been  plotted  for  X  =  0,  ?.=  ±  0,ooi ,  /.  =  ±  0, 002  etc,  and  are 
indicated  by  circles  with  the  centre  in  the  /.-point;  every 
fifth  value  (/,  =  O,  A=  ±  0, 00  6,  /.  =  +  0,oio  etc.)  is  emphasized 
by  larger  circles.     The   F-axis  represents  ).  =  O  (the  identical 

transformation);  the  A'-axis  represents  /.  =  —   :*      -'     .    The 

positive  /.'*  (p'  >  py  g  <(i),   accordingly,  will  be  found  on  the 
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left  side  of  the   3'-axis,  the  negative  '/.'"  {p'  <p,  q' >  q)  on  the 
right  side. 

The  coordinates  were  plotted  in  centimctres',  after  being 
multiplied  by 

m  ==  1500  for  the  X-coordinates 
n  =      25    »      »      Y-  » 

The  dotted  lines  represent  transformations  (transformed 
mortality  curves).  The  line  (a)  cuts  off  from  the  X-axis  a 
lengtli  a  =  12  cm;  it  passes  through  the  point  X=13,2  cm, 
Y  =  — 10  cm,  accordingly  cutting  off  from  the  Z-axis  a 
length  6=100  cm.  The  constants  of  the  transformation 
then  become 


m 
a 

1500 

= 

—  125 

cc  =  — 

12 

n 

25 

1 

/'  =  - 

'  h~ 

100 

4 

;^  =  1 

=  0,5, 

i^  =  - 

-0, 

,004  , 

/ 

=  0,001 

or 


We  give  below  (table  5  a)  for  some  ages  the  values  of 
q'j;  D'x  N'j-  M'x  •  The  values  q"x  have  been  drawn  from  a  mortality 
table,  applied  by  a  Norwegian  insurance  company  to  a  cer- 
tain  type  of  substandard  life  (the  tuberculosis  table);  this 
table,  too,  has  been  derived  from  H-^,  by  adding  to  the  mortality 
{qx)  a  percentage,  diminishing  as  x  increases. 

The  line  (6)  represents  the  transformation  dealt  with  in 
artide  19  The  constants  of  the  transformation  are  a  =  2,7, 
/:?=— 0,0122,  ;' =  — 0,01.  We  give  below  (table  5b)  for 
some  ages  the  values  of  D^  and  N'^. 

Transformation  of  ax^\  into  Bxn\- 

18.  We  transform  aa-^n,  corresponding  to  p,  i,  into 
a'a;F|,  corresponding  to  p',i,  and  try  to  determine  the  trans- 
formation so  that  aJxM  corresponds  also  to  f,  i'. 

'  The  diagram  (page   19)  has  been  reprodnced  on  a  reduced  scale. 
- — ;i'j'.     Skandinavisk  Akltiarietidskrif t.     1920. 
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Table  5  a.     Diagram  (page  19).     Line  (a). 
//•'^  4  "o,    trf.   II.     ((  =  0,5,   ,:?=— 0.004,  ;'  =  0.ooi 


20 

0,0063 

0,0157 

1 9'2G3 

321878 

6883,1 

0,0174 

•25 

0,0060 

0,0165 

14591 

235397 

5536,s 

0,0172 

30 

0,0077 

0,0181 

11003 

169982 

4465,0 

0,0189 

3.-i 

0,00S8 

0,0199 

8225,5 

120813 

3578,9 

0,0202 

40 

0.0103 

0.0221 

6086,6 

84186,5 

2848,7 

0,0222 

45 

0,0122 

0,0248 

4454,1 

57 197  ..5 

2-254.2 

0,0244 

50 

0,0160 

0,0295 

3198,3 

37567,5 

1753,4 

0,0296 

55 

0,0210 

0,0355 

2238.9 

23599,5 

1331.2 

0,0358 

(10 

0,0297 

0,0452 

1507,9 

13947,4 

971,41 

0,0460 

65 

0,043-1 

0,0000 

954,7 

7578,2 

663,25 

0,0608 

2'ilu5.() 

259U92 

10483,3 

105786 

4365,49 

31003,5 

Table  5  b.     Diagram  (page  19).     Line  (6). 
//->^  4%,   trf.   II.     «  =  2,i,    ■/=    — O.oioo,   -=_(-).,,, 

X  Dx  S'x  X  Dx  A 

20  99Gti7,..  1819444  ÖO 

30  59921,9  1017744  60 

40  35317.3  538915  70 

Putting 

/.-.r.\  D  x-i-1  f  •  D    x+1 

{'20)  j^r  =vpx=-vf.r=    j^,,^ 

\ve  have 

(21) 

or 

Px  1    +   * 

and  if  tliis  condition  hold.s  for  all  age.s  between  .r  and  .v  }  n 
(morc  strictly:  .v  -\-  n — 2),  we  have 


?/x    v 

1  +  i       g'  +  i 

:=           z^^ 

Px         v 

1  +  t'  q  +  i' 

19 


20 

{--)  a'j.;^ -=a"x;ri, 

a'  corresponding  to  p,  i,  a,"  corresponding  to  p,  i'. 

In  tliis  investigation  \ve  consider  the  age  of  cntrance 
and  the  duration  as  constants,  and  to  distinguish  the  age 
ciirrent  from  the  age  of  entraiice,  \ve  denote  tlie  former  b}* 
a-,  the  latter  by  .r^.  Fiirther  it  will  bo  necessary  to  express 
aj-o^Tl  as  a  fiinetion  of  the  mortality  and  the  råte  of  interest, 
and  omitting  the  constant  snffix  Xf/n]  we  write  a(/),  /),  a{p,  ?") 
etc.     The  equation  (22)  then  takes  the  form 

(22a)  a(p',  i)  =  Si{p,  i'). 

If  now  we  can  find  a  transformation  ((,  ,i,  y,  giving 

( 23)  ^^ '^  ~  ^^-^  =  '^ nZl?-^  —  Ox+i )  _  ;  _  _  ^'—^ 

Pt  c(  -k-  (ix  +  ya^  '     '       1  +  i' 

ft)r    all    ages    between    .r^   and   .r„  +  ?i,  then  the  condition  in 
(21)  or  (21a)  is  fulfilled,  and  a(p,  i')  is  found. 

19.  In  articlelO  it  has  been  shown  that  a  transformation 
y  =  0,  ;i  =  ±  \,  ((  >  2000  (whence  —  O.ooos  <  /.  <  0,ooo5)  gives 
verv  nearl}' 

^    —      =  /.  =  constant 

for  a  space  of  ages  of  60  years  (or  more). 

From  the  diagram  of  the  transformation  II  of  H-^^,  4  ""o 
(page  19)  it  is  seen  that  a  transformation  ;'<0,  within  a 
limited  space  of  ages,  approximately  complies  vrith  the  above 
mentioncd  condition  for  Ä-values  considerably  greater  (in 
numerical  value)  than  0,ooo6,  the  /.-points  for  /.  up  to  ±  O.oos 
still  very  nearly  lying  on  a  straight  line. 

In  the  diagram,  where  i  =  0,04,  the  /.-points  for  /'  =  0,045 
(whence  /.  =  — 0,oo48)  happen  to  be  nearly  coincident  with 
the  lefthand  intersection  points  of  the  .r-lines  with  the  /.- 
circles  for  /.  ==  —  0,oor..  A  straight  line.  cutting  off  from  the 
X-axis  a  length  a  =  6,78  cm  and  from  the  Taxis  a  length 
6  =  —  30,5    cm,    passes    verv    nearly  throiigh  the  said  pf>ints 
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and  accordingly  gives,  for  the  space  of  ages  of  tbe  diagram, 
an  approximate  transformation  of  a,{p,  i)  into  a,ip,i'). 
We  find 

c(  =  —  221,        /^=1,  7  =  0,820  or 

«=  2,7,       (i  =  — 0,0122,    /=  — 0,01. 

This  gives  for  some  entrance  ages  and  durations  the 
following  values  of  ii'xon\  (table  6).  The  values  of  axon]  at 
i  =  0,0  4  5  are  given  for  comparison. 


Table  6. 


Xo 

Xo  +  n 

=  70 

a"o  +  »1 

1  =  60 

a-Q  +  n 

=  50 

i 

4V2  % 

4'/-'  % 

! 

4S2  % 

^'.ron\ 

^.ron\      1 

^'xoJTl 

^j-on] 

^'.r„n\ 

^J-Ort] 

20 

17,944 

1 
17,949 

17,194 

17,199 

15,647   i 

15,651 

30   , 

16,467 

16,470 

15,219 

15,222 

12,646 

12,648 

40 

14,381 

14,378  1 

12,264 

12,262 

7.898 

7,897 

50 

11,390 

11,388 

7,670 

7,669 

D'3;  and  N'3;  ha  ve  been  given  in  artide  17  (table  5  b), 
This  method,  hovvever,  can  not  be  expected,  in  general, 
to   give  so  good  approximations,  and  besides  it  has  the  dis- 
advantage  that  it  does  not  admit  of  a  safe  and  easy  test  of 
accuracy. 

20.  A  better  method  can  be  obtained  by  using  the 
transformation  y  =  0,  already  dealt  with  in  article  10.  The 
formula  (12)  of  that  article  in  the  above  notations  may  be 
written 


(24) 
where 
(24  a) 


a{p',i)  —  (i{p,  *')  =  — ^;-"^'*  ^'- 


n-Jn  


Vxo 


a  +  /^To 
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A  transformation  ;■      O  or 

(25)  V\sZ:V-=       f       ,      ^i=±l,a  +  .ix>0 

Px  ((  +  fix  • 

obviously  can  not  coraply  with  the  conditions  in  (21a)  or  (23) 
for  more  than  one  age  z;  but  tliis,  in  fact,  is  sufficient,  it 
being  possible  to  deterraine  the  age  z,  or  what  amounts  to 
the  same,  the  constant  a  so  as  to  make 

a(;/,  i)  =  alp,  i') 

with  an}^  required  degree  of  accuraoy. 
In  (21a)  \ve  write  :i  for  ;/  and  have 

(26)  a(.r,  i)  =  a(j^,i') 
if 

(27)  '^:^^-  =  ;=_^'z:i 
^     '  p.  Ihi' 

for  all  values  of  x  between  x^,  and  x^,  +  n. 

In  the  transform-ation  (25)  we  may  suppose  c(  +  fixyO. 
Comparing  this  transformation  with  the  equation  (27)  we 
mav  let 


correspond  to 
i.  e. 

corresponds  to 
and 
corresponds  to 


/.  >  O,  i  <  i 
Ä<0,  i'  >  i 
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21.     We  deal  vvith  the  case 

/^=  1,  />0,  i'  <i. 


Putting  in  (25) 


1 

a  =  .  —  z 
A 


where 

x„<z<  Xq  +  n , 
we  have 

(28)  P^P^^  1 gA  for  z^x. 

^  ,   —Z  +  X 


We  now  put 


_  _  1_ 

z  —  Xfj,  a  —  -       Xq 


and  find  from  (27)  and  (28) 

p'x  =  ^x   for  X  =  Xq 
p'^  <  71^    for  X  >  Xo , 
whence 

3i{j)\  i)  <  a(7r,  i) 
and  by  (26) 

a(7y,  i)  <  a(p,  i'). 

Then  we  put 

z  =  Xt^  +  n,  «  =  ,  —  (^0  +  ^) 
/. 

and  find  in  a  similar  way 

V'x  =  'fx   for  a:  ==  a^o  +  n 
V\  >  'Vx   for  X  <x^  +  n, 
whence 

a  (p',  t)  >  a  (yr,  i) 
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or  by  '26) 


a.{p',  i)  >  ii{p,  i'). 


But    a(p',  i)    is    a    continuous    fiinction    of    u,    and    ac- 
cordingly  there  cxists  a  valiie  «,  and  a  corresponding  value 

2  =  .  — a,  so  as  to  make 

a(p',  0  =  a(;r,  i)  =  a(p,  i'). 

Substituting  this  value  of  z  in  (24a)  we  have 
;!■    =  '  -' 


-  —  (z  — arj  -.    +  1  +z  — a:„ 


where  Ji=i'—i;  and  from  (24)  we  then  get 

Id&ip,  i) 

f  .  v      di 

a{p,  O  — a(/>,  i)  =  8i{p,  i)  —  a{p,  i) 


^.1+.-. 


In   the  two  rigbt-hand  members  p  is  the  same  for  bot  b 
tlie    a-functions,    and    we   can  then  more  conveniently  write 

1  da,(i) 
(29)  a(r)-a(0  ""    "^^ 


where  a  =  aj„^. 
For 

,i  =  —  l,  /  <  O ,  i'>  { 

we  find  the  same  formula. 

22.  Delermination  of  z  in  formula  (29).  By  expansion 
of  a(t')  —  a(j)  in  powers  of  i  z  can  be  determined  with  any 
required  degree  of  accuracy.     But  we  shall  at  first.  by  somo 
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exaraples,  show  that  z,  for  small  values  of  Ji,  is  verv  nearly 
independent  of  the  mortality,  and  may  be  expressed  as  a 
simple  function  of  the  råte  of  interest  and  the  dnration. 
Thus,  for  Ji  up  to  ±0,00.5,  very  good  approximations  are 
obtained  by  the  formulae 

z  —  a^o  =  (0,3  0  —  i)  n  for  J  i  >  O 
(30) 

z  —  3^0  =  (0,2  9  —  i)  n  for  Ji  <0 
for  temporary  annuities,  and 

z  —  x^  =  {0,28—2i)       (85  — .rJ  for  Ji>0 
(31) 

z  —  a:o  =  (0,264  —  l,6i){S5  —  xj  for  Ji<0 

for  whole-life  annuities. 

We  give  below  specimen  values  for  _7/=±0,oo5,  ac- 
cording  to  various  tables. 

The    values    of   log  5(^,  a;)  =  log ,    j^     ^^^  given,   in 

Table  7  for  temporary  annuities,  and  in  Table  9  for  whole- 
life  annuities. 

In  Table  8  and  10  we  give  the  differences  between  the 
true  values  of  a  and  the  values  determined  from  (29)  by 
means  of  z  from  (30)  and  (31). 

23.  Closer  determinalion  oj  z  in  jormula  (29).  From  (29) 
we  have,  replacing  x^  by  x, 

1  ddiii) 

1  +  i       ,    .  v    di 

+  1  -f  z  —  X 


Ji  a  (i)  —  a  (i) 

whence 


1  ^aJO       1  ^a(^) 

,„^,  ,  2 v    di^         6t;    di^ 

(32)  1  -^  z  —  x  =  - 


dr  +  2-^i^'^''^ 


\ 
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utting 

/i-i 

S{x  + 

1 

X  + 

n) 

-1 

1 

n  Dj-^n 

T(x  + 

1 

x  + 

n) 

M— 1 

=  2 

1 

n-l 

n{n  + 
2 

we  get 


/>.+  „ 


.7/         ,  X       v  w(n  +  l)(w  +  2)  ,. 


etc. 


rfa(i)  _  —vS(x  +  \,x  +  n) 
di    ~  Ds  ~ 

1  rf*a  ( O  _  v*  ^' (a:  +  1 ,  a;  +  w) 

2  C^i^      ""  />:c 

1  d3a^(0  _  —  i?3 ;/  (x  +  I ,  a:  +  «) 
6    di^    ~  Dj 

etc. 


The    equation    (32)    ma}'    then   be   written  (*S  =  »V(a;  t-  1 , 
X  +  n)  etc.) 


1  -T  z  —  x  = 


T—  UvM  +  Vv^Ji* 


or 


(32  a)        I  +  z  —  x  = 


U  V 

fp    1  — y  i*-^i  +  rpt'-~Ji-  — 


S  T  U 


Replaciiig  the  numerator 


(33)    ' 


bv 


1  —  ^vJi  +  ^v^jr-  — 
1  —  ^v/i  +  ^,vJi^~ 


1 
1  +  ^vJi 
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and  the  denominator 


(33  a)      by 


we  obtain 

(34) 


or 


(34a] 


T       .      U 

1  — -^  vJi  +  -^  v^J  i-  - 

rp  fp2 


1  +  ^r^-^«* 


T 

l  +  z-x^^-  f/      ^. 


1  +  3  —  a;  = 


.      T      . 

T    ^  +  *  +  ^1  ^* 

S  '] \     iT  ,. 

i  +  i  +  ^^Ji 


(35) 


For  small  values  of  Ji  we  may  write 

T 

\  +  z  —  x=  c,  • 


24.  We  give  below,  according  to  H^^,  specimen  values 
of  a,  as  calculated  by  (29)  by  means  of  (1  +z  —  x)  determined 
from  (34)  or  (35).     The  following  notations  have  been  used  : 


whence 


s{i,  x)  = 


1  c/a  (i) 
v    di 


\  +  i 
d{i,  J)  =      -7^  +  1  +  z  —  X, 

J  =  Ji  =  i'  —  i, 

s{i,x) 


a  (i')  —  a  (i)  =  — 


d{i,J) 


()  is  the  difference   between  the  true  value  of  a  and  tho 
vallie  as  calculated  by  (29). 
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Table  11. 
/y-v.   ,_  0,(14;  a(?)  =  a,.;  (1  +z  —  x)  from  34. 


log  s(»,  x; 

•2,48T060 

2,281619 

1,878677 

T:S 

13.9630 

10,4717 

6.7133 

U:T 

12,0483 

8,9772 

5,8592 

M 

log  d{i,  ^) 

1,955821  /( 

log  d(i,  ^) 

log  (f(t,  A) 

-0,010 

1,97  1707» 

1,988314» 

-0,005 

•2,288 190 /i 

2.295802/1 

2,303876  n 

0,005 

■2,346518 

2,339587 

2,331913 

0,010 

•2.072593 

2.059224 

2.044465 

0,020 

1,822040 

1,797464 

1,769468 

M 

a(t  +  Ai)  lO''-, 

a(i  +  A  )  IQV: 

a(t  +  At)  10*0 

-0,010 

23,0419    6 

18,1760   2   ' 

11,2359    0 

-0,005 

21,2246   0 

17.1026   0 

10,8347    0 

0,005 

18,2617    0 

15,2596    0 

10,1068    0 

0,010 

17,0468   3 

14,4659    1 

9,7763    0 

0,020 

15,0198   21 

13,0857    9 

9,1731    1 

Table   12. 
H^:  1  =  0,04:  a(i)  =  a.r;  .7/  =  0,oo5;  (1  +  :  —  x)  from  (35). 


./• 

log  a, i,  x) 

log  di.  A 

\og(-dii,-l) 

a(i+  M 

10*0 

n  ',1  —  A  i") 

10*0 

10 

2,55834 

2,34928 

2,28443 

19,4582 

10 

•22,9554 

-15 

20 

2,48706 

2.34627 

2,28789 

18,2609 

8 

21.22.^7 

-11 

30 

2,40069 

2,34298 

2,29164 

16,9888 

5 

19,4163 

-7 

40 

2,28162 

2,33939 

2,29563 

15,2593 

3 

17,1030 

-4 

50 

2.11370 

2,33564 

2,29975 

1  12,9361 

2 

14,1876 

.1 

(50 

I  ,87808 

2,33185 

2.30382 

10,1068 

0 

10,8347 

0 

70 

1,55649 

2,32830 

2.30758 

7,1239 

-1 

7,4704 

-  1 

80 

1,14247 

2,:<2523 

2.31078 

4,5380 

1 

4.6722 

0 

00 

0..',6.17:t 

2.:<22.'{0 

2,31378 

2.6804 

0 

2.7218 

-1 
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TaUe  13. 
RM-^  ^-^0,04;  a(i)  =  aj.,6ö=F|;   (l  +  z  — a;)  from  (34). 


X 

20 

30 

40 

50 

1 

log  s{i,  x) 

2,387387 

2,237900 

1,992413 

1,496016 

T:S 

11,2413 

8,9427 

6,3710 

3,5127 

U:T 

9,2854 

7,3100 

5,1891 

2,9225 

-0,010 

log  dit,  A) 

log  d{i,  A) 

log  d{i,  A) 

log  d{i.  A) 

1, 968440 n 

1,978675»? 

1,989918» 

2,002199/1 

-0,005 

2,294179  >l 

2,299137  «, 

2,304630» 

2,310687  n 

0.005 

2,341123 

2,336481 

2,331238 

2,325340 

0,010 

2,062339 

2,053362 

2,043120 

2,031538 

0,020 

1,803458 

1,786672 

1,767176 

1,744688 

Ii 

a(i+Ai)   10*0 

a(i+At)   10*0 

a(i+Ai)  10*0 

a(t  +  Ai)  10*0 

'  -0,010 

20,9350    3 

17,8350    1 

13.7256    1 

8,1291    0 

-0,005 

19,5505    0 

16,8870    0 

13,2071     0 

7,9703    0 

0,005 

17,1987    0 

15,2216    0 

12,2615    0 

7,6685    0 

0,010 

16,1974    1 

14,4890     1 

11,8300    1 

7,5251    0 

0,020 

14,4747   16 

13,1921    9 

11,0401    3 

7,2520    0 

Tahle  14. 
H^;    i  =  0,04;    a{i)  =  ajr-\;    Ji  =  0,oo5;    (1  +  2  — .r)  from  (35). 


,T 

log  s(j,  x) 

log  d{i,  A) 

0  (i  +  A  i) 

1 
10=0  ' 

20 

0,94070 

2,32218 

4,53010 

1 

30 

0,93900 

2,32218 

4,52868 

0 

40   i 

0,93561 

2,32216 

4,49617 

0 

50 

0,92742 

2,32216 

4,44320 

0 

60 

0,90698 

2,32214 

4,314  98 

1     I 

70 

0,85790 

2,32210 

4,02804 

0 

1   80 

0,73295 

2,32197 

3,40837 

0 
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25.  Calculation  of  a^  {or  Kx)  for  quinqueyinial  ages  and 
for  a  series  of  råtes  of  interest.  From  Table  14  it  is  seen  that 
a.{i  +  Ji)  =  aJci)  for  ^i  =  0,oo5  raay  be  determined  with  great 
accuracy  by  the  formula  (29)  and  by  the  value  of  ::  derived 
from  (35).     If  we,  in  tliis  manner,  calculate 

a!r^],  <ii-+.v6l,  ax+io.TH  etc, 

and  if  we  calculate  directly 

D\r,  fÅ+r,,  Dir+io  etc, 

we    find    the    whole-life    annuities    a^    (or  Sx)    for  the  same 
ages  by  the  formulae 


(36) 


or 


(37) 


>z  =  'ixTn+  iV  a^+5 

j  „«"■     „j'     _,  ,  Dx+io   i' 

"j+r.  —  aj+-,,h]  i-      .,     -  a^+io 


JL>x+h  _  i 


etc. 


^x,Vi-J->x         =  iAx—  A,,.  +  .-, 
f^x+5,6l  Dx+U  =  -A' J-+5  —  A^x+10 


etc 


From  i'  we  may  go  further  to  {''  =  i'  +  J  in  the  follow- 
ing  manner. 

(loing  from  i  to  i'  we  ha  ve 


a  (i')  —  a  (t)  =  — 


s(i,x) 
dli\j) 


using  the  same  notations  as  in  artide  24. 
Going  from  i'  to  i  we  have 


a(0-a(O 


s(i,x) 
d(i\-J) 


35 


whence 

(38)  ,(,,,)  =  _«rf(,,_^,. 


Now 


d{i,J)-=^-j~  +  tii), 


where 

T 

'«  =  s 

for  w  =  5  is  very  nearly  a  linear  function  of  i.     If  we  have 
calculated    t{i)    for    two  or  three  values  of  i,  we  know   ^(0, 
and  therewith  d{i,J),  for  all  values  of  i. 
We  shall  then  have 

a(i)  — a(^)  = 


a(r')-a(i')=  — 
1(2'")  — a(i")  = 


d{i,J) 
s{i',  x) 


d{i',J) 

d{i',J) 
etc. 


where  all  the  right-hand  members  are  known. 

Tt    will    be    eonvenient  to  eliminate  s{i'),  s{i"}  etc,  and 
we  then  get 

(39)         a(*)      a(^)-      ^^.^^y    ^^.,^^^ 

ai-"'\         (^f,^__  sii>^)     d{i\—J)    d{i",—J) 
a(t   )      a(i;-      J^^jY^i^^j)     '    d(i\J) 

etc. 

26.     We    give    below,    according    to    H^,   an  example  of 
the  application  of  (39). 
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T 
Table    15    contains    the    values    of    t{i)=  .,     at    i  =  0, 

1=0,04  and  j'  =  0,06. 


Tahle  15. 
H^;  t{i)  =^  T{x  +  \  ,x  +  b)  :  S{z  +  l,a:  +  5). 


1   =  'I  i   =  11.1)4  (■  =  (1.0(1  -lll'iM' 


20 

1,9966 

1.9767 

1,9668 

199 

99 

25 

1,9965 

1,9766 

1,9668 

199 

98 

30 

1,9959 

1.9760 

1,9661 

199 

99 

35 

1,9952 

1,9753 

1.9654 

199 

99 

40 

1,9945 

1,9746 

1,9647 

199 

99 

45 

1,9930 

1,9730 

1.9632 

200 

98 

50 

1,9910 

1,9710 

1,9611 

200 

99 

55 

1,9876 

1,9675 

1.9576 

201 

99 

60 

1.9819 

1,9617 

1,9517 

202 

100 

Gö 

1.9737 

1,9534 

1,9433 

203 

101 

70 

1,9593 

1,9387 

1,9285 

206 

102 

75 

1,9362 

1.9152 

1.9049 

210 

103 

80 

1,8999 

1.8784 

1,8678 

215 

106 

85 

1,8597 

1,8378 

1,8270 

219 

108 

90 

1,7546 

1.7329 

1.7224 

217 

lOö 

Tahle  16. 
H^',  x=  20;  Ji  =0,005;  i  varies  from  O  to  6  % 

log  é!(0,  .r)  =  0,99  1348. 


I  I  -d(». -A) 

log  <f(l.  A)         log  (-  d'i.  -  AV  -  lo.c       ^^   .    y 


0,00 

2,305344 

2,296672 

0,008672 

0,02 

2,313839 

2,305380 

0,008459 

0,04 

2,322171 

2,313910 

0.008255 

(•.()(i 

2,330346 

2,322288 

0.008058 
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i 

-d{i,   -A) 

log(-Aa{0) 

—  Aa(t) 

a(t)  =  a|oj| 

0,000 

0,008672 

2,686004 

0,048529 

4,934496 

0,005 

0,008618 

2,677386 

0,047576 

4,885967 

0,010 

0,008565 

2,668821 

0,046647 

4,83839] 

0,015 

0,008512 

2,660309 

0,045741 

4,791744 

0,020 

0,008459 

2,651850 

0,044859 

4,746003 

0,025 

0,008407 

2,643443 

0,043999 

4,701144 

0,030 

0,008356 

2,635087 

0,043161 

4,657145 

0,035 

0,008305 

2,626782 

0,042343 

4,613984 

0,040 

0,008255 

2,618527 

0,041546 

4,571641 

0,045 

0,008205 

2,610322 

0,040768 

4,530095 

0,050 

0,008156 

2,602166 

0,040010 

4,489327 

0,055 

0,008107 

2,5940'^9 

0,039270 

4,449317 

0,060 

0,008058 

4,410047 

The  true  value  of  a(^j  =- al^ftl  at  t  =  0,04:  is  4,57 1 64  3, 
at  i  =  0,06:  4, 410049. 

26.  Calculation  oj  s{i,x)  or  log  s{i,x)  for  quinquennial 
ages  and  for  a  series  of  råtes  of  interest.  The  formula  (38) 
of  the  preceding  artide  gives 


s{i' ,  x)  =  —  s{i,  x) 


d{{^  —J) 
d{i,j) 


whence 


(40) 


s{i",x)=      s{i,x) 
—  s{i,  x) 


s{i"',x 


d{i',—J)    d(i",—J) 
d{i,J)    "    d{i\J) 

dii',—J)    d{i",  —J)    dji'",  —J) 
d{i,J)    '     d{i',J)    '    d{i",J) 


etc. 


As  shown  in  the  artide  (28)  log  s{i,  x)  may  be  applied 
in  calculating  annuities  on  two  joint  lives  {sixy)  for  quin- 
quennial ages. 
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We  give  below  (Table  17),  according  to  //-'',  an  example 
of  the  application  of  (40).  In  order  to  avoid  the  enmulative 
effect  of  neglected  digits,  i{i)  has  been  calculated  to  5, 
log  (/(?, -7)  to  8  places  of  decimals.  Log  .<?(j',  x)  is  given  to 
7  places  of  decimals,  the  last  figure,  however,  not  always 
being  to  rely  iipon. 

In  the  calculations  of  annuities  on  two  joint  lives  a 
four-figure  \ogs{i,x)  will  be  sufficient.  But  if  log  s{i,x) 
shall  be  used  as  a  basis  for  calculation  of  the  financial  ele- 
ments Sr,  a  seven-figure  log  s{i,x)  is  necessary  or  desirable. 


Table  17. 
fjAf.  ^.  =  20;  -7?  =0,0025;   i  varies  from  3  to  6  %. 


log  d{i,  X 


log(-d(»-, -A)) 


log 


dU\-l) 

rf  (i.  y 


0,03 

2,61698106 

2,61380255 

-0,0031185 

0,04 

2,62115204 

2,61807380 

-0,0030782 

0,05 

2,62528338 

2,62224458 

-0,0030388 

0,06 

2,62937579 

2.62637567 

-0.0030001 

t 

,    -d(.',-l) 
'°8    d{i,l) 

log  « (t,  a;) 

log{s{,-Si..-5Ni,) 

0,0300 

-0,0031185 

0,9531160 

5,6796504 

0,0325 

-0,0031084 

0,9499975 

5,6554752 

0,0350 

-0,0030983 

0,9468891 

5,6313610 

0,0375 

-0,0030882 

0,9437908 

5,6073076 

0,0400 

-0.0030782 

0,9407026 

5,5833147 

0,0425 

-0.0030683 

0,9376244 

5.5593820 

0,04  50 

-0,0030584 

0,9345561 

5.5355092 

0,0475 

-0,0030486 

0,9314977 

5,5116960 

0,0500 

-0,0030388 

0,9284491 

5.4879420 

0,0525 

-0.00302!ll 

0,9254103 

5.4642471 

0,0550 

-0.0030194 

0,9223812 

5.4400109 

0,0575 

-0,0030097 

0,9193018 

5,4170332 

0,0600 

-0,0030001 

0,9163521 

5.3935137 

I 
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27.  Transformation  of  a^|  into  a^ni  for  small  values  of  n. 
Knowing  a,r;7|  we  may  calculate  a^;  (or  Nx)  for  every  n-th 
value  of  X,  as  shown  in  artide  25.  We  shall  now  show  another 
method  of  ealculating  a.rT\  for  small  values  of  n  (such  as 
w  =  5),  deriving  it  from  a^  (the  annuity  certain),  by  means 
of  a  transformation  y  =  0,  applied  on  a  »mortality  table» 
p  =  1 . 


Putting 


P=l,    7tx^VxV=  Px 


we  get 


(41)  -       ^  =  .p_^—\  = 

v 

The  transformation  ;'  =  O  gives 
V'x  —  V  /^ 


(42) 


p  a  +  ^x' 


where   /i  =  —  1,  p'x   being    <p  =  l.     From  (24)  in  artide  20 
we  get 

(43  a{p')  —  aiip)  = t    » 

v    dl       a  —  X. 


and  we  try  to  determine  «  so  as  to  make  a(p')  =  a(7r).  K 
this  condition  is  fulfilled  for  a  value  of  a,  corresponding  to 
an  age  z  =  x^  i-  t ,  we  ha  ve 

P  z^^  P  xo+t  =  >Txo+< 

whence  from  (41)  and  (42) 

—  1 


Qxo-i-t 


a  —  {x^  +  t) 
or 

«  = h  X(,  i-  t, 

Qxo+t 


40 
and  substituting  tliis  value  of  a  in  (43)  we  fin«J 

Iffa(p)  1 


a(p')-a(p)  =  ^,    ^.  ^ 


or 


(44)  «^^-^^  =  ,^.-    •      ,  ' 

+  t 

where  x  is  w  ritten  for  .r^. 

The  formula  (44)  is  analogous  to  the  formula  (29)  in 
artide  22,  /  corresponding  to  z  —  x^^.  For  n=5  /  will  be 
about  =  1  (Vid.  Table  15,  where  i{i)  =  1  +  z  —  Xq). 

However,  t  can  not  be  determined  directh-  with  sufficient 
accuracy,  and  we  then  proceed  in  the  following  manner. 

We  write 

lclan\ 

_        _       v  di  .<?(/) 

(45)  '^-"-^"'  =  rf(T^)  =  -rf(l::.)' 


where  d{l  :  x)  may  be  called  di  visor  for  transformation  of 
a;rj  into  axJH-  If  the  råte  of  interest  is  to  be  denoted,  we 
write  d{i,  1  :x).  We  calculate  the  divisors  directiy  for  two 
values  of  /,  and  (if  n  =  5)  for  every  fifth  value  of  x.  For 
small  values  of  n,  such  as  n  =  5,  the  divisors  d{i,  1  :  z),  cor- 
responding to  a  certain  value  of  x,  will  be  about  a  linear 
function  of  i,  and  moreover  at  most  ages  so  slowly  varying 
with  i  that  it,  for  most  practical  purposes,  may  even  be 
regarded  as  a  constant.  For  instance  (according  to  H^)  the 
divisors  corresponding  to  t  =  O  will  give  a^  correct  to  the 
tliird  place  of  decimals  at  råtes  of  interest  up  to  6  %,  ex- 
ceptions  to  be  made  only  for  the  higher  ages  (Table  20). 

We  give  below,  according  to  //-'',  sonie  exaniples  of  the 
a{)plication  of  the  formula  (45). 

Table  18  contains  the  values  of  logrf(/.  1  :  x),  for  n  =  5, 
as    calculated    bv    (45)   at  j'=0,  /  =  0,o4  and  i=0,06.     We 
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Tahle  18. 
H^;  log  d{i,  1  :  x)  for  n  =  5,  as  calculated  by  (45). 


X 

t  =  0 

i  =  0,04 

i  =  0,06 

10^Alogd(t 

,  1  :  x)  ■ 

10 

2,38753 

2,38601 

2,38525 

-152 

-76 

15 

2,47292 

2,47438 

2,47510 

+  146 

+  72 

20 

2,18373 

2,18392 

2,18402 

19 

10 

25 

2,17330 

2,17345 

2,17353 

15 

8 

:io 

2,10509 

2,10523 

2,10530 

14 

7 

35 

2,04438 

2,04462 

2,04474 

24 

12 

40 

1,98228 

1,98240 

1,98245 

12 

5 

45 

1,89373 

1,89412 

1,89431 

39 

19 

50 

1,78341 

',78371 

1,78385 

30 

14 

55 

1,65772 

1,65810 

1,65829 

38 

19 

60 

1,50720 

1,50760 

1,50779 

40 

19 

05 

1,35214 

1,35232 

1,35241 

18 

9 

70 

1,19504 

1,19526 

1,19537 

22 

11 

75 

1,02051 

1,02021 

1,02007 

-  30 

-14 

80 

0,87230 

0,87159 

0,87124 

-  71 

-35 

85 

0,75479 

0,75319 

0,75240 

-160 

-79 

90 

0,64295 

0,64105 

0,64012 

-190 

-93 

give  log  d  to  five  places  of  decimals;  but  it  should  be 
noticed  that  this  corresponds  to  6  or  5  places  of  decimals 
in  axT\,  and  almost  as  many  places  in  Qx  (4  places  at  very 
high  ages). 

Table  19  shows  the  calculation  of  a.^.  at  5'/2  %,  by  means 
of  d{i,  1  :  x),  taken  at  the  same  råte  of  interest  (interpolated 
from  the  values  in  Table  18). 

Table  20  shows  the  calculation  of  a^  at  6  %,  by  means 
of  d{i,  l:x),  taken  at  i  =  0. 

Table  21  gives  the  values  of  the  logarithms  of  s{i)  = 
1  d?i-^\  . 

—  —  ,  .      101 


v  di 


)r  n  —  5  at  different  råtes  of  interest. 
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Tahle  19. 


//-V;  }■  =  0,065 ;  ax  as  calculated  by  means  of  (I{i,  1  :x): 

aTi  -^  4..-) o -j  1  5(1. 


j: 

log 

log  (all - 

nx?n 

aTH-a-rTl 

a.r^ 

Pt 

AV--Vt+R 

Nr 

«T 

90 

0,64035 

0,29052 

1,9522    2,5530 

11,793 

30,108 

31,279 

2,6523 

85 

0,75260 

0,17827 

1,50755 

2,99760 

57,240 

171,583 

202,862 

3,5441 

80 

0,87133 

0,05954 

1,14694 

3,35821 

192,200 

645,448 

848,310 

4,4137 

75 

1,02010 

1,91077 

0,81428 

3,09087 

403.283 

1709.92 

2558,23 

5,5220 

70 

1,19534 

1,73553 

0,54391 

3,96124 

898,517 

3559,24 

6117,47 

6,8084 

65 

1,35239 

1,57848  ' 

0,37880   4,12629 

1518,485 

6205.71 

12383.18 

8,1550 

60 

1,50774 

1,42313 

0,26493   4,24022 

2309,829 

10048,00 

22431,78 

9,4650 

55 

1,65824 

1,27263  1 

0,18734 

4,31781 

3499,623 

15110,71 

37542,49 

10,7276 

50  1,78382 

1,14705  ; 

0,14030 

4,36485 

5001,114 

21829,11 

59371,60 

11,8717 

45  1,89426 

1,03661 

0,108795 

4.396355 

7002,977 

30787,57 

90159.17 

12,8744, 

40  1,98244 

2,94843 

0,088804 

4,416346 

9665,337 

42685,47 

132844,64 

13,7444 

35  2,04471 

2,88616 

0,076941 

4,428209 

13245,827 

58655,29 

191499,93 

14,4574 

30  -2,10528 

2,82559  1 

0.06692r, 

4,438224 

18030,874 

80025,06 

271524,99 

15,0589 

25!  2,17351 

2,75736 

0,057195 

4,447955 

24403,731 

108546,7 

380071,7 

15,5743' 

20  2,18400 

2,74687 

0,055830 

4,449320 

32978,409 

146731,5 

520803,2 

15,9742 

15  2,47492 

2,45595 

0,028572  4,476578 

43997,776 

196959,5 

723762,7 

16,4500 

10 

2.38544 

2,54543 

0,035110 

4,470040 

58543,058 

261689,8 

985452,5 

16,8330 

The    valucs    of    \ogd{\:x)    for 
the  formula 


5,    as  calculated  by 


(l{l:x)  = 


1 


,  ^=1, 


gx+i 


+  t 


are  given  in  Table  2i. 

Tiie  metbod  applied  in  this  artide  may  also  be  used  in 
calciilating  Sx  for  quinquennial  ages.  ThivS  will  be  shown  in 
artide  33. 


I 
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Tahle  20. 
H^^\  i==0;06;  a^:  as  calculated  by  means  of  d{0,  1  -.x); 

a5|  =  4,46511. 


log 
d(0) 


log(a5|-   _    _ 


a. c  5 1 


—    a5|  — aj;5| 


axb\ 


Dr 


\Nx- 


Nx+b 


Nx 


lO» 


90 

0,6430 

85 

0,7548 

80 

0,8723 

75 

1,0205 

70 

1,1950 

65 

1,3521 

60 

1,5072 

55 

1,6577 

50 

1,7834 

45 

1,8937 

40 

1,9823 

35 

2,0444 

30 

2,1051 

25 

2,1733 

20 

2,1837 

15 

2,4729 

10 

2,3875 

0,2818 
0,1700 
0,0525 
1,9043 
1,7298 
1,5727 
1,4176 
1,2671 
1,1414 
1,0311 
2,9425 
2,8804 
2,8197 
2,7515 
2,7411 
2,4519 
2,5373 


1,914 

1,479 

1,128 

0,8023 

0,5368 

0,3739 

0,2616 

0,1849 

0,1385 

0,1074 

0,08760 

0,07593 

0,06603 

0,05643 

0,05509 

0,02831 

0,03445 


2,551 

2,986 

3,337 

3,6628 

3,9283 

4,0912 

4,2035 

4,2802 

4,3266 

4,3577 

4,37751 

4,38918 

4,39908 

4,40868 

4,41002 

4.43680 

4,43066 


7,706 
38,297 
131,669 
324,968 
645,339 
1116,71 
1784,48 
2698,26 
3948.18 
5660,82 
7999,83 
11225,6 
15646,4 
21683,1 
30002,8 
40985,4 
55839,5 


19. 

114, 

439. 

1190, 

2535, 

4568, 

7501, 

11549 

17082 

24668 

35019 

49271 

68830 

95594 

132313 

181844 

247406 


20 

134. 

574, 

1764, 

4299, 

8868, 

16369, 

27918 

45000 

69668 

104687 

153958 

222788 

1318382 

450695 

J632539 

1879945 


41  2,649  -  13 


3,519  -II 

4,360  -  6 

5,429  —  3 

6,662  -  I 

7,941  O 


9,173 
10,347 
11,398 
12,307 
13,0862 
13,7149 
14,2389 
14,6834 
15,0218 
15,4333 
15,7585 


O 

I 
O  j 

o  I 
1 

0,4 
0,3 
0,3' 
0,2 

o,i[ 

0,2 

0,0; 


Table  21. 

log  s{i)  =  log  .  (a-5i  —  5v*). 




1 

i 

log  s[i) 

i 

log  s{i) 

i 

log  8{i) 

0,0300 

0,96168 

0,0400 

0,94924 

0,0500 

0,93695 

0,0325 

0,95855 

0,0425 

0,94615 

0,0525 

0,93391 

0,0350 

0,95544 

0,0450 

0,94308 

0,0550 

0,93087 

0,0375 

0,95233 

0,0475 

0,94001 

0,0575 
0,0600 

0,92785 
0,92483 
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28.  Calcnlation  of  iXxy  (or  Xxy)  for  qninquennial  ages. 
In  artide  27  we  have  sliown  a  mctliod  of  deriving  Bj-t^  from 
aT|;  we  raay,  in  the  same  manner,  derive  SixyT\  from  SixT\, 
x>y,  and  knowing  axyT]  we  find  agy  (or  Nxy)  for  quin- 
cjuennial  ages  (in  a  similar  manner  as  shown  in  artide  25 
for  axZ\  and  a^). 

We  put 


and  get 


rsPu 


yfx  —  Vx  . 


V- 

The  transformation  y  =  0  gives 

p'x  —  Vx^ /'^^  , 

Px  «  +  pfx ' 

wbere  ii  =  —  1 ,  p'x  being  <  px. 

Proceeding  as  shown  in  artide  27  we  find 


^■^5)  axyn\       9x771 —   ,    J 


i     '     1 


+  / 
9y+t 


wliich  corresponds  to  the  formula  (44)  for  axTTi  —  aJTj-     -^^  '" 
the  former  case  t  is  about  =  1  for  n  =  5. 
Proceeding  as  before  wc  write 

1  daxlT] 
,      .  __  _     v^   di        _  s{i,x) 

where    d(i,x:xy)    may    be    called   divisor  for  transformation 
of  aj.;ii  into  aj;^;^. 
The  divisors 

d{i,  X  :  xy) 

and 

dii,  1  :?/) 


I 


4^ 


have  the  same  form 


-'-+^ 

?.'/+/ 


where  t  for  small  values  of  n,  such  as  w  =  5,  can  not  differ 
very  mach  in  the  two  formulae  (except  at  very  high  ages). 
Accordingly,  d{i,x:xy)  will  not  differ  very  rauch  from 
d{i,l:y),  at  most  ages,  and  it  may  be  expected  that 
d{i,x:xy)  for  n  —  6,  both  as  a  function  of  {x  —  y),  y  being 
constant,  and  as  a  function  of  i,  will  be  about  constant,  or 
so  slowly  varying  that  the  divisor,  corresponding  to  a  cer- 
tain  difference  of  ages  {x  —  y) ,  say  x  —  ?/  =  0,  or  to  a  cer- 
tain  råte  of  interest,  say  ?  =  0,  will  hold  for  a  large  series 
of  differences  of  ages  and  råtes  of  interest. 

For  most  practical  purposes  we  may  put,  for  ??  =5, 

(47)  d{i,  X  :  xy)  =  d{i,  I  :  y)  =  d{0,  1  :  y); 

and  even 


(48)  d  =  ^+l 


will  sometimes  do  good  service. 

We  give  below,  according  to  H-^^,  some  examples  of  the 
application  of  the  formulae  (46),  (47)  and  (48). 

Tables  22  and  23  contain  the  values  of  log  d{i,  x :  xy) 
for  w  =  5,  as  calculated  by  (46). 

Table  23,  for  d{i,  x:  xy),  corresponds  to  Table  18,  for 
d{i,  l:y). 

Table  24  contains  the  values  of  d  and  loge?  for  w  =  5, 
as  calculated  by  the  forraula  (48). 

Table  25  gives  aa;y  at  4  %  for  x  —  y  =  20,  by  means  of 
rf(4  %,  X  :  xy)  for  x  —  y  -=0. 
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Tahle  22. 
H-^;  i  =  0,04 ;  log  d{i,  x  :  xy)  as  calculated  b}'  (46),  for  n  =  5, 


x  —  y 


y=lU     i/ =15     3/ =  20     »/  =  25     j/  =  30     .7  =  35     :/ -=  4u     7  =  45 


O  2,3859  2,4745  2.1840 

10  2,3857  2.4740  2.1840 

20  I  2,3857  2,4747  2,1840 

30  i  2,3856  i  2,4749  2,1840 

'  '  ' 

40  2,3853  '  2,4753  \   2,1841 

50  2,3846  2,4764 


O 

5 
10 
15 
20 
25 
30 
35 
40 


2.1735       2,1053       2,0447       1,9824    '  1,8943 

I 

2,1735       2.1053       2,0447       1,9825   1  1,8944 

2.1735       2,1053       2,0448        1.9825    i  1.8946 

2.1735       2,1054    1   2,0449       1,9826    ,  1,8954 

, 2,1737    :   2,1055    \  2,0454       1,9830   |  1,8969 

2,1843   i  2,1740  I  2,1059   I  2,0464  I    1,9837   I 

-  _  .  -  —  .  ,  -  j 

=  80  !  y  =  85 


I  I  ■  !  I 

:  —  yjy  =  ö0i2/=55t/=60     t/  =  65t/  =  70     y 


=  75     y 


1,7838 
1,7839 
1,7840 
1,7841 
1,7843 
1,7846 
1,7852 
1,7858 
1,7873 


1,1957  I  1,0192  0,8680  0,7418 
1,1960  I  1,0187  0.8606  0,7336 
1,1964       1,0181       0,8630 


1,6583       1,5080  1,3526 

1.6585  1,5081  1,3527 

1.6586  1,5084  1,3529 
1,6589  \   1,5089  ;  1,3533   1,1968   1,0166 

1,6593  ;  1,5096  1,3537   1,1980 | 

1,6600  I  1,5105  1,3547  x—y   j  t/ =  ÖO 

1,6608   1,5126  j 


1,6628 


O   !  0,6179 


Tahle  23. 
H^;  log  d{i,  X  :  xy),  as  calculated  by  (46),  for  u  =  5. 


x-y  =  () 

■'• 

,v 

,=  (» 

«  =  0,0  4 

J  =  U.OG 

iu'A  \oed[t 

•  X  :  xy; 

10 

10 

2,38741 

2.38588 

2,38512 

-153 

-70 

15 

15 

2,47307 

2,47453 

2,47526 

+  146 

+  73 

20 

20 

2,18377 

2,18396 

2,18406 

10 

10 

25 

26 

2,17333 

2,17348 

2,17355 

15 

~ 

30 

30 

2.10513 

2,10526 

2,10532 

13 

6 

35 

35 

2,04444 

2,04468 

2,04480 

24 

12 

40 

40 

1,98232 

1.98243 

1,98249 

11 

0 

i 
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Table  23,  continued. 


x~y  =  0 

X 

y 

z  =  0 

1 
i  =  0,04 

i  =  0,06 

10^Alogd(J 

1 
,  X  :  xy) 

45 

45 

1,89387 

1,89426  j 

1,89445 

39 

19 

50 

50  1 

1,78354 

1,78384 

1,78398 

30 

14    1 

55 

55 

1,65796 

1,65834 

1,65853 

38 

19 

60 

60 

1,50756 

1,50797 

1,50817 

41 

20 

65 

65 

1,35238 

1,35257 

1,35267 

19 

10 

70 

70 

1,19549 

1,19571 

1,19583 

22 

12 

75 

75 

1,01956 

1,01925 

1,01910 

-  31 

-15 

80 

80 

0,86875 

0,86800 

0,86763 

-  75 

-37 

85 

85 

0,74355 

0,74181 

0.74096 

-174 

-85 

90 

90 

0,61992 

0,61792 

0,61695 

-200 

-97 

X  —  y=  10 

20 

10 

2,38727 

2,38574 

2,38498 

-163 

-76 

- 

30 

20 

2,18377 

2,18397 

2,18406 

+  20 

+  9 

40 

30 

2,10513 

2,10527 

2,10534 

14 

7 

50 

40 

1,98233 

1,98245 

1,98250 

12 

5 

60 

50 

1,78368 

1,78397 

1,78412 

29 

15 

70 

60 

1,50802 

1,50843 

1,50863 

41 

20 

80 

70 

1,19615  ■ 

1,19638 

1,19650 

23 

12 

90 

80 

0,86370 

0,86296 

0,86259 

-  74 

-37 

1 
-77    ' 

+  10 

a;  — 2/ =  20 

30 

40 

10 

20 

2,38723 
2,18379 

2,38569 

2,18398 

2,38492 
2,18408 

-154 

+  19 

1 

50 

30 

2,10516 

2,10529 

2,10536 

1      ^3  , 

7 

60 

40 

1,98238 

1,98250 

1,98255 

12 

5 

70 

50 

1,78401 

1,78431 

1,78445 

'      30 

14 

80 

60 

1,50921 

1,50964 

1,50985 

43 

21 

90 

70 

1,19776 

1,19800 

1,19812 

i        ^* 

12 

x  —  y=30 

40 
50 

10 
20 

2,38712 
2,18381 

2,38559 
2,18401 

2,38482 
2,18411 

-153 

+  20 

-77 
+  10 

60 

30 

■2,10522 

2,1053  5 

2,10543 

13 

8 

70 

40 

1,98252 

1,98263 

1,98269 

11 

6 

80 

50 

1,78487 

1,78518 

1,78534 

31 

16 

90 

60 

1,51214 

1,51257 

1.51279 

43 

22 

48 


Table  23,  continued. 


•r  —  y  =  40       T      y  t  =  O        i  =  0,04     t  =  0,06       lO'^  A  log  d(t,  x  :  xy) 


50  10 

60  20 

70  30 

80  40 

90  50 


X  —  y  =  50 


2,38684 
2,18390 
2,10537 
1,08285 
1,78697 


2,38529 
2,18410 
2,10551 
1,08297 
1,78728 


2,38453 
2,18420 
2,10559 
1,98302 
1,78744 


60  10 

70  20 

80  30 

90  40 


2,38614  2,38459 

2,18412  2,18433 

2,10578  i  2,10593 

1,98364  1,98375 


2,38382 
2,18443 
2,10601 
1,98381 


-155 

+  20 

14 

12 

31 


-70 

+  10 

8 

5 

16 


-155  -77 

+  21  +10 

15  8 

11  6 


X  — 1/  =  60  70  10 
i  80  20 
i  90  30 


2,38442 
2,18473 
2,10678 


2,38283 
2,18496 
2,10694 


2,38204 
2,18506 
2,10702 


-159    -79 

+  23    +10 

16      8 


ar-y  =  70 

80 
90 

10 
20 

2,37986 
2,18624 

2,37821 
2,18651 

2,37739 
2,18664 

-165 

+  27 

-82 

+  13 

«  —  y  =  80 

90 

10 

2,36881 

2,36715 

2,36631 

-166 

-84 

Tahle  24. 
//•'';  d  and  loge?,  as  calculated  by  (48),  for  n  =  5  {t  =  1). 


X 

d 

logd 

X 

d 

log  ef 

lU 

•2,")  1.1, 

2.4007 

55 

45,54 

1,6584 

15 

309,0 

2.4900 

60 

32,21 

1,5080 

20 

149.7 

2.1752 

65 

22.47 

1.3516 

26 

150,6 

2.1778 

70 

15,69 

1.1956 

30 

127.3 

2,1048 

75 

10,401 

1,0171 

36 

110.8 

2,0445 

80 

7.328 

0,8650 

40 

»6,36 

1.9839 

85 

5.553 

0,7445 

45 

78,28 

1  .8937 

90 

4,108 

0,6230 

50 

60,99 

1,7853 
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Tahle  25. 

H^;   ^  =  0,04;   ?ixy  for  x  —  ?/ =  20,  as  calculated  by  means  of 
d{i,x:xy)  for  x  —  y  =  0. 


X      y 

]ogs{i,x) 

log 

d{i,  X  :xy) 

log  (s  :  d) 

ax5\  — 

axy~\ 

aa-Til    axyhl 

10^0 

90  70 

0,4923 

1,1957 

1,2966 

0,1980 

2,5967    2,3987 

10 

85  65 

0,6431 

1,3526 

1,2905 

0,1952 

3,0594 

2,8642 

4 

80  60 

0,7330 

1,5080 

1,2250 

0,1679 

3,4341 

3,2662 

7 

75  55 

0,8060 

1 ,6583 

r,1477 

0,1405 

3,7807 

3,6402 

3 

70  50 

0,8579 

1,7838 

r,0741 

0,1186 

4,0624 

3,9438 

1 

65  45 

0,8877 

1,8943 

2,9934 

0,09849 

4,23461 

4,13612 

0,6 

60  40 

0,9070 

1,9824 

2,9246 

0,08407 

4,35343 

4,26936 

0,3 

55  35 

0,9198 

2,0447 

2,8751 

0,07501 

4,43440 

4,35939 

0,2 

50  30 

0,9274 

2,1053 

2,8221 

0,06639 

4,48350 

4,41711 

-0,1 

45  25 

0,9324 

2,1735 

2,7589 

0,05740 

4,51636 

4,45896 

0,1 

40  20 

0,9356 

2,1840 

2,7516 

0,05644 

4,53725 

4,48081 

-0,1 

35  15 

0,9374 

2,4745 

2,4629 

0,02603 

4,54961 

4,52058 

0,1 

30  10 

0,9390 

2,3859 

2,5531 

0,03574 

4,56007 

4,52433 

-0,1 

X      y 

10-^  Ix  Dy 

10- 

-^IxDyaxyT] 

10-^  llx Dy 

axy 

10*0 

90  70 

35,745 

85,742 

88,240 

2,4686 

10 

85  65 

208,840 

598,16 

686,40 

3,2867 

6 

80  60 

779,499 

2546,0 

3232,4 

4,1468 

8 

75  55 

1976,30 

7194,1 

10426,5 

5,2758 

6 

70  50 

3901,41 

15386,4 

25812,9 

6,6163 

4 

65  45 

6576,03 

27199,2 

53012,1 

8,0614 

4 

60  40 

10089,0 

43073,6 

96085,7 

9,5238 

3 

55  35 

14543,0 

63398,6 

159484,3 

10,9664 

1 

50  30 

20150,2 

89005,6 

248489,9 

12,3319 

1 

45  25 

27200,5 

121286 

369776 

13,5945 

0 

40  20 

36135,0 

161914 

531690 

14,7140 

I 

35  15 

47057,9 

212729 

744419 

15,8192 

0 

30  10 

60709 

6 

274670 

10190 

89 

16,7863 

0 
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Table  26. 
//-V.    j^^qq^.    g^^^  (qi.  y.  —  y  =  O,  as  calculated  by  means  of 

cUi.  1  :,v). 


T         V 

lop  «''.»,  x) 

log 
rf(t.  1  :  ./) 

log  (»  :  d'} 

8x51  — 

nx^ 

nri/.M 

10*0 

90  90 

0,4923 

0,6411 

1,8512 

0,7099  j  2.5967 

I  1,8868  - 

-390 

8j  85 

0,6431 

0,7532 

1,8899 

0,7761   j  3,0594 

1  2,2833  - 

-207 

80  80 

0,7330 

0.8716 

r,8614 

0,7268   1  3,4341 

1  2,7073  ■ 

-  59 

75  75 

0,8060 

1,0202 

1,7858 

0,6106 

3,7807 

1  3,1701  - 

-  15 

70  70 

0,8579 

1,1953 

1,6626 

0,4598 

4,0624 

3,6026 

4 

G5  65 

0,8877 

1,3523 

1,5354    0,3431 

4,2346 

j  3,8915 

2 

60  60 

0,9070 

1,5076 

1,3994    0,2508 

4,3534 

j  4,1026 

2 

55  55 

0,9198 

1,6581 

1,2617    0,1827 

4,4344 

1  4,2517 

1 

1  50  50 

0,9274 

1,7837 

1,1437  ,  0,1392 

4,4835 

4.3443 

0 

'  45  45 

0,9324 

1,8941 

1,0383  1  0,1092 

4,5164 

1  4,4072 

0 

40  40 

0,9356 

1,9824 

2,9532    0,08978 

4,53725 

4,44747 

0,0 

35  35 

0,9374 

2,0446 

2,8928  1  0,07812 

4,54961 

4,47149 

0,1 

30  30 

0,9390 

2,1052 

2,8338 

0,06821 

4,56007 

4,49186 

0,2 

25  25 

0,9405 

2,1735 

2,7670 

0,05848 

4,57022 

4.51174 

0,0  ' 

20  20 

0,9407 

2,1839 

2,7568 

0,05712 

4,57164 

!  4,51452 

0,1  i 

15  15 

0,9448 

2,4744 

2,4704  j  0,02954 

4,60005 

4,57051 

0,1 

10  10 

0,9441 

2,3860 

2,5581  i  0,03615 

4,59332 

4,55717 

0,1 

*  y 

10-5 /x  Dy 

10- 

-^IxDyOxyT] 

10-5  S /ar  Dy 

Bxy 

10*8 

'  90  90 

0,62475 

1,1788 

1,1838 

1,8948 

-391 

85  85 

10,483 

23,936    j      25,120 

2.3963 

-231 

80  80 

84.185 

227,91         253.03 

3,0056 

-  87 

76  75 

348,386    1 

1104,42     I    1357,45 

3.8964 

-  36 

70  70 

933,390 

3362,63     1    4720,08 

5,0569 

-   9 

65  05 

1898,77 

7381I.0C    1   12109,1 

6,3773 

_  2 

60  60 

3294,04 

3514,1        25023,2 

7.7787 

0 

55  55 

5110,58       5 

>1 754,2       47377,4 

9,2590 

2 

50  50 

7442,39 

r 

J2332.0        79709.4 

10,7102 

1 

45  45 

10394,1 

< 

15808,9 

125518,3 

12,0759 

1 

40  40 

14102,5 

i 

$2720,4 

188238,7 

13,3479 

0 

35  35 

18865,3 

i 

54350,0 

27259 

4.7     1 

14,4495 

1 

I 
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X      y 

\.2~^lxDy 

\0-^lxDyaxiib\ 

IQ-^^LlxDy 

axy 

10^0 

30  30 

24898,9 

111842 

384437 

15,4399 

0 

25  25 

32486,4 

146570 

531007 

16,3455 

0 

20  20 

42256,3 

190767 

721774 

17,0809 

0 

15  15 

53571,7 

244850 

966624 

18,0430 

-  1 

10  10 

67556,4 

307866 

1274490 

18,8656 

0 

Tahle  27. 
H^\  i  =  0,04;    a.xy  for  a;  — ^  =  30,  as  calculated  by  means  of 

d{i,  \:y). 


X 

y 

logs{l,x)     a{i,l..y) 

i 

,ax5l— • 

axb\ 

axyb\ 

10*0 

90 

60 

0,4923    1,5076 

2,9847 

0,0965 

2,5967 

2,5002 

10 

85 

55 

0,6431 

1,6581 

2,9850 

0,0966 

3,0594 

2,9628 

6 

80 

50 

0,7330 

1,7837 

2,9493 

0,0890 

3,4341 

3,3451 

4 

75 

45 

0,8060 

1,8941 

2,9119 

0,0816 

3,7807 

3,6991 

2 

70 

40 

0,8579 

1,9824 

2,8755 

0,0750 

4,0624 

3,9874 

-  1 

65 

35 

0,8877 

2,0446 

2,8431 

0,0697 

4,2346 

4,1649 

1 

60 

30 

0,9070 

2,1052 

2,8018 

0,0633 

4,3534 

4,2901 

0 

55 

25 

0,9198 

2,1735 

2,7463 

0,0558 

4,4344 

4,3786 

0 

50 

20 

0,9274 

2,1839 

2,7435 

0,0554 

4,4835 

4,4281 

0 

45 

15 

0,9324 

2,4744 

2,4580 

0,0287 

4,5164 

4,4877 

0 

i  40 

10 

0,9356 

2,3860 

2,5496 

0,0355 

4,5372 

4,5017 

1 

X 

y 

10— ^Ix  Dy 

10- 

~^lxDyaxyh\ 

\0-^YlxDy 

axy 

10*0 

90 

60 

81,699   1 

204,26 

211,49 

2,5886 

11 

'  85 

55 

417,09    1 

1235,75 

1447,2 

3,4698 

8 

80 

50 

1425,52 

4768,5 

6215,7 

4,3603 

6 

75 

45 

3427,08 

12677,1 

18893 

5,5129 

3 

70 

40 

6534,02 

26054 

44947 

6,8789 

1 

65 

35 

10778,8 

44893 

89840 

8,3349 

1 

60 

30 

;   16310,0 

69972 

159812 

9,7984 

0 

55 

25 

!   23218,9 

101666 

261478 

11,2614 

1 

50 

20 

31937,6 

141423        402901 

12,0153 

0 

45 

15 

42497,3 

190715        593616 

13,9683 

I 

40 

10 

55588 

1 

250241 

843J 

557 

15,1805 

1 

52 


Tahle  28. 

JIM.    j  3=  0,04;    a^.^  for  X  —  J/  =  0,   as  calculated  by  means  of 

d  from  (48). 


T      y    'log*(t,  x)      log  (f        Xogis-.d^ 


I  axSl  — 


nrVi         0x7/ :.| 


10*0 


90  90 

0,4923 

0,6230 

1,8693 

0,7401 

2,6967 

1,8566 

-88 

85  85 

0,6431 

0,7445 

1,8986 

0,7918 

3,0594 

2,2676 

-50 

80  80 

0,7330 

0,8650 

1,8680 

0,7379 

3,4341 

2,6962 

52 

75  75 

0,8060 

1,0171 

1,7889 

0,6151 

3,7807 

{  3,165C 

30 

70  70 

0,8579 

1,1956 

r,0623 

0,4595 

4,0624 

1  3,6029 

1 

65  65 

0,8877 

1,3516 

f,5361 

0,3437 

4,2346 

3,8909 

8 

60  60 

0,9070 

1,5080 

1,3990 

0,2506 

4,3534 

i  4,1028 

0 

55  55 

0,9198 

1,6584 

1,2614 

0,1826 

4,4344 

4,2518 

0 

50  50 

0,9274 

1,7853 

1,1421 

0,1387 

4,4835 

4,3448 

-  5 

45  45 

0,9324 

1,8937 

1,0387 

0,1093 

4,5164 

4,4071 

1 

40  40 

0,9356 

1,9839 

2,9517 

0,0895 

4,5372 

4,4477 

_  0 

35  35 

0,9374 

2,0445 

2,8929 

0,0781 

4,5496 

4,4715 

0 

30  30 

0,9390 

2,1048 

2,8342 

0,0683 

4,5601 

4,4918 

1 

25  25 

0,9405 

2,1778 

2,7627 

0,0579 

4,5702 

4,5123 

-  6 

20  20 

0,9407 

2,1752 

2,7655 

0,0583 

4,5716 

4,5133 

-12 

15  15 

0,9448 

2,4900 

2,4548 

0,0285 

4,6001 

4,5710 

11 

10  10 

0,9441 

2,4007 

2,5434 

0,0349 

4,5933 

4,5584 

-12 

X  y 

10-S  Ix 

Dy          10- 

-MxDyaxi 

7Z\      10-5 

^IxDy 

axy 

10^0 

90  90 

o,e 

2475 

1,160 

i 

1,165 

1,865 

-  9 

85  85 

I0,.l 

83 

23,771 

24,936 

2,379 

-  6 

80  80 

84,1 

85 

226,98 

0 

51,92 

2,992 

5 

75  75 

348,3 

86 

1 102,85 

13 

54,77 

3,8S9 

4 

70  70 

933,3 

90 

3362,9 

47 

17,7 

5,054 

2 

65  65 

1898  .T 

7 

7387,9 

121 

05,G 

6,375 

2 

60  60 

3294,u 

4 

13514,8 

•256 

20,4 

7,778 

1 

55  55 

5116,5 

8 

21755 

473 

75 

9,259 

1 

60  50 

7442,3 

9 

32336 

797 

11 

10,710 

0 

45  45 

10394,1 

45808 

1255 

19 

12,076 

0 

40  40 

14102,5 

G2724 

1 882 

43 

13,348 

0 

35  35 

18865.3 

8435G 

2725 

99     1 

14.450 

0 
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X      y 

\Q-^lxDy 

10-  ^lxDyaxyb\ 

\0-^^lxDy 

axy 

10^0 

30  30 

24898,9 

111841 

384440 

15,440 

0 

25  25 

32486,4 

146588 

531028 

16,346 

0 

20  20 

42256,3 

190716 

721744 

17,080 

1 

15  15 

53571,7 

244908 

966652 

18,044 

0 

:o  10 

67556,4 

307949 

1274601 

18,867 

-  1 

Table  26  gives  Qxy  at  4  %  for  x  —  y  =  0,  by  means  of 
d{i  %,  I  -.y). 

Table  27  gives  axy  at  4  %  for  x  —  ?/  =  30,  by  means  of 
d{4:  %,  l:y). 

Table  28  gives  Sxy  at  4  %  for  x  —  y  =  0,  by  means  of  d 
from  (48),  Table  24. 

As  to  the  calculation  of  axy  by  means  of  dii,  l:y), 
instead  of  d{i,  x  :  xy),  the  result,  if  necessary,  can  be  im- 
proved,  it  being  possible  to  derive  d{i,  x  :  xy)  from  d{i,  1  :  y) 
with  good  approximation.     This  will  be  shown  in  article  29. 


29.  Relation  between  d{i,  x  :  xy)  and  d{i,  1  :  y)  for  small 
vallies  of  n.  As  shown  in  article  27  ]og  d{i,  l:y),  for  w  =  5, 
is  nearly  a  linear  function  of  r.     We  write 


(49) 


log  d{j,  1  :ij)  =  \ogd{i,  I  :  ij)  +  gil  :y){j  —  i). 


where  g{l:y)  is  practically  independent  of  i. 
We  have  from  (45) 


(50) 


^xyb\        ^yb\ 


sih  y) 


^Hi,  y) 


d{i,  y  :  xy) 


Qx+t 


+  t 


Si-xyTi   is    equal    to   a^s],  taken  at  a  råte  of  interest  i',  which 
may  be  written 


(51) 


i'  =  i  +  (1  +  i)h{x), 


where  h{x)  may  be  easily  found  with  a  good  approximation. 
We  have  from  (29)  and  (35) 


54 


(52)  ai;5l-a'5l=i^^''^^ 


r-i  +  '<^) 


and  comparing  now  (50)  and  (52)  we  find 


Qx+t  h{x) 


where  t  =  t{i)  —  1  approximately.     (Table  15).     Hence 

(53)  h{x)='lf±^- 

Ps  +  t 

For 

and 

s{i,  x)  =  s{i') 

we  find  the  same  value  of  i'  (approximately). 
Comparing  now 

i         _     i       _  _        •'^(hX) 

"  '  '  d{t,x  :xy) 

with 

.-  _  s(i') 

we  find 

d{i,  X  :  xy)  -=  d{i,  1  :  y) 

whence  by  (49)  and  (51) 

(54)  \oad{i,  x:x!,)  =  \ogd{i,  1  :  y)  +  g{l  :  y)h{x){l  +  i) . 

We  give  below,  according  to  H^^,  some  examples  of  the 
application  of  the  formula  (54). 
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Table  29  contains  the  values  of  g{l  :  x)  and  h{x) . 
g{l:x)    has    been    found    from    log  d{i,  I  :  x)  for  ^  =  0,0G 
and  i  =  0  (Table  18). 

In  h{x)  =  ^^^  t  has  been  put  =  1,  except  for  x  =  90,  85 

Px+t 

and  80,  where   t  has  been  put  =  0,7,  0,8  and  0,9  (Table  15); 
the  interpolation   (by  second  differences  for  x  =  90,  by  first 

differences   for  x=  85  and  80)  has  been  made  in  log  -  • 

Px 

Table  30  gives  some  values  of  log  d{i,  x  :  xy) ,  at  i  —  0,04, 
as  calculated  by  (54). 


Table  29. 
H^;  values  of  g{l  :x)  and  h{x). 


X 

g{\  :  x) 

h{x) 

X 

g{y  :  x) 

h{x) 

90 

-0,047 

0,433 

45 

0,010 

0,013 

85 

-0,040 

0,278 

40 

0,003 

0,011 

80 

-0,018 

0,186 

35 

0,006 

0,009 

75 

-0,007 

0,119 

30 

0,003 

0,008 

70 

0,005 

0,073 

25 

0,004 

0,007 

65 

0,005 

0,049 

20 

0,005 

0,007 

60 

0,010 

0,033 

15 

0,036 

0,003 

55 

0,009 

0,023 

10 

-0,038 

0,004 

50 

0,007 

0,017 

30.     Calculation    oj   a    {or   N)   for  3,  4  etc.  joint  lives  for 
quinquennial  ages.     Writing 


\ 


^xy2uh\         ^xyz  b\  ^^ 

etc, 


5(«,  xy) 


d[i,  xy  :  xyz) 

s{i,  xyz) 
d{i,  xyz  :  xyzu) 
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Tahle  30. 
H^;  i  =  0,04;  \ogd{i,  x  \  xy),  as  calculated  by  (54). 


i 

X 

y 

log  d{i.  1  :  y) 

g[\  :  y)h{x)(\  +  i) 

logd(t,  x:  xy) 

10*0 

1 

x  —  y  =  0 

90 

90 

0,6411 

-0,0212 

0,6199 

-20 

85 

85 

0,7532 

-0,0115 

0,7417 

1 

80 

80 

0,8716 

-0,0035 

0,8681 

-  1 

75 

75 

1,0202 

-0,0008 

1,0194 

_  2 

70 

70 

1,1953 

0,0004 

1,1957 

0 

65 

65 

1,3523 

0,0003 

1,3526 

0 

60 

60 

1,5076 

0,0003 

1,5079 

1 

55 

55 

1,6581 

0,0002 

1,6583 

0 

50 

50 

1,7837 

0,0001 

1,7838 

0 

«  —  3/  =  20 

90 

70 

1,1953 

0,0023 

1,1976 

4 

80 

60 

1,5076 

0,0019 

1,5095 

1 

70 

50 

1,7837 

0,0005 

1,7842 

1 

60 

40 

1,9824 

0,0001 

1,9825 

0 

50 

30 

2,1052 

0,0001 

2,1053 

0 

x  —  y  =  m 

90 

30 

2,1052 

0,0014 

2,1066 

3 

80 

20 

2,1839 

0,0010 

2,1849 

1 

70 

10 

2,3860 

-0.0029 

2,3831 

-  3 

For  X  —  ?/  =  O  the  corresponding  ai,j—\  and  a^y  have  been 
calculated  in  Table  33. 


\ve  have  (approximately) 


d{i,xy:xyz)  =  d{i',y  :yz) 
d{i,  xyz  :  xyzu)  =  d{i\  yz  :  yzu) 
etc, 


where  i'  is  equal  to 


from  (5i; 


i'=  i  +  (1  4-  i)h{x) 
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(55) 


Further  we  have  (approximately) 

']ogd{j,x:  xy)  —  \ogdii  x  :  xy)  =  g{\  :  y)ij  —  i) 
I  log  d{j,  xy  :  xyz)  —  log  d{i,  xy  :  xyz)  ^g{l:z){j  —  i) 
[logdij,  xyz  :  xyzu)  —  \ogd{i,  xyz  :  xyzu)  =g{\  :  u)  {j — i) 


etc.  (for  a  limited  number  of  ages). 
Hence 


(55  a) 


etc. 


log  d{i,  xy  :  xyz)  =  log  d{i',  y\yz)== 

=  logd{i,y:yz)  +  g{l  :z)h{x){l  +  i) 
logd{i,  xyz  :  xyzu)  =  logdd',  yz  :  yzu)  = 

=  \ogd{i,  yz  :  yzu)  +  g{]  :  u)h{x){l  +  /) 


As  to  the  determination  of  s{i,  xy),  s{i,  xyz)  etc.  we  may 
proceed  in  the  following  manner. 
We  have 


9x5|  —  8-5|  — 


s{i) 


d{i,  \:x)' 


writing  now 
(56) 


_  __     s{i,x) 

d{i,x:  \) 


where   d{i,  x  :  1)   may  be  called  divlsor  for  transformation  of 
aa;5i  i^*^o  ai],  we  get 


(57) 


s{i,x) d{i,  x:\) 

s{%)        d{i,  1  :  x) 

We  find  in  this  manner 

s{i,  xy)       d{i,  xy  :  x) 


(57a) 


s{i,x)        d{i,x:xy) 

s{i,  xyz) d(i,  xyz  :  xy) 

s{i,xy)        d{i,xy:xyz) 

etc. 
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Xow    \ogd(i,x:l),    \og  d{i,  xy :  y)    etc,    for    n=5,    are 
nearly  linear  functions  of  i;  we  write 

(58)  \og  d(j,  z  :l)  =  log  d{{,x:  1)  +  g{z  :  \)ij -  i), 

where  g{x:  1)  is  practically  independent  of  i. 
Further  we  have  (approximately) 

log  d{j,  xy  :  x)  —  log  d{i,  xy  :  x)  =  g{y  :  \)  {j  —  i) 

(59)  \ogd{j,  xyz  :  xy)  —  \ogd{i,  xyz  :  xy)  =  g{z  :  l){j—i) 
\ogd{j,  xyzu  :  xyz)  —  \ogd{i,  xyzu  :  xyz)  =g{u:  l){j—  i) 

etc.  (for  a  limited  number  of  ages). 

For 

i'  =  1  +  {I  +  ?■)  h  (x) 
we  have  (approximate)}') 

s{i,x)  =  s{i') 

(60)  s{i,xy)  =  s{i',y) 
s{i,xyz)  =  s{i',yz) 
etc, 

and  substituting  these  values  in  (57)  and  (57  a),  we  find 

sii,  xy)  ^  s({,  y)  ^  d{i',y:  1) 
s{i,  x)         s{i')        d{i',  1  :  y) 

s(i,  xyz)  ^  sii',yz)  ^  d(i',yz  :  y) 
s(i,xy)        8{i',y)       d{i',y:yz) 


etc. 


Hence 


^og%^^.^=]ogd{i',y:l)-\ogd{i',l:y) 

S\l,  X) 

=  \ogd{i,y:l)  +  g{y:l)h{x){l  +  i) 
-\ogd{i,  \:y)-g(l:y)hix){l  +  .)  = 

=  \og'^^^K[g{y:l)-g{l:y)]h{x){l  +  i); 

S[1) 
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writing  now 

(61)  g{y:l)-g{\:y)=^g{y) 

we  find 

■  log  s{i,  xy)  =  log  s{i,  x)  +  log  s{i,  y)  —  log  s  (/)  + 

■^g{y)h[x){\  +  0. 

(62)  i  and  in  the  same  manner 

\ogs{i,xyz)=\ogs{i,xy)  +  \ogs{i,yz)  —  \ogs{i,y)  + 

+  g{z)h{x){l  +  i) 
etc. 

Starting  from  ii^^  (instead  of  ^-ih^A]  we  find 
s{i,  y)     \  s(i,  x)  I 

\ogs{i,  xy)  =  log  s{i,  y)  +  logs({,  a;)  —  log5(z)  + 

+  g{x)h{y){\  +  i), 

and  we  shall  then  bave  (theoretically) 

g{y)h{x)^g{x)hiy) 
or 

(63)  — ^-— =  — 7^  =  constant 

g{x)     giy) 

for    all    ages,    and  accordingly  for  all  mortality  tables.     For 
?i=5  this  constant  is  about  2,2. 

However,  the  niimbers  h  and  g  being  only  approximate, 
the  equation  (63),  too,  will  be  only  approximate,  and  we  then 
replace  the  number 

g{y)h{x)  or  g{x)h{y) 
by  the  mean  of  them  and  write 

(64)  \[g{x)Hy)  +  g{y)h{x)]  =  k{xy)- 
hence  the  formulae  (62)  take  the  form 
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(65)    < 


\ogs{i,xy)  =  [ogs{i,x)  -f  \ogs{i,  y) —  \ogs{i) 

+  k{xy)^l  -i-i), 

log  s{i,  xyz)  =  log  s{i,  xy)  +  log  s{i,  yz)  —  log  5(1,  tj) 

+  k{xz){\  +  O, 

log  ,s(t,  xyzu)  =  log5(i,  aryz)  +  log  s{i,  yzu)  —  log 5(1,  yz) 

+  k{x%i){\  +  O, 
etc. 

'Ry  substitution  we  get 

\og  s{i,  xyz)  =  \og  s{i,  xy)  +  log  s(/,  2)  —  logs(i) 

+  [k{xz)  +  k{yz)]{\  +  i)  = 


Table  31. 
H^;  \ogd{i,x:  1)  for  w  =  5,  as  calculated  by  (56). 


r 

?  =  0 

t  =  0,04 

t  =  0,06 

lO^ilogrfd 

1 
.r:l)   ' 

10 

2,38232 

2,38085 

2,38013 

-147 

-72 

16 

2,46838 

2,46992 

2,47067 

+  154 

+  75 

20 

2,17508 

2,17539 

2,17555 

31 

16 

25 

2,16445 

2,16472 

2,16485 

27 

13 

30 

2,09472 

2,09499 

2,09513 

27 

U 

35 

2,03240 

2,03280 

2,03300 

40 

20 

40 

1,96847 

1,90877 

1,90891 

30 

14 

45 

1,87664 

1,87726 

1,87757 
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31  ! 

1 

SO 

1,76129 

1,76189 

1,76218 

60 

29 

66 

1,62786 

1.62866 

1,62906 

80 

40 

60 

1,46432 

1,46534 

1,46584 

102 

50    ' 

65 

1,28975 

1,29084 

1,29137 

109 

53 

70 

1,10230 

1,10392 

1,10472 

162 

80    i 

75 

I 

0,87511 

0,87700 

0,87794 

189 

94 

'   80 

0,65257 

0,65531 

0,65665 

274 

134 

85 

0,44388 

0,44709 

0,44867 

321 

158 

90 

0,17706 

0,18415 

0,18731 

649 

Ilfi 
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=  log  s{i,  x)  +  logs{i,  y)  +  log  s{i,  z)  —  2  log  s{i) 

+  [k{xtj)  +  k{xz)  +  Ä;(?/2)](l  +  i) 

etc. 

However,  it  will  generally  be  more  convenient  to  use 
the  formulae  (65).  Calculating,  for  instance,  axyzb]  from 
a,xy~\,  and  ay^uTi  from  3iyg-\,  we  get  log  s{i,  xy)  and  log5(i,  yz), 
whence  log  s{i,  xyz)  etc. 

The  suppositions  (55)  and  (59),  for  old  ages  (high  values 
of  q),  hold  only  for  a  few  lives,  and  the  errors,  in  these 
cases,  generally  increase  very  rapidly,  as  the  number  of  lives 
increases.  For  these  ages  we  must  then  calculate  the  an- 
nuities  directly,  and  comparing  now  the  true  values  with  the 
values  obtained  by  the  summary  method,  we  find  the  point 
from  which  this  method  may  be  safely  used. 


Table  32. 
H^;  g{x:  1),  g{\  :x),  g{x)  and  ?i{x) 


X 

'g{x :  1) 

^(1  :  x) 

gix) 

h{x) 

90 

0,161 

-0,047 

0,208 

0,433 

85 

0,080 

-0,040 

0,120 

0,278 

80 

0,068 

—  0,018 

0,086 

0,186 

75 

0,047 

-0,007 

0,054 

0,119 

70 

0,040 

0,005 

0,035 

0,073 

65 

0,027 

0,005 

0,022 

0,049 

60 

0,025 

0,010 

0,015 

0,033 

55 

0,020 

0,009 

0,011 

0,023 

50 

0,015 

0,007 

0,008 

0,017 

45 

0,016 

0,010 

0,006 

0,013 

40 

0,008 

0,003 

0,005 

0.011 

35 

0,010 

0,006 

0,004 

0,009 

30 

0,007 

0,003 

0,004 

0,008 

25 

0,007 

0,004 

0,003 

0,007 

20 

0,008 

0,005 

0,003 

0,007 

15 

0,038 

0,036 

0,002 

0,003 

10 

-0,037 

-0,038 

0,001 

0,004 
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31.  Apidication  of  the  niethods  oj  the  'preceding  artide. 
We  give  below,  according  to  H^,  some  examples  of  the  ap- 
plication  of  the  above  methods. 

Table  31  gives  the  values  of  \ogd{i,x:  1)  as  calculated 
by  (56)  for  n=5,  at  *  =  0,  t  =  0,04  and  i=0,06. 

Table  32  gives  the  values  of  g{x:\)  and  g{x).  The 
values  of  g{x:\)  have  been  found  from  \ogd{i,x:\)  for 
/  =  0,06  and  ?=0.  We  add  the  values  of  gr(l:x)  and  of 
h{x)  from  Table  29. 

Tables  33 — 36  give  the  joint-life  annuities  on  2,  3,  I  and 
5  lives  (of  equal  ages). 

We  have  here  used  the  same  mortality  table  for  all  the 
lives.  Of  course,  we  may  also  use  different  mortality  tables 
for  the  different  lives. 


Table  33. 

IjM.  {  =  0,04;  x  =  y\  axy  as  calculated  by  means  of 

log  d{i,  x  :  xij)  from  (54). 


X 

log  s(i,x) 

log 
dd.x  :  xy) 
from  (54) 

log  (s  :  d) 

s  :  d 

ax^ 

aj/yll 

10'o 

90 

0,4923 

0,6199 

1,8724 

0,7454 

2,5967 

1,8513 

-35 

85 

0,6431 

0,7417 

T.9014 

0,7969 

3,0594 

2,2625 

1 

80 

0,7330 

0.8681 

1,8649 

0,7326 

3,4341 

2,7015 

-  1 

75 

0.8060 

1,0194 

1,7866 

0,6117 

3.7807 

3,1690 

-  •* 

70 

0.8579 

1,1957 

1,6622 

0,4594 

4,0624 

3.6030 

0 

65 

0,8877 

1 ,3526 

1,5351 

0,3429 

4,2346 

3,8917 

0 

00 

0,9070 

1 ,5079 

1,3991 

0,2507 

4,3534 

4,1027 

1 

55 

0.9198 

1  ,6583 

1,2015 

0,1826 

4.4344 

4,2518 

0 

60 

0,9274 

1,7838 

1,1436 

0,1392 

4.4835 

4,3443 

0 

45 

0,9.124 

1 ,8943 

1,0381 

0,1091 

4.5164 

4,4073 

-  1 

40 

0,9356 

1,9824 

2,9532 

0,08978 

4.53725 

4.44747 

0,0 

35 

0.9374 

2,0447 

2,8927 

0,07811 

4.54961 

4.47160 

0.0 

30 

0,9390 

2.1053 

2,8337 

0,06819 

4,56007 

4,49188 

0.0 

25 

0,9405 

2,1735 

2,7670 

0,05848 

4,57022 

4,51174 

0,0 

20 

0,9407 

2.1840 

2,7567 

0,05711 

4,57164 

4,51453 

0.0 

15 

0,9448 

2,4745 

2,4703 

0,02963 

4,60005 

4,57052 

0,0 

10 

0.9441 

2,3859 

2,5582 

0,03616 

4,59332 

4,55716 

0,0 
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X 

10-^  Ix  Dy 

10-^  lxDyaxyb\ 

lO-'ollxDy 

axy 

10^0 

90 

0,624748 

1,1566 

1,1616 

1,8593 

-36 

85 

10,48299 

23,718 

24,879 

2,3733 

-  1 

80 

84,18507 

227,43 

252,31 

2,9971 

-  2 

75 

348,3867 

1104,0 

1356,3 

3,8931 

-  3 

70 

933,3901 

3363,0 

4719,3 

5,0561 

-  1 

65 

1898,777 

7389,5 

12108,8 

6,3772 

-  1 

60 

3294,039 

13514 

25623 

7,7786 

1 

55 

5116,576 

21755 

47378 

9,2597 

1 

50 

7442,390 

32332 

79710 

10,7103 

0 

45 

10394,09 

45809 

125519 

12,0760 

0 

40 

14102,54 

62721 

188240 

13,3480 

-  1 

35 

18865,29 

8435G 

272596 

14,4496 

0 

30 

24898,95 

111843 

384439 

15,4400 

-  1 

25 

32486,43 

146570 

531009 

16,3456 

-  1 

20 

42256,25 

190767 

721776 

17,0809 

0 

15 

53571,66 

244850 

966626 

18,0436 

-  1 

10 

67556,42 

307865 

1274491 

18,8656 

0 

Table  34. 

H^;    *  =  0,04;   x==y  =  z;   d-xyz  as  calculated  by  the  method 
shown  in  artide  30. 


X 

\ogs{i,xy) 
from  (65) 

log 

d{i,xy:xyz) 
from  (55  a) 

log  (s  :  d) 

S  :  d 

axyb\ 

from 

table  33 

axyzb\ 

10*0 

90 

0,1291 

0,5987 

r,5304 

0,3391 

1,8513 

1,5122 

-51 

85 

0,3717 

0,7302 

1,6415 

0,4380 

2,2625 

1,8245 

12 

80 

0,5333 

0,8646 

1,6687 

0,4663 

2,7015 

2,2352 

-12 

75 

0,6696 

1,0185 

1,6511 

0,4478 

3,1690 

2,7212 

-10 

70 

0,7692 

1,1960 

1,5732 

0,3743 

3,6030 

3,2287 

-  1 

65 

0,8274 

1,3528 

1,4746 

0,2983 

3,8917 

3,5934 

0 

60 

0,8652 

1,5083 

1,3569 

0,2275 

4,1027 

3,8752 

1 

55 

0,8906 

1,6585 

1,2321 

0,1706 

4,2518 

4,0812 

0 

50 

0,9058 

1,7840 

1,1218 

0,1323 

4,3443 

4,2120 

0 
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X 

log  »(t,  xy) 
from  (65) 

log 

d[i.xy:x]jz) 
from  55  ji) 

log  '»  ■-   'fl 

^■d 

from 
table  .^3 

&Ty2~^ 

1 
10'?,  1 

1 
45 

0,9156 

1,8944   1   1,0212  1 

0,1050 

4,4073 

4,3023 

-  1 

40 

0,9220 

1,9825 

2,9395 

0,08700 

4,44747 

4,36047 

-  0,1 

35 

0,9256 

2,0447 

2,8809 

0,07602 

4,47150 

4,39548 

0,0 

30 

0,9288 

2,1053 

2.8235  1 

0,06661 

4,49188 

4,42527 

0,0 

25 

0,9318 

2,1735 

2,7583 

0.05732 

4,51174 

4,45442 

0,0 

20 

0,9322 

2,1840 

2,7482 

0,05601 

4,51453 

4,45852 

0,1 

15 

0,9403 

2,4746 

2,4657 

0,02922 

4,57052 

4,54130 

0,1 

10 

0,9389 

2,3857 

2,5532 

0,03575 

4,55716 

4,52141 

0.1 

X 

X^mxlyDz 

i 

Axyt 

10*8 

90 

0,0091213 

0,013793 

0,013799 

1,5128 

-50 

85 

0,56839 

1,0370 

1,0508 

1,8487 

12 

80 

11,7270 

26,212 

27,263 

2,3248 

-11 

75 

89.5040 

243,56 

270,82 

3,0258 

-11 

70 

355,840 

1148,9 

1419,7 

3,9896 

-  2 

65 

936,040 

3363,6 

4783,3 

5,1101 

-  1 

60 

1939,07 

7514.3 

12297.6 

6,3420 

1 

55 

3403,19 

13889 

26187 

7,6948 

1 

0  , 

50 

5412,55 

22798 

48985 

9,0503 

-  2  1 

45 

8098,97 

34844 

83829 

10,3506 

—  2 

40 

1IG04.1 

50599 

134428 

11.5845 

-  1 

35 

16277,2 

■ 

71546 

205974 

12,6541 

0   : 

30 

22375,4 

99017 

304991 

13,6306 

0 

25 

30232.2 

134067 

439658 

14,5427 

0 

20 

40660,2 

181284 

020942 

15,2715 

0 

15 

52620,2 

238964 

859906 

16,3417 

0  , 

10 

67056,4 

30.5450 

1165356 

17,2501 

0 
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Tahle  35. 

H^;  1  =  0,04;  x  =  y  =  z  =  u\  a^yza  as  calculated  by  the 
method  shown  in  artide  30. 


X 

\og  s{i,xyz] 
from  (63) 

log 

4{i,  xyz  : 

xyzu) 
from  (55  a) 

log  (s  :  d) 

s  :  d 

Sixyg  b\ 

from 

table  34 

Qxyzu'b\ 

10^0 

90 

r,8596 

0,5775 

r,2821 

0,1914 

1,5122 

1,3208 

45 

85 

0,1350 

0,7187 

1,4163 

0,2608 

1,8245 

1,5637 

40 

80 

0,3503 

0,8612 

r,4891 

0,3084 

2,2352 

1,9268 

-30 

75 

0,5400 

1,0)76 

1,5224 

0,3330 

2,7212 

2,3882 

-21 

70 

0,6832 

1,1964 

1,4868 

0,3068 

3,2287 

2,9219 

-  6 

G5 

0,7681 

1,3531 

1,4150 

0,2600 

3,5934 

3,3334 

_  2 

GO 

0,8240 

1,5086 

1,3154 

0,2067 

3,8752 

3,6685 

1 

55 

0,8617 

1,6588 

1,2029 

0,1595 

4,0812 

3,9217 

-    1 

50 

0,8842 

1,7841 

1,1001 

0,1259 

4,2120 

4,0861 

-   1 

45 

0,8989 

1,8945 

7,0044 

0,1010 

4,3023 

4,2013 

-    1 

40 

0,9085 

1,9825 

2,9260 

0,08433 

4,36047 

4,27614 

-    0,2 

35 

0,9139 

2,0448 

2,8691 

0,07398 

4,39548 

4,32150 

0,0 

30 

0,9186 

2,1053 

2,8133 

0,06506 

4,42527 

4,36021 

0,1 

25 

0,9231 

2,1735 

2,7496 

0,05618 

4,45442 

4,39824 

0,1 

20 

0,9237 

2,1840 

2,7397 

0,05492 

4,45852 

4,40360 

0,2 

15 

0,9359 

2,4747 

2,4612 

0,02892 

4,54130 

4,51238 

0,2 

10 

0,9338 

2,3855 

2,5483 

0,03534 

4,52141 

4,48607 

0,1 

X 

\0-y^lxIvUDu     ^^~^^ 

Ix  fy  Iz  Du 
axyzuT 

\^—^^HxlylsDu 

\ 

B  xyzu 

10*0 

90 

0,00013317 

0,0001758< 

)                    0,00017590 

1,3209 

45 

85 

0,030818 

0,048190 

0,048366 

1,5694 

40 

80 

1,63357 

3,1476 

3,1960 

1,9565 

-30 

75 

22,9945 

54,915 

58,111 

2,5272 

-23 

70 

135,663 

3 

96,39 

454,50 

3,3502 

-10 

65 

461,440 

15 

38,2 

1992,7 

4,3184 

-   6 

60 

1141,45 

41 

87,4 

6180,1 

5,4143 

-  2 

55 

2263,56 

88 

77,0 

15057,1 

6,6520 

-  2 

50 

3936,33 

16C 

84 

31141 

7,9112 

-    1 

45 

6310,64 

26É 

13 

5765 

4 

9,1360 

_  2 

5 — 2057.     Skandinavisk  Aktuar i eiidskr i ft.    1920. 
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-'• 

in-iw^;,,;,  1,., 

\U-\''lj-lylzDu 

\(i-'^''HxhjlzIh. 

il  J-//--U 

10*?, 

40 

9548.34 

40830 

98484 

10.3143 

-  2 

35 

14044.1 

00092 

15917Ö 

11.3340 

-  1 

30 

20107.7 

87  07  4 

240850 

12,2764 

-  1 

25 

28134,4 

123742 

370592 

13.1722 

-  1 

20 

39124.5 

172289 

542881 

13,8757 

0 

!•-. 

51(185.7 

233220 

770107 

15.0159 

0 

10 

G7550,4 

3U3063 

1070170 

15,9744 

-  1 

TaUe  36. 

H^\    i  =  0,04;  x  =  II  -==  z  =  u  =  v\  ax,/2uv  as  calculated  by  the 
nietliod  shown  iii  artide  30. 


X 

log  « (t,  xyzu) 
from  (65) 

log 
d{i,  xyzu  : 

xyzuv) 
from  (55a) 

log  fa  :  d) 

3:d 

BxyzuT] 

from 
table  35 

axyiuvT] 

1 
10*5  ' 

90 

1,6838 

0,5503 

1.1275 

0.1342 

1.3208 

1,1866 

! 
309 

85 

T,9330 

0,7072 

1,2258 

0.1682 

1.5637 

1 ,3955 

94 

80 

0,1839 

0,8577 

r.3262 

0,2119 

1 ,9268 

1,7149 

-51 

75 

0,4173 

1,0108 

1.4005 

0.2515 

2.3882 

2,1367 

-38 

70 

0.5998 

1.1967 

1.4031 

0.2530 

2.9219 

2,6689 

-14  1 

65 

0.7100 

1.3534 

1.3566 

0.2273 

3.3334 

3.1061 

-  6  1 

60 

0,7833 

1.5090 

1.2743 

0.1880 

3.6685 

3.4805 

-  1 

55 

0,8330 

1,6590 

1.1740 

0.1493 

3.9217 

3,7724 

0 

50 

0,8629 

1,7842 

1 .0787 

0,1199 

4.0861 

3,9662 

0 

45 

03823 

I3947 

2,9876 

0,0972 

4,2013 

4,1041 

-  1 

40 

0,8961 

1 ,9825 

2,9126 

0,08177 

4,27614 

4,10437 

O.l 

35 

0.9022 

2,0448 

2,8574 

0,07201 

4,32150 

4,24949 

0,1 

30 

0,9085 

2,1053 

2,8032 

0.06356 

4,36021 

4,29665 

0,2 

25 

0,0144 

2,1735 

2,7409 

0,05507 

4,39824 

4,34317 

0,1  , 

20 

0,91  S2 

2,1841 

2,7311 

0,05384 

4,40360 

4,34976 

0,1  1 

15 

0,9314 

2,4748 

2,4566 

0.02862 

4.51238 

4,48376 

0.3 

10 

0,9286 

2,3854 

2,5432 

0,03493 

4,48607 

4,45114 

0.2 
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X 

l0-20/a;;yZ^/Ml>« 

'Axyzuv  5| 

\^i-'i^^lxlylzluBv 

Bxyzuv 

10*0 

90 

0,0000019443 

0.0000023071 

0,0000023071 

1,1866 

309  i 

85 

0,00167095 

0,0023318 

0,0023341 

1,3969 

95  ■ 

80 

0,22756 

0,39024 

0,39257 

1,7251 

-50  1 

75 

5,90751 

12,623 

13,016 

2,2033 

-41 

70 

51,7200 

138,04 

151,06 

2,9207 

-20 

65 

227,476 

706,56 

857,62 

3,7702 

-11 

60 

671,927 

2338,6 

3196,2 

4,7568 

-  4 

.  55 

1505,56 

5679,6 

8875,8 

5,8953 

_  2 

50 

2862,74 

11354 

20230 

7,0667 

-  2 

45 

4917,19 

20181 

40411 

8,2183 

-  3 

40 

7856,76 

32954 

73365 

9,3378 

-  1 

35 

12117,4 

51493 

124858 

10,3040 

-  1 

30 

18069,8 

77640 

202498 

11,2064 

0 

25 

26182,1 

113713 

316211 

12,0774 

-  1 

20 

37646,8 

163755 

479966 

12,7492 

0 

,5 

50767,8 

227631 

707597 

13,9379 

0 

10 

67556,4 

300703 

1008300 

14,9253 

0 

32.     Calculation    oj   Si^x     {or   NT)    for    quinquennial   ages. 
Putting 


we 

have  from  (46) 

and 

(48) 

a 

1  a8ixT\ 

(66) 

aa 

a 
Lx5l  = 

v    di 

Ix+l 


+  1 


s'^{i,x) 
d{x":x^) 


and    calculating    DT   for   quinquennial  ages    we  find  aT  (or 
NT)  for  the  same  ages. 

We  give  below  (Table  37)  the  values  of  a^",  according 
to  0^,  4%,  and  K^*,  where  ql  =  qx  from  0^^,  and  ix  =  ]x 
from  K^.     Hence  aZ  =  a,x  etc. 


*  K^  =  Karup,  Invaliditätsverhältnisse  unter  dem  Nicht-Fahrpersonal 
deutscher  Eisenbahnen  1877 — 89  (Reform  des  Rechnungswesens  der  Gothaer 
Lebensversicherungsbank  a.  G.  Tabelle  19). 
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Table  37. 

0^\  /  =  0,04;  IV.     Calciilation   of  a,"  for  quinquennial  ages. 

.Y?^  --14S2,:!. 


T 

logaf»,  x") 

logd(a 

:  loa,!  log  (a  :  d, 

an 

axTH 

aa 

10*0 

bö 

U,SS'.t'J 

u,'.nic 

l,977ö 

U.9497 

4, -.'4  4-.' 

3,-"<i-. 

107 

60 

0,9083 

1,1556 

1,7527 

0,5658 

4,3618 

3. 7 '.'00 

23 

55 

0,9206 

1,4661 

1,4545 

0,2847 

4,4395 

4,1548 

-18 

50 

0,9284 

1,7527 

r,1757 

0,1498 

4.4901 

4,3403 

-  6 

45 

0,9334 

2,0310 

2,9024 

0.0799 

4,.-)232 

4.4433 

-  5 

40 

0,9368 

2,2739 

2,6629 

0.0460 

4,5456 

4,4996 

-  2 

35 

0,9392 

2,5540 

2,3852 

0,0243 

4,5618 

4,5375 

0 

30 

0,9412 

2,9106 

2,0306 

0,0107 

4,5751 

4,5644 

-  3 

25 

0,9427 

3,14S8 

3,7939  j 

0,0062 

4,5856 

4,5794 

-  1 

20 

0,9438 

3,3668 

3,5770 

0,0038   i 

4,5930 

4,5892 

0  ! 

X 

D7 

'^  X 

fl 

r 

10»o 

65 

1671,3 

5506,1 

1     6988,4 

4,181 

11 

60 

3815,9 

14485 

21473 

5.627 

7 

55 

6484.6 

26942 

48415 

( 

,466 

3 

50 

9554,9 

41471 

,     89886 

9,407 

1 

45 

13095 

58185 

148071 

11 

,307 

1 

40 

1727: 

77717 

225788 

13.072 

0 

,  35 

22244 

100932 

326720 

14.688 

0 

i  30 

28168 

128570 

i    455-290 

16.163 

0 

26 

35321 

161749 

617039 

n 

.469 

0 

20 

44021 

) 

202017 

819050 

18,606 

0 

33.     Calculation   of   Sj-    for   quinqiiennial  ages.     We  have 

Sx  —  Sx+n  —  nNx+n 


{Ia)xn\  = 


D. 


(/a);n=  2i^'^  +  1)^'"' 
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and  proceeding  as  sliown  in  artide  27  we  find 


1^  d{Ia)n\ 

fnr^\  /T       \  IT       \  V  di  Ö  {1) 

(67)  (/a).^_(/a)„n  =  -^— --jj^>^l^, 


wiiere  ' 


v      dl  ^i     ^ 


As  in  tbe  former  cases  t  is  about  =  1  for  n  =  5. 

We  give  below,  according  to  H^,  an  example  of  the 
application  of  tbe  formula  (67). 

Table  38  gives  tbe  values  of  \ogå{i,  \:x)  for  w  =  5  as 
caloulated  by  (67)  at  i  =  0.  i=0,04  and  i  =  0,ofi. 

Table  39  gives  tbe  values  of  (/a);ri  and  log  ö{i)  for  w  =  5 
at  different  råtes  of  interest, 

Table  40  sbows  the  calculation  of  8x  at  5  Va  %,  by  means 
of  ö[i,  \:x)  taken  at  tbe  same  råte  of  interest  (interpolated 
from  the  values  in  Table  38).  The  values  of  Nx  have  been 
taken  from  Table  19. 

34.  In  preparing  tbe  subsidiary  tables  of  the  preceding 
ayticles,  d{i,\:x),  d{i,x:\),  s{i,x)  etc,  we  have  to  calculate, 
for  one  or  two  råtes  of  interest,  the  financial  elements  for 
all  ages.  It  will  be  convenient  in  this  calculation  to  use 
tbe  following  elements  (for  w  =  5): 

Ix.  ■y^x  +  l,     V-ljc  +  2,      V^lx  +  3,     V^lx  +  4; 

/^+5,      Vh+e,      V^lx+l,     V^lc+8,     V^l^+Q; 

lx+10,   vh+n,  v^lx+u,  v^lv+n,  V^h+U; 
etc. 

These  elements  contain  only  four  different  multiplicands 
v,v^,v^,v'^,  and  we  then  get  an  easy  and  rapid  calculation, 
which  moreover  may  be  immediately  verified:  2vl  —  v2l  etc. 
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Tahle  38. 
//-'^  \ogd{i,  1  -.x)  for  n  =  D,  as  calculated  by  (67). 


X 

.=0 

t  =  0,04 

j  =  0,06 

10»  J  log 

o{i.  l-x)        \ 

10 

2,39726 

2,39606 

2,39547 

-120 

-59 

15 

2,46378 

2,46496 

2,46555 

-118 

+  59 

20 

2.18253 

2,18266 

2,18272 

13 

6 

25 

2,17237 

2,17249 

2.17256 

12 

7 

30 

2,10423 

2,10434 

2,10439 

11 

5 

35 

2,04286 

2,04305 

2.04315 

19 

10 

40 

1.98158 

1,98167 

1,98171 

9 

4 

45 

1.89131 

1.89161 

1,89176 

30 

15 

50 

1.78160 

1,78183 

1.78194 

23 

11 

55 

1,65531 

1,65564 

1,65580 

30 

16 

60 

1.50470 

1 .50502 

1,50517 

32 

15 

65 

1,35098 

1,35112 

1,35119 

U 

1 

70 

1,19366 

1,19383 

1.19392 

17 

9 

75 

1 ,02238 

1.02214 

1,02202 

-  24 

-12 

80 

0,87677 

0,87620 

0,87591 

-  57 

-29 

85 

0,76502 

0,76374 

0,76310 

-128 

-64 

90 

0.65512 

0,65359 

0,65283 

-153 

-76 

Table  39. 

n-l 


(/a)^l  and  log  (j{i)  ==  log  '^  n{n  +  l)v"  for  n  =  5. 


t 

(^<^ 

log  T(t) 

1   .• 

(/a)§| 

log  ff(t) 

0,0300 

13,87254 

1.56049 

0,0450 

13,35906 

1,54027 

0,0325 

13,78476 

1,55709 

0,0475 

13,27647 

1,53693 

0,0350 

13,69788 

1.55371 

0,0600 

13,19471 

1,53361 

0,0375 

13,61188 

1,5. -503  3 

0,0625 

13,11377 

1,53029 

0,0400 

13,.';2675 

1,54697 

0.0650 

13,03363 

l,62ft09 

0,0425 

13,44248 

1.54361 

0,0675 

12,96429 

1.62369 

1 

0,0600 

12.87673 

1,52041 

I 
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Uber  die  Verwendung  von  Mittelwertprocessen  in 
der  Bevölkerungsstatistik  und  in  der  Zinsrechnung. 

Von  Dr.  Karl  (ioldzihor  (Budapest). 

Im  Anschluss  an  die  im  Jahre  1916  erschienene  Mono- 
graphie  von  E.  J.  Gumbel:  )i>Die  Berechnung  desBevölkerungs- 
standes  durch  Interpolation»  (Leipzig,  Vogel)  hat  Verfasser 
dieser  Zeilen  den  formålen  Aiifbau  der  fiir  die  Praxis  ein- 
fachsten  Interpolationsmethoden  der  mathematisch-statis- 
tischen  Behandlung  zugefiihrt;^  auf  dieser  Grundlage  hatdann 
GuMBEf.  die  so  erhaltenen  verallgemeinerten  Ansätze  bereits 
auf  praktische  Fragen  der  Bevölkerungslehre  angewendet.- 
Im  Folgenden  sollen  einige  Resultate  dieser  Untersuchungen 
mitgeteilt  werden,  und  zwar  in  Hinblick  daraiif,  dass  dieselben 
bei  der  Konstruktion  von  Volkssterbetafeln  und  bei  der  Aus- 
arbeitung  der  Deckungssysteme  in  der  Socialversicherung 
Verwendung  finden  können.  Die  fiir  die  Statistik  und  fiir 
die  wirtschaftliche  Mathematik  (z.  B.  Grundlegung  der  Zins- 
funktionen)  so  wichtigen  Mittelwertoperationen  erscheinen 
erst  durch  die  nähere  methodische  Bearbeitung  in  der  fiir 
die  zielbewusste  Anwendung  notwendigen  Beleuchtung.  Die 
mathematische  Diskussion  der  Mittelwert-Interpolationen 
diinkt  uns  vom  statistischen  Gesichtspunkt  als  wesentlich, 
wenn  auch  der  Verwaltungsstatistiker  fiir  primitivere  Zwccke 
eine  kiirzere  Behandlung  der  präcisen  Auseinandersetzung 
bevorzugt.  Dieser  Ståndpunkt  erweist  sich  als  gerechtfertigt, 
sobald  man  —  wie  esz.B.  in  der  Lebensversicherungstechnik 

'  Angedeutet  im  AUgomeinen  Statistisclien  Archiv  X  [19171  S.  307  — 
313,  zuHntnmeiihiifigeiul  dtirgostollt  und  vom  wirtscliaftiicli-ninthematiaclien 
Gesichtspunkt  beleuchtet  in  einer  seit  191G  im  Durck  hofindliclien  grössorn 
Ablmndiung. 

'  Deutsches  Statistische8  Centralblatt  IX  [1917]  Sp.  11—22. 
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der  Fall  ist  —  nicht  nur  Abschätzungen  im  Grossen  vor- 
nimmt,  sondern  auf  Grundlage  des  empirischen  Materials 
feinere  Berechnungen  anstellt,  deren  numerisches  Resultat 
von  der  Präcision  der  Ausgleichungsprocesse  abhängt.  Haupt- 
ziel  der  folgenden  Betraclitung  ist  die  genauere  Festlegung 
der  in  der  Vervvaltungsstatistik  iiblichen  rohen  Interpolations- 
ansätze,  um  auf  diesem  Wege  solche  Formeln  zu  gewinnen, 
die  den  Erfabrungen  besser  angepasst  werden  können  und 
die  es  weiterhin  ermöglichen,  dass  die  Berechnung  der  auf 
den  Interpolationsprocess  beruhenden  wicbtigern  Masszahlen 
(z.  B.  verlebte  Zeit,  Vermehrungsintensität,  Fixirung  partieller 
Bevölkerungsmassen,  etc.)  einer  mathematischen  Kritik  unter- 
worfen  werden  können.' 

1.  Das  hiterpolationsproblem:  Die  primitivste  Interpola- 
tion  zwischen  den  zwei  Ralimendaten  Pq  und  P^  des  Zählungs- 
intervalles  O  ...  1  liefert  die  lineare  Formel: 

P{x)  =  P,  +  x{P,  -  P„)  =  (1-  a:)  Po  +  xP, 

In  der  zweiten  Form  wird  ein  geivogener  arithmetischer 
Mittelwert  der  Ralimendaten  (Nenner:  Summe  der  Gewichte 
=  1)  definirt.  Unser  Grundgedanke  ist,  dass  wir  nicht  den 
Funktionscharakter,  sondern  den  Mittelwertcharakter  dieses 
rohen  Ansatzes  verallgemeinern  und  zwar  in  der  Weise,  dass 
seine  statistisch  wesentlichen  Merkmale  erhalten  bleiben  und 
durch  Einfiihrung  eines  empirisch  bestimmbaren  Parameters 
die  starre  Willkiir  eines  solchen  hypothetischen  Ansatzes 
bezvvungen  wird. 

Es  ergiebt  sich,  dass  zur  Weiterbildung  des  Processes 
die  folgenden  beiden  Eigenschaften  der  arithmetischen  Inter- 
polationsformel  die  wertvollsten  sind  und  als  Postulate  der 
allgemeinen  Konstruktion  zu  Grunde  gelegt  werden  können: 

a)  Der  zu  verwendende  Mittelwert  besitze  den  associativen 
Charakter,  d.  h.  es  soll  durch  Mittelwert-Interpolation  zwischen 
beliebigen   partiellen   Mittelwerten  des  Intervalles,  jeden  mit 


'  Im  GuMBEL'schen  Werk  sind  auch  dio  koraplicirteren  Methoden  der 
Interpolation  des  Bevölkerungsstandes  systematisch  zusammengestellt ;  wir 
verweisen  besonders  auf  das  statistisch  weitgehendste  SNOw'sche  Verfahren, 
welches  statt  formal-hypothetischer  Ansätze  die  multiple  Korrelation  von 
Bevölkerungsbewegungen  ziir  Berechnung  des  Bevölkerungsstandes  ver- 
wertet. 


der  Snmme  seiner  komponenten  Geivichte  geicogen,  die  Inter- 
polationskurve  aus  den  Rahmendaten  reproducirt  werden. 
Diesen  Charakter  besitzen  nur  diejenigen  Mittelwerte,  deren 
Bestimniungsformel  in  dem  Argument  der  Interpolation  linear 
anamorphisirbar  ist;  es  wird  also  eine  fiir  statistische  Zwecke 
speciell  interessirende  Mittelwertsklasse  durch  das  Postulat 
a.)  abgegrenzt.  Der  Kern  der  Forderung  besteht  darin,  dass 
hierdurch  die  Interpolationskurve  mit  den  urspriinglichen 
Rahmendaten  in  einfachster  Weise  eindeutig  bestimmt  wird, 
uud  somit  von  den  möglichen  Zergliederungen  des  Intervalles 
unabhängig  ist. 

b.)  Bei  Erhaltung  der  Rahmendaten  soll  die  aus  der 
Formel  entspringende  Centralbevölkerung  dem  einjachen  Mit- 
tel aus  den  Rahmendaten  gleich  sein, 

Die  simultane  Verbindung  der  beiden  Postulate  sichert 
einen  formål  einfachsten  Interpolationsprocess,  der  durch 
fortgesetzte  Intervallhalbierung  in  eindeutlger  Weise  festgelegt 
werden  känn.  Die  Verallgeraeinerung  des  arithmetischen 
(und  gleichzeitig  des  sonst  iiblichen  geometrischen)  Mittelwert- 
ansatzes  geschieht  nun  dadurch,  dass  wir  das  allgemeine  asso- 
ciative  Potenzmiitel  zum  Ausgang  wählen  und  somit  einen  frei 
verfiigbaren  Parameter  {k)  einfiihren.  Dieser  Mittelwert  ist 
in  allgemeiner  Form  angeschrieben: 

^'  / ^ ^ ^     (a,:  Elemente,  gr,:  Gewichte, 

M  =  1  /  ^1^1  +  9^2  fl^»  -I        +  Qnan     positiv  und  von  O  verschie- 
*^  gi+g.  +  --  +  9n  den). 

Aus  der  Lehre  dieser  Mittelwerte  ist  bekannt,  dass 

A.)  fiir  Ä;  =- 1  der  arithmetische,  fiir  k  — O  der  geome- 
trische/  fiir  k  =  —  1  der  harmonische  Mittelwert  als  Special- 
fall resultirt; 

B.)  es  gilt  das  Lagengesetz: - 

1  I 

,2^i)giai\    ^  poigr.a, 


'  Die  einfacliste  Ableitunp  erfoigt  in  der  Woise,  dass  inan  den  Löga- 
rithmiis  de3  Ausdruckes  fiir  k — -O  nach  der  rHr)riTAL'8chen  Regel  be- 
handelt. 

'  Ein  specieller  Fnli  der  CAicnv  HöLDEu'8chen  1'ngleichiing. 
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Fiir    unsern  Fall  angewendet:  Das  Postulat  b)  fiihrt  zur 
Funktionalgleichung 


/|?+i')  =  |/[iWJi±I^)l':    ar  jedes  Argumenlpaar  dos 
Intervalles  (Postulat  a) 

und  zu  den  Nebenbedingungen: 

/(0)  =  Po  und  /(1)  =  P,. 

Mit  der  Transformation 

U{x)f  =  rp{x) 

iibergeht  die  Funktionalgleichung  in  die  folgende  lineare  : 


2cp[^)=<p{x)  +  rp{y) 


deren    allgemeine    stetige    Lösung  —  bei  Annahme  einer  be- 
schränkten  Funktion  —  die  folgende  ist: 


fp{x)  ==ax  +  b,  also  / {x)  =  Vax  +  b . 

Mit  den  Nebenbedingungen  erhalten  wir  dann  die  Interpola- 
tionsformel 

k k  

/  {x)  =  l/(P^  —  Pt')  x+  P^,  =  V{l—x)P^  +  xP\  =  P  {x) 


also    fiir    P  [x)    einen    gewogenen  Potenzmittelwert.     Fiihren 

p 
wir  den  Vermehrungsfaktor  ^  =  p'  ein,  so  wird: 

■to 


P{x)  =  P^Vl  +  a;(r^-_i) 


76 

Specielle  Fälle: 

^=1:  arithmetische  Interpolation: 

Pa{x)  =  Pdl  +  xir-l)]  =  {l-z)P,  +  xP,, 
k-^0:  geometrische  Interpolation :  Pg  {x)  =  P^,r^  =  P];-'  Pf  ,^ 
k  =  —  1  :  harmonische  Interpolation: 


P>,  (X)  =  P, 


x  +  {i  —  x)r      xP^  +  {\—x)P, 


In  Folge  des  Lagengesetzes  gilt  fiir  den  Fall  der  Inter- 
polation [x  <  1): 

Ph{x)<Pg{x)<Pa{x) 

(analog  fiir  die  entsprechenden  verlebten  Zeiten  des  Inter- 
vdlles).  Fiir  den  Fall  der  Extrapolation  (|a:|>l)  kehrt  sich 
der  Sinn  dieser  Ungleicbungen. 

Mit  der  angefiihrten  Mittelwertinterpolation  können  nur 
monotone  Zweige  der  Bevölkerungsfunktion  behandelt  wer- 
den.  Der  grosse  praktische  Vorteil  des  allgemeinen  Ansatzes 
besteht  in  der  Verfiigbarkeit  iiber  den  Parameter  k,  wodurch 
der  Process  verfeinert  werden  känn,  indem  ausser  P^  und  P, 
weitere  empiriscbe  Daten  bei  der  Berechnung  mitberiick- 
sichtigt  werden  können.  Zur  Bestimmung  eines  entsprechen- 
den Parameterwertes  sind  drei  empiriscbe  Daten  notwendig; 
ist  z.  B.  Pi  durcb  direkte  Zäblung  öder  Abscbätzung  bekannt, 

so  wird  k  durcb  das  Postulat  der  Erbaltung  der  Centralbe- 
völkerung  mitbestimmt.  Man  känn  den  Anscbluss  an  das 
benachbarte  Intervall  sicbern,  indem  man  k  so  bestimmt,  dass 
P_i,  Po,  P,  erbalten  bleiben.  Will  man  ein  Intervall  mit  einer 
längeren  Reihe  von  Zählungsdaten  beriicksichtigen,  so  ist  am 
zweck  mässigsten,  dass  man  zii  den  festzubaltenden  Rabmen- 
daten  als  drittes  Element  den  gewogencn  Scbwerpunkt  des 
Systemes  wählt.  Zur  Orientirung  känn  aucb  ein  Parameter- 
Mittehvert  aus  mebreren  Intervallen  lierangezogen  werden. 
Jedenfalls  ist  die  ricbtige  Abgrenzung  der  zu  verwcndenden 
Intervalle  von  praktischer  Wicbtigkeit;  bei  einer  grössern 
Reihe    von  Zählungsdaten  känn  eventuell  eine  vorangebende 

*  Die  oinfachste  Ahleitung  erfolgt  in  der  Woise,  duss  man  den  Logn- 
rithmus  des  Ausdriickes  fiir  k  — 'O  nach  der  L'HuriT.\L'8chen  Regel  be- 
liandelt- 
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schwache  mechanisch-graphische  Ausgleichung  (glättend  und 
reprodcirend)  erfolgen.  Hat  man  drei  Daten  fixirt:  P, ,  P, 
und  Pj,  zwischen  denen  die  Interpolationsforrael  besteht: 

P^-  =  (l_r)P'^4  tP\ 
so  erhält  man  fiir  k  eine  transcendente  Gleichung.     Mit 

P  P 

p"'  =  a  und   j^  =  h 
P2  P2 

schreiben  wir  diese  Gleichung  in  der  Form: 

(1  —  T)a^  +  %h^  =-\. 

Ausser  leicht  entwickelbaren  approximirenden  Lösungsver- 
fahren,  känn  die  folgende  Methode  am  raschesten  zum  Ziele 
fiihren.     Man  setzt: 


so  dass: 


also 


(1  —  r)a^  =  sin^  ,9 
T  6^  =cos^  Ö 

log  (1  —  t)  ■\-  k  log  a  =  2  log  sin  d 
log  T  +  Ä;  log  h  —  2  log  cos  d 

log  a  _  2  log  sin  d  —  log  (1  —  r ) 
log  6  2  log  cos  i9 — logr 

Mit  Hilfe  einer  kleinen  logarithmisch-trigonometrischen  Ta- 
belle  känn  aus  der  letzten  Gleichung  durch  einfaches  Probiren 
ein  Näherungswert  fiir  O  bestimmt  werden,  der  dann  mit 
einer  grösseren  Tabelle  und  weiterer  Interpolation  verfeinert 
wird.  Das  zweite  System  ergiebt  zwei  Werte  fiir  k,  die  zur 
gegenseitigen  Korrektion  zu  gebrauchen  sind  (Auf  dieses  ein- 
fache  Verfahren  hat  mich  Herr  Dr.  E.  Sos  aufmerksam  ge- 
macht). 

Einfacher  noch  verfährt  Gumbel  bei  der  praktischen 
Ausnutzung  meiner  Formeln.  Durch  eine  recht  zufrieden- 
stellende  stufenweise  Abschätzung  von  k  erhält  er,  dass  bei 
Betrachtung  aller  zwischenliegenden  Volkszählungsdaten 
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fiir  die  Bevölkerung  Deutschlands  1875 — 1910:  ä;  =  — 1 
»       »  »  der  Schweiz      1860— 1910:  ^•  =  —  3 

die  beste  Anpassung  ergiebt. 

Berechnet  man  aus  je  drei  aufeinanderfolgenden  Zählungs- 
daten  das  k,  so  erhält  man  fiir  eine  längere  Zählungsreihe 
eine  Folge  der  Ä;-Werte,  welche  zur  numerischen  Charakteri- 
sirung  der  Bevölkerungsentwickelung  dienen  känn.  (Extre- 
ma!- öder  Inflexionstendenzen  der  Bevölkerungsfunktion  kön- 
nen  mit  diesen  analytischen  Processen  niclit  erfasst  werden). 
Die  Interpolationskurve  eines  Intervalles  ist  fiir  A:  >  1  kon- 
kav, fiir  ^•  <  1  konvex  (s.  Gumbel);  der  Vergleich  der  ein- 
zelnen  Kurvenziige  folgt  aus  dem  Lagengesetz.  * 

Fiir  die  von  der  Bevölkerung  im  Zählungsintervall  T^...T2 
verlebte  Zeit  (durchschnittliche  Bevölkerungsziffer)  erhält 
man : 


^  Ein  genauer  Vergleich  zweier  Interpolationskurven  erfolgt  durrh 
die  Betrachtnng  des  Verlaufes  der  Diffcreiizen  öder  der  Quotienten  ent- 
sprechender  Werte.  als  Funktionen  des  Intervallargumentes.  Man  erhält  fiir 
den  Quotienten,  dass  fiir  zwei  verschiedene  Parameter  k  iind  I  der  Quo- 
tient  fur  das  Intervaliargument 

^l{r^  —  \)  —  k{r^  —  \) 
{k-l)[r^-\)[r^-\ 

sein    Maximum    hat.     Dieser    Wert    ist    nur   im  Falle  k  =  —  I  von  r  unab- 
hängig     z.    B.  arithmethische  und  harmonische  Interpolation)  und  zwar  ist 

dann  r  = -.  der  Maximalwert:  r und    die  Quotienwerte  lagern  sym- 

raetrisch  um  diesen  Maximalwert. 

Man  erhält  ferner:  Der  Quotient 

a)  der    arithraetisch    vind    der   georaetrisch  interpolirten  Werte  hat  an 

der  Stelle  t  =  , ,  • 

log  r       r  —  1 

b)  der   geometrisch    und    der    harmoniBch   interpolirten  Werte  hat  an 

1  r 

der  Stelle  t  =  —  .  +    —    , 

log  r       r  —  I 

sein  Maximuni;  die  Abscissenwert»  liegen  fiir  r=  1.04  dem  r  =  ^  am  nueh- 
sten. 


'2 


Specielle  Formeln: 

kP„  r*+»  — 1 


P(0,1)  = 


^  +  1    r^  —  1 


Pa  (0,1)=  Po    Y> — =     °"7^ — ^5  (unabhängig   von  r,  ein  Nach- 


P^(0,1)  =  P, 


2 

teil  des  arithmetischen  Processes) 

r— 1 
log  nat  r 


p„(o,l)  =  p/-^-f-^ 


Die  nähere  Untersuchiing  der  speciellen  Mittelwertinter- 
polationsformeln  fiihrt  zu  statistisoh  bemerkenswerten  spe- 
ciellen Eigenschaften,  die  im  gegebenen  Fall  fur  die  Verwen- 
dung  eines  bestimmten  Processes  massgebend  sein  können. 
Auch  könnte  man  schon  bei  der  Grundlegung  selbst  das  eine 
öder  das  andere  dieser  Merkmale  (eventuell  mit  Weglassung 
einer  der  obigen  Forderungen)  als  Postulat  mitberiicksioh- 
tigen;  es  zeigt  sich  jedoch,  dass  hiermit  die  Theorie  kompli- 
zirter  und  die  Anwendung  von  sehr  beschränktem  Umfang 
wird.  In  dieser  Arbeit  wollen  wir  nur  an  einige  in  der  Li- 
teratur oft  besprochene  Detailfragen  herantreten,  um  diese 
in  Beziehung  mit  unserer  theoretischen  Grundlegung  in  neuer 
Beleuchtung  erscheinen  zu  lassen. 

Die  arithmetische  Interpolation  —  und  wie  mit  der  Me- 
thode  der  Funktionalgleichungen  leicht  zu  beweisen  ist,  von 
den  Potenzmittelprocessen  nur  diese  —  besitzt  die  folgende 
Eigenschaft  {additiv  distrihutive  EigenscJiaft):  Bezeichnet  P  die 
Gesamtbevölkerung  und  P^  eine  Teilbevölkerung,  so  ist: 
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y,PAr)  =  PiO   lind    Vr,(0,l)  =  P(0,  1). 
1—1  1—1 

In  statistischcr  Formulirung:  es  ist  eine  Korrektion  zur  iiber- 
einstimmenden  Berechnung  von  Teilbevölkerungen  nicht  not- 
wendig.  (Diese  Eigenschaft  besitzen  solche  Formeln,  in  denen 
die  Rahraendaten  linear  und  homogen  eintreten,  mit  anderen 
Werten :  die  in  r  linear  anamorphisirbar  sind).  Wir  erhalten 
also  das  Ergebniss,  dass  bei  allén  andern  hier  betrachteten 
Processen  nur  durcli  Korrektionsmethoden  eine  solche  t)ber- 
einstimmung  zu  erwirken  ist  (iiber  verschiedene  Ansätze  die- 
ser  Art  s.  das  II.  Kap.  §  6  der  GuMBEL'schen  Monographie). 
Jedenfalls  verdient  nun  auch  eine  solche  Methode  in  vielen 
praktischen  Fallen  den  Vorzug,  bei  welcher  die  wichtigsten 
Korrektionsverfahren  fiir  die  verlebte  Zeit  besonders  einfache, 
geschlossene  Ausdriicke  liefern.  Betraehten  wir  die  soge- 
nannte  Registrar  GeneraTs  method  (s.  Gumbel,  S.  44 — 46), 
so  nimmt  die  harmonische  Interpolation  eine  ganz  wesent- 
liche  Stellung  ein.  Wir  haben  bei  Ausnutzung  der  addi- 
tiven  Eigenschaft  der  arithmetischen  Operation  zwischen 
zwei  additiven  Ansätzen  die  Wahl:  (es  bezeichne  P,.  die  kor- 
rigirte  Teilbevölkerung) 

a)  komplizirter  indirekter  Ansatz: 

P,(r)  =  [P,(0)  +t(P..{1)-P..(0))]. 

mit  dem  betreff.  Mittelwert  interpolirte  Gesamtbevölkerung 
arithmetisch  interpolirte  Gesamtbevölkerung 


und  dann  ist 
1 
P..(0,1)=  j  P.,{r)dr, 


b)  einfachor  direkter  Ansatz: 
^,(0,1)  =  ?.^+-^^. 

mit  dem  betreff.  Mittelwert  berechnete  verlebte  Zeit  der  Gesamtbevölkerung 
arithmetisch  berechnete  verlebte  Zeit  der  Gesamtbevölkerung. 
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Die  harmonische  Interpolation  hat  die  Eigenschaft,  dass 
f iir  sie  die  beiden  angefiihrten  Ansätze  iibereinstimmende  Werte 
fiir  die  verlebte  Zeit  ergeben.  Der  Beweis  dieser  Thatsache 
erfolgt  durch  eine  einfache  Rechnung;  der  durch  den  indi- 
rekten  Ansatz  angeschriebene  Ausdruck  fiir  die  korrigirte 
verlebte  Zeit  der  Teilbevölkeriing  enthält  Integrationen, 
welche  mittels  Zerlegung  in  Partialbriiche  auszufiihren  sind. 
So  erhält  man  fiir  den  indirekten  Ansatz  der  harmonischen 
Interpolation : 

P   (n   ,x       PAO)  +  Pv{l)    2rlognatr 

\ind  dieser  Wert  stimmt  mit  dem  auf  direktem  Wege  be- 
rechneten  iiberein,  da  der  zweite  Faktor  das  Verhältnis 
der  harmonischen  zur  arithmetischen  verlebten  Zeit  der  Ge- 
samtbevölkerung  darstellt.  Die  eingehendere  Analyse  er- 
giebt,  dass  unter  den  zu  betrachtenden  Potenzmittelprocessen 
diese  erweiterte  additive  Eigenschaft  nur  der  harmonischen 
Interpolation  zukommt. 

Zum  Schluss  sei  auf  eine  Eigenschaft  der  geometrischen 
Interpolation  kurz  hingewiesen.  Durch  die  neueren  Arbeiten 
von  BoRTKTEWicz  (besonders  s.  Zeitschrift  fiir  die  gesamte 
Versicherungs-Wissenschaft  XVI  [1916]  S.  692—718)  ist  die 
a-uch  in  der  Mathematik  der  Socialversicherung  wichtige 
Frage:  wie  das  Tempo  der  Bevölkerungsvermehrung  zahlen- 
mässig  zu  erfassen  ist,  unabhängig  von  dem  Interpolations- 
process  aus  zwei  Rahmendaten  erledigt  worden.  So  tritt  also 
die  Verwendung  der  sog.  Verdopplungszeit  resp.  der  Halb- 
wertzeit  bei  diesem  Problem  in  den  Hintergrund.  Wir  wol- 
len  trotzdem  auf  diese  Frage  zuriickkommen,  da  in  der  Li- 
teratur diesbeziiglich  konträre  Anschauungen  wahrzunehmen 
sind.  Die  Berechnung  dieser  beiden  hypothetischen  Mass- 
zahlen  hängt  vom  Interpolationsansatz  ab  und  sie  können 
zur  Beurteilung  des  Tempos  nur  dann  herangezogen  werden, 
wenn  ihr  Wert  von  der  Wahl  des  Ausgangspunktes  unab- 
hängig ist.  Es  ist  leicht  zu  beweisen,  dass  eine  solche  Unab- 
hängigkeit  bei  den  Potenzmitteln  nur  im  Falle  der  geome- 
trischen   Interpolation    zutrifft  (in  diesem  Umstand  ist  auch 

6  —  3057.     Skandinavisk  Aktunrietidskrift.    1920. 
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die   sonstige   Verwendung  einer  geometrischen  Vermehrungs- 
rate  fiir  unser  Problem  begriindet). 

Die  Definitionen  sind  die  folgenden: 

Verdopplungszeit(Z)):  P  {t  +  D)  =  2P{t)\ 

1  1:   Ausgangspunkt. 

Halbwertzeit  (//):  P  (<  +  //)=  ^  P  (O 

Fiir  die  allgemeine  Potenzmittelinterpolation  erbält  man  nun 
nach  ausgefiihrter  Recbnung: 


D-Iy^    ,+t{2^-l), 


1     /  9i  —  1 

Diese  sind  in  der  Tbat  nur  fiir  Jc  —  O  vom  Ausgangspunkt  t 
unabbängig. 

In  der  citirten  Abhandlung  von  Gumbel  findet  man  eine 
weitergehende  Analyse  der  hier  zu  besprechenden  Fragen ; 
in  der  zusammenfassenden  Arbeit  des  Verfassers  werden 
mebrere  forraale  Beziehungen  der  D  und  H-Werte  ange- 
geben.  Mit  dem  Tempo  der  Bevölkerungsvermehrung  können 
aber  alle  diese  Ergebnisse  nur  dann  in  Beziehung  gebracbt 
werden,    wenn  die  Wabl  eines  ^•  — O  als  berechtigt  erscheint. 

Es  känn  nun  noch  die  ganz  allgemeine  Frage  gestelit 
werden,  welche  die  allgemeine  Form  der  Funktionen  ist,  fiir 
die  aus  der  Forderung 

f{x  +  D)  =  2f{x) 

ein  solcher  Wert  der  Verdopplungszeit  D  resultirt,  der  von  x 
unabbängig  ist  (analog  fiir  die  Definitionsgleicbung  der  Halb- 
wertzeit). Zur  Lösung  dieser  Funktionalgleichung  sei  einge- 
fiihrt 

fix) 


T(^)=    ^. 


Dann  ist 


'fix  +  D)-      -r.D'-^.aO-     a^ 
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Es    muss    also,    damit    die    unabhängige  Bestimmung  fiir  ein 
festes  D  möglich  sei,  die  folgende  Beziehung  bestehen : 

(p  [x  +  D)  =  fp  (x) 

d.  h.  fp{x)  eine  periodische  Funktion  mit  der  Periode  D  sein. 
Es  ist  somit 

2 


und  resumirend : 


=  1 


f{x)  =  2Scp{x). 


Die  geometrische  Interpolationsfunktion  ist  ein  Entartungs- 
fall    dieser   allgemeinen  Funktionsklasse;    fiir  sie  ist  nämlich 

(p(x)  =  const.  und  — jt-t —  nicht  nur  fiir  ein  specielles  t,  son- 
f{x) 

dern  fiir  jedes  beliebige  t  von  x  unabhängig. 

Ur  1-1.  r-     1       r.     T^       lognat2         ,    „  lognat2 

Man   erhalt  fur  ^•-.0:  D  ==  ^-^ — —    und  H  =  —  r^ — 

\  log  nat  r  log  nat  r 

2.  Das  Extrapjolationsprohlem :  Die  fiir  das  Interpolations- 
problem  —  ihres  associativen  Verhaltens  wegen  —  brauch- 
baren  Potenzmittel  sind  fiir  längere  vorwärtige  Extrapola- 
tionen  nicht  zweckmässig,  da  die  entsprechenden  Kurven 
ins  Unendliche  laufen.  Man  miisste  an  die  Formeln  eine 
Korrektur  anbringen,^  öder  man  muss  solche  Mittelwerte 
konstruiren,  die  fiir  ein  unendliches  Argument  endliche  Werte 
annehmen.  Dieser  letzte  Weg  ist  der  einfachere  und  es  ist 
—  wie  GuMBEL  riohtig  bemerkte  —  fiir  den  in  der  Pra- 
xis wichtigsten  Fall  der  vorwärtigen  Extrapolation  nicht 
notwendig,  dass  der  zu  gebrauchende  Mittelwert  die  associa- 
tive  Eigenschaft  besitze.-  So  haben  wir  dann  vorgeschlagen 
den  folgenden,  allgemein  nicht  associativen  Potenzmittelwert 
zu  verwenden: 


^  Eine  solche  Methode  ist  von  Verhulst  angegeben  worden,  s.  hieriiber 
die  Arbeit  von  Gumbel  im  Allgemeinen  Statistischen  Archiv,  X  [1916]  S. 
644 — 652.  trber  ähnliche  Versuche  iiir  die  Zinseszinsformel  s.  das  weiter 
unten  citirte  Werk  Barriols  S.   101  — 106. 

*  Fiir  kijrzere  Extrapolationen  reichen  die  Processe  des  vorigen  Ab- 
schnittes  aus. 
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M  _  ^L''^^'  "^  ^'  ''*'^'  +--+gn  a*+i 


gr,  a*  +  g',a*+---f  ^„aj 

Dieser  enthält  fiir  k=0  den  arithmetischen  und  f iir  A-;  =  —  1 
den  harmonischen  Mittelwert  und  liefert  fiir  k=\  den  in  der 
statistischen  Praxis  bekannten  antiliarmonischen  Mittelwert. 
Auch  fiir  diese  Mittelwerte  besteht  ein  einfaches  Lagengesetz. 
Die  entsprechende  Extrapolationsformel  aus  zwei  Rahmen- 
daten  lautet: 

^  '  (1— .r)P*  +  a;P*         ^'  i  +  x(r^-\)   ' 

Fiir  ^  =  =  0, —  1  erhält  man  fiir  P(<x)  endliche  Werte,  indem 

So  ist  fiir  vorwärtige  Extrapolation  die  antiharmonische  For- 
mel: 

I  +x{r^—l) 


P{x)  =  P, 


J  +  x{r—\) 


der    einfachste    Ansatz.     Uber    die    nähere    Anwendung    ver- 
weisen  wir  auf  die  Abhandlung  von  Gumbel. 

Der    angefiihrte    Mittelwertprocess  besitzt  die  folgenden, 
statistisch  wichtigen  Eigenschaften:  Es  ist 

pA;  +  l  _^  p/t  +  l 

Pi  =  — Wjt p*~  ~  •    einfacher    Mittelwert,   eine  Folge  der  Ge- 

wichtsbestimmung. 

-.M.-l)lognat|^=-|}^;]. 

P/A   n  _  P  {r^-l){r^^'-\)-kr>'{r-l)\o% 
t  \^i  il  —  -t  o  ^^ Yy 


nat  r 


Eine  nähere  Untorsuohung  ergiebt,  dass  die  Obertragung  des 
als  indirekte  Registrar  GeneraTs  method  bezeichneten  Korrek- 
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tionsverfahrens  geschlossene  Ausdrucke  liefert,  hingegen  im 
Kreise  der  friiher  behandelten  Potenzmittel  dies  allgemein 
nicht  der  Fall  ist  (z.  B.  bereits  bei  der  geometrischen  Inter- 
polation).  Die  numerische  Behandlung  ist  einfacher,  als  im 
friihern  Fall;  bei  drei  Zählungsdaten  P,,  P,  und  P3  erhalten 
wir  mit  den  bereits  eingefiihrten  Bezeichnungen  die  folgende 
Gleichung: 

{a  —  l)il—T)a^  +  (&— l)r6^-  =  0 

aus  der  in  expliciter  Form: 

^  _  log(6— 1)  — log(l  — g)  +  logr  — log(l  — r) 
löga  —  log& 

3.  Die  TJieorie  der  Vermehrungsfunktion  und  der  Zuwachs- 
junktion.  Tm  Folgenden  soll  eine  axiomatische  Grundlegung 
der  geometrischen,  beziehungsweise  der  arithmetischen  Inter- 
polationsprocesse  versucht  und  dann  auf  weitere  mögliche 
Verallgemeinerungen  dieses  Mittelwertverfahren  hingewiesen 
werden.  Diese  Betracbtung  fiihrt  zu  charakteristischen  Funk- 
tionalgleichungen  der  wirtschaftlichen  Mathematik  und  ver- 
vollständigt  zugleich  den  theoretischen  Hintergrund  der  Zins- 
rechnung.  Praktische  Verwendung  finden  die  hier  folgenden 
Ansätze  bei  einer  Ausgleichung  mit  Hilfe  von  statistischen 
Mittelwerten,  wenn  mehr  als  zwei  Rahmendaten  zu  beriick- 
sichtigen  sind. 

Die  Interpolation  aus  zwei  Rahmendaten  wurde  im  Vor- 
angehenden    auf   die    einschränkende    Annahme    eines  festen 

Vermehrungsfaktors     ?' =  p^    des  Zählungsintervalles  gegriin- 

det.  Wir  verallgemeinern  diese  Auffassungsweise,  wenn  wir 
durch  Intervallspaltung  eine  Reihe:  ^1.^2,  .  .  .,  /«  dieser  Fak- 
toren  einfiihren,  d.  h.  den  Vermehrungsfaktor  als  variables 
Argument  einer  fiir  das  Intervall  zu  definirenden  Vermehr- 
ungsfunktion  betrachten.  Die  Konstruktion  dieser  Funktion 
soll  auf  Grundlage  statistisch  (öder  wirtschaftHch)  wesent- 
licher  Postulate  in  der  Weise  erfolgen,  dass  ein  eindeutiger 
Vermehrungsprocess  resultire.  Wir  wollen  zuerst  den  geo- 
metrischen    Vermehrungsansatz     analysiren;     eine    ähnliche 
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Behandlung  ergiebt  fiir  den  arithmetischen  Fall  die  Festlegung 
der  Zwvachsfunktion. 

Die  Vermehrungsfunktion  soll  den  Anfangsbestand  (Po)' 
die  Zeitdauer  seit  der  letzten  Zäblung  (/)  und  den  Vermehr- 
ungsfaktor  (r)  zu  unabhängigen  Veränderlichen  haben.  Die 
zur  Konstruktion  heranzuziebenden  Postulate  seien  die  fol- 
genden : ' 

a)  Bei  konstantem  t  und  r  sei  die  Vermehrungsfunktion 
in  Bezug  auf  P^  additi%'  distributiv,  d.  h.  von  der  Spaltungs- 
weise  der  Gesamtanfangsbevölkerung  unabhängig.  Bei  An- 
nahme  einer  beschränkten  Funktion  ergiebt  die  Funktional- 
gleichung: 

/(P„)  +  /(p;;)  +...+  /(P(«))  =  /(P„  +  p:  +  ...  +  pm) 

als  eindeutige  stetige  Lösung 

d.  h.  die  Vermehrungsfunktion  entliält  P,,  als  linearen  Faktor. 

b)  In  Bezug  auf  die  partiellen  Zeitintervalle  ti  mit 
constantem  Vermehrungsfaktor  r»  besitze  die  Vermehrungs- 
funktion einen  fiir  t  multiplikativ  distributiven  Charakter;- 
die  distributive  Eigenschaft  sichert  die  Unabhängigkeit  von 
der  Zerspaltungsweise  des  gegebenen  Gesamtintervalles. 

c)  Die  Vermehrungsfunktion  erhalte  fiir  das  Gesamtin- 
tervall  gewisse  associative  (d.  h.  von  der  Spaltungsweise  des 

'  Erklärung  der  zu  gebrauchenden  Tenninologie :  Die  Funktion  /(z) 
ist  in  Bezug  auf  x  distributiv,  wenn  man  eino  Funktionalverbindung  F  fin- 
den  känn,  bo  dass 

FU[x,)J[x,) /(x„))  =  /(r,  +  a-,  +•••+  x„). 

Der  Process  ist 

in  additiver   Weiae  distributiv,  falls  F  =  -  f  (z,-). 

in  multiplikcUiver  11'eise  distributiv,  falls  F  ^  \\  f{x^). 

*  Die  multiplikativ  distributive  Eigenschaft  des  Vermehrungsprocesses 
bei  einer  nach  der  Zeit  stetigen  (resp.  einor  endliclion  luid  eine  endiiche 
Anzahl  von  gewöhnlichon  Unstet igkeitsstellen  aufweisenden)  Vermchrungs- 
intetisität  wird  präcis  behandelt  in  Cantelli  :  Genesi  e  costruzionedelle 
tavole  di  iimtalitå,  Hollotino  di  Xotizie  sul  credito  e  sulla  providenza, 
1914,  No.  3.  (pp.   14  — IG). 
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Intervalles  unabhäiigige)  Mittelwerte  des  variabeln  Vermeh- 
rungsfaktors. 

Wir  wählen  nun  die  allgemeinen  associativen  Potenz- 
mittel  und  zwar  so,  dass  wir  einem  jeden  n  als  Gewicht  das 
zugehörige  ti  zuordnen;  diese  Gewichtsbestimmung  bringt  die 
Postulate  b)  und  c)  in  Einklang. 

Fiir  einen  konstanten  Anfangsbestand  wird  dann  der 
Inhalt  der  beiden  letzten  Forderungen  durch  die  folgende 
Funktionalgleichung  ausgedriickt: 

f{h,r,)fit2,r,)  .  .  .f{tn,rn)  = 

k 

In  Folge  der  distributiven  und  der  associativen  Beziehung 
geniigt  es  diese  Funktionalgleichung  mit  zwei  Argumenten 
nur  fiir  den  Fall  von  zwei  Komponenten  zu  behandeln;  bei 
der  stufenweisen  Lösung  treten  die  einfachsten  Formen  auf, 
die  alle  auf  den  CAUCHY'schen  Typus  zuriickzufiihren  sind. 
Als  Endresultat  erhält  man,  wenn  noch  a)  mitberiicksich- 
tigt  wird,  dass  die  Vermehrungsfunktion  die  folgende  Form 
besitzt: 

Mit  der  Anfangsbedingung 

/(P„,0,0)  =  P, 

erfolgt,  dass  a  =  1. 

In  Hinblick  auf  das  statistische  Vermehrungsproblem 
modificiren  wir  den  obigen  Gedankengang,  indem  wir  eine 
kontinuirliche  Bevölkerungsbewegung  supponirend  die  For- 
derung  c)  statt  fiir  die  Vermehrungsfaktoren,  fiir  die  Ver- 
mehrungsintensitäten 

Qi  =  log  nat  Vi 

aussprechen.     Wir  erhalten  dann  in  gleicher  Weise: 
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Es  wird  hierdiirch  in  der  That  ein  eindeutiger  allgemeiner 
geometrischer  Verraehrungsprocess  definirt,  indem  fiir  eine 
gegebene  Vermehrungsart 

df(Po,t,Q)  =  nPo,t,o)(lo'^  +  c)dt 

also  der  infinitesimale  Zuwachs  dem  jeweiligen  Stånd  pro- 
portional  ist. 

Die  auf  der  rechten  Seite  auftretenden  r  und  o  fixiren 
theoretische,  von  der  Intervallspaltung  unabhängige  Werte, 
die  wir  als  deji  normalen  V ermehrungsfaktor  bzw.  als  die  nor- 
inale  V ermehrungsintensitäl  bezeichnen  wollen.  Diesel  ben  sind 
mit  den  gewogenen  associativen  Potenzmitteln  gegeben,  die 
auf  Grund  einer  beliebigen  Spaltung  des  Gesamtintervalles 
aus  den  partiellen  r,  bzw.  (>,•  entstehen. 

Der  in  der  Bevölkerungsstatistik  iiblichen  geometrischen 
Interpolation  aus  den  Rahmendaten  Py  und  P,  entspricht 
die  specielle  Annahme  k=  \  fiir  die  Funktionalform  mit  q,  es 
muss  nur  noch  die  weitere  Anfangsbedingung 

f{P,,\,o)-^P,==P,e^' 

binzugefiigt  werden,     Aus  dieser  Bedingung  folgt,  dass 

c  —  O  und  6=1 
und  wir  erhalten 

P(r)  =  /(P„,r,r)  =  P,e'--  =  Por^ 

Der  allgemeine  Ansatz  fiihrt  also  auf  eine  Weiterbildung 
des  gewöhnlichen  geometrischen  Processes  bin.  Die  iibliche 
gcometriscbe  Interpolationsformel  ist  somit  durch  die  folgen- 
den  Merkmale  ausgezeichnet:  Die  Vermehrungsfunktion  ist 
in  Bezug  auf  Pq  in  additiver,  in  Bezug  auf  t  in  multiplika- 
tiver  Weise  distributiv  und  erhält  fiir  das  GesamtintcrvaJ] 
den  gewogenen  arithmetisclien  Mittelwert  der  partiellen  Ver- 
mehrungsintensitäten  (d.  h.  den  gewogenen  geometrischen 
Mittelwert  der  partiellen  Vermehrungsfaktoren),' 

'  Dieses  Resultat  kan  indirekt  verificirt  werdon ;  fiir  den  Fall  der  Zins- 
funktion  s.  diese  indirokte  Behnndlungsweise  bei  Broogi:  Versiclieriinps- 
inathematik  (Leipzig,  Tcubner,  1911;  S.  1G7  iind  bei  Boooio:  Snll' interesse 
continuo  a  tasso  variabile  e  sulle  assicurazioni  (Torino,  Bona,   190f>)  S.  7. 
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Die  entwickelte  Betrachtung  känn  wortwörtlich  iibertra- 
gen  werden  auf  die  allgemeine  Begriindung  der  Kapitalsver- 
mehriing  langfristiger  Anlagen.  Wir  fiihren  eine  Zinsjunkiion 
ein  und  legen  deren  formale  Abhängigkeit  vom  Anfangskapi- 
tal,    von    der    Zeitdauer    und    von   dem  variabeln  Zinsfaktor 

lr=  1  +  Y^  =  1  +  23|  durch    wirtschaftliche    Voraussetzungen 

fest.  Die  zu  gebrauchenden  Forderungen  sind  mit  den  obi- 
gen  identisch  und  können  auf  Grund  einer  näheren  Analyse 
der  Interessenwahrung  des  Schuldners  und  des  Gläubigers 
angepasst  werden.^  Man  hat  das  Resultat,  dass  der  Effekt 
der  Kapitalsvermehrung  fiir  eine  längere  Periode  mit  varia- 
beln Zinsfaktoren  statistisch  so  aufzufassen  ist,  dass  der  ge- 
wogene  geometrische  Mittelwert  der  Zinsfaktoren  (bzw.  bei 
Annahme  einer  kontinuirlichen  Kapitalisirung  der  gewogene 
arithmetische  Mittelwert  der  Verzinsungsintensitäten)  er- 
lialten  bleibt.  Die  Methode  der  Funktionalgleichungen  wurde 
bisher  fiir  dieses  Problem  nur  in  Bezug  auf  das  Anfangska- 
pital  und  auf  die  Zeitdauer  verwertet  (z.  B.  in  Arbeiten  von 
Lewin,  Laurent,  etc).  Es  muss  aber  hervorgehoben  wer- 
den, dass  diese  Behandlungsweise  erst  dann  einen  rechten 
Inhalt  besitzt,  wenn  die  Abhängigkeit  vom  variabeln  Zinssatz 
mit  untersucht  wird;  dieses  Moment  ist  bisher  unberiicksich- 
tigt  geblieben.  Wir  können  das  Resultat  so  formuliren :  Hat 
man  eine  auf  die  Stabilität  gepriifte  längere  Reihe  von  zeit- 
lich  variabeln  Verzinsungsfaktoren,  so  ist  bei  normalen  Ver- 
hältnissen  der  im  obigen  Sinne  gewogene  geometrische  Mit- 
telwert dieser  Faktoren  als  ein  theoretisch  entsprechender 
Orientirungswert  fiir  zukiinftige  langfristige  Geschäfte  (z.  B. 
in  der  Mathematik  der  Lebensversicherung)  anzusehen.  Der 
so  definirte  normale  Zinsfuss  ist  also  ein  Mittelwert ;  fiir  ein- 
zelne   Anlagearten  känn  dann  dieser  theoretische  Wert  noch 


^  Die  wirtschaftsmathematische  Auseinandereetzung  der  hier  nur 
skizzirten  FragesteJlungen  haben  wir  in  einer  in  der  ungarischen  Zeitschrift 
KÖ3gazdasagi  S3emle  (Bd.  XXXIX  [1915]  S.  461 — 475)  erschienen  en  Arbeit 
mitgeteilt.  —  Die  Verbindung  der  Resultate  fiir  die  Bevölkerungs-  und  fiir 
die  Kapitalsvermehrung  können  weiterhin  mit  der  Abhandlung  von  Bobt- 
KiEWicz  iiber  die  Deckungsmethoden  der  Socialversicherung  (Verhandl.  des 
VI.  internat.  Kongresses  fiir  Versiclierungswissenschaft,  Wien  [1909]  S.  473 
— 497)  in  Beziehung  gebracht  werden. 
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durch  wirtschaftliche  Korrclationsberechnungen'  der  wirk- 
lichen  Praxis  adaptirt  werden.  Mit  diesen  feincren  Berech- 
nungen  ist  die  Frage  numerisch  zu  lösen,  in  welcher  Weise 
ein  fixer  normaler  Zinsfuss  fiir  die  einzelnen  Zweige  des  lang- 
fristigen  Kapitalmarktes  in  Hinblick  auf  die  ungewisse  Zu- 
kunft  von  vornherein  statistisch  angegeben  werden  känn. 

In  diesem  Zusamraenhang  betrachten  wir  noch  den  Fall 
der  einfachen  Zinsrechnung,  d.  h.  den  Kapitalzuwachs  bei 
kurzfristigen  Anlagen;  hierbei  känn  eine  statistische  Analogie 
mit  dem  arithmetischen  Interpolationsprocess  erschlossen 
werden.  An  Stelle  des  Vermelirungsfaktors  (;)  resp.  des  Ver- 
zinzungsfaktors  tritt  der  Zxiivachi>j aktör  {p,  auch  Vermehrungs- 
rate  genannt)  und  statt  von  einer  Vermehrungsfunktion  han- 
delt  es  hier  von  einer  Zmvachsjunklion  [fp).  Die  Definition 
des  Zuwachsfaktors  ist: 

P  —  P 

p=     -  p      ",  also  r  =1  +  ]} 

p,  =  p,  +  pp,. 

Der  Zuwacbsprocess  wird  dadurch  charakterisirt,  dass,  mit 
Beibehaltung  der  andern,  das  distributive  Postulat  b)  addi- 
tiv  ausgesprochen  wird.  In  dieser  Weise  haben  wir  fiir  die 
Zuwachsfunktion  die  folgende  Funktionalgleichung: 

(f  f^ ,  Vi)  +  r  (<2  .  P,)  +  •  •  •  +  ff  [tu ,  Pn)  = 

Die  allgemeine  L<)sung  ist  —  allés  zusammenfassend  — : 
fp{P„t,p)  =  P,tibp'^  +  c) 

wobei    /)   den  nornuden  Zuwachs faktor  festlegt.     Wir  erhalten 

'  Ansätze  zu  solclien  liereclinungen  findet  man  bei  Norton:  Statisti- 
Ciil  studies  in  tl>e  New  York  monoy  märket  (New  York.  Macmillan,  1902) 
Kap.  VII;  8.  weitorliin  Yule:  .An  jntroduction  tn  the  tlioory  of  Statistica 
(London,  Griffin,  1012)  S.  162.  tb-r  die  Mothode  söioher  Unter- 
suchungen  s.  dit-  .Arbeiten  von  Soreu  im  .Alln.  Statist:  ArchivVIII  [1914] 
S.  193 — 209  und  Giornalo  degli  Economiati   1914. 
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somit    einen    allgemeinen    arithmetischen  Process,  indem  der 
Zuwachs  dem  Anfangsbestand  proportional  ist. 

Der  iiblichen  statistischen  arithmetischen-Interpolation 
resp.  der  in  der  Praxis  verwendeten  einfachen  Zinsrechimng, 
entspricht  die  specielle  Annahme:  ä;  =  1  mit  der  folgenden, 
Bedingung: 

Mit  dieser  Anfangsbedingung  folgt  dann: 

c  =  0,    &=  1, 
so  dass 

P(r)  =  P, +  r/)(P„,r,29)=P„(l  +  r p)  =^  P,[l  +  r  (r-l)]. 

Der  gewöhnlichen  arithmetischen  Interpolation,  bzw.  der 
einfachen  Zinsrechnung,  entspricht  also  jener  Zuwachsprocess, 
dessen  Zuwachsfunktion  den  gewogenen  arithmetischen  Mit- 
telwert  der  durch  beliebige  Intervallspaltung  gebildeten  par- 
tiellen Zuwachsfaktoren  (öder  hier  auch  den  gewogenen  arith- 
metischen Mittelwert  der  partiellen  Vermehrungsfaktoren)  er- 
hält.^  Dieser  Mittelwert  bestimmt  einen  normalen  Zuwachs- 
faktor. 

Auf  der  entwickelten  Grundlage  könnte  man  eine  ganze 
Reihe  neuer  Ansätze  fiir  die  Bevölkerungs-  bzw.  fur  die  Ka- 
pitals vermehrung  konstruiren.  Die  Praxis  hat  die  einfachsten 
Typen  —  die  oben  besprochenen  speciellen  Fälle  —  ausge- 
wählt.  Es  könnte  z.  B.  die  Bedingung  Jc -=  I  aufgegeben  wer- 
den  öder  es  könnten  auch  ganz  neue  Processe  definirt  wer- 
den.  Als  Beispiel  diene  die  Annahme  der  Erhaltung  des  ge- 
wogenen geometrischen  Mittelwertes  der  Zuwachsfaktoren  (also 
k—*0),  bei  welcher  durch  zweckmässige  Konstantenbestim- 
mung  fiir  r  f^  1  die  Formel  resultirte: 

P(r)  =  Po[l  +  ^log(r-l)]. 

Die  Auswahl  der  praktischen  Zinsrechnung  wird  auch 
durch  wirtschafthche  Bedingungen  mitbestimmt;  diese  werden 

^  Die  Formel  zeigt,  dass  in  diesem  Fall  die  Zuwachsfunktion  in  Bezug 
auf  alle  drei  Argumente  additiv'  distributiv  ist ;  dies  der  Grund  dafiir,  dass 
eine  direkte  iibereinstimraende  Berechnung  von  Teilbevölkerungen  möglich 
ist. 


92 

in  der  mathematischen  Behaodlung  von  neuen  Seiten  beleuch- 
tet.  Als  Grundprincip  jrilt  dabei,  dass  in  Bezug  auf  den  Zins- 
fussmittelwert  bei  der  kiirzfristigen  Anlage  die  Interessen  des 
Gläubigers,  bei  der  langfristigen  die  des  Scbuldners  hervor- 
treten  sollen,'  also  im  ersten  Fall  ein  grösserer  Mittehvert, 
im  zweiten  ein  kleinerer  Mittehvert  erhalten  werde.  So  ent- 
spricht  fiir  die  kurzfristigen  liquiden  Anlagen  des  Geldmarktes 
der  arithmetische  Mittelwert,  der  auch  sonst  die  Abnormi- 
täten  des  bewegliehen  Zinsfusses  stark  widerspiegelt.  Fiir 
die  langfristigen  Anlagen  des  Kapitalmarktes  passt  der  klei- 
nere  und  auch  stabilere  geometrische  Mittelwert  der  sonst 
beständigern  Zinsfaktoren.  Bei  der  noch  strittigen  Korrela- 
tionsfrage  der  beiderseitigen  Zinsfussarten  miissen  aber 
ausser  diesen  allgemeinen  Gesichtspimkten  —  welche  fiir 
die  Gewinn-Komponente  bestimmend  sind  —  die  sonstigen 
Komponenten  des  Zinsfusses  gesondert  beriicksichtigt  wer- 
den.  So  ist  der  geometrische  Mittelwert  fiir  den  Schuldner 
entsprechender,  da  dem  grössern  Risiko  der  langfristigen 
Anlage  zu  Folge,  die  Risikokomponente  des  Zinsfusses  ohne- 
hin  eine  stärkere  ist;  hingegen  ist  bei  der  kurzfristigen  Anlage 
fiir  den  Gläubiger  wesentlich,  dass  die  sich  in  kurzer  Zeit 
amortisirende  Kostenkomponente  durch  Erhaltung  eines  grös- 
sern Mittelwertes  unterstiitzt  werde.  —  Bei  der  theoretischen 
Annahme  einer  kontinuirlichen  Verzinsung  fallen  diese  An- 
sätze  zusammen,  indem  der  gewogene  arithmetische  Mittel- 
wert der  Verzinsungsintensitäten  die  normale  Zinsintensität 
charakterisirt.- 

4.  Erster  Anhang:  Mittelwertausgleichungen.  Handelt  es 
von  einer  kiirzeren  Reihe  von  Zählungsdaten,  aus  denen  ein 
bester  Vermehrungsfaktor  fiir  das  ganze  Intervall  zu  bestim- 
men  ist,  so  können  die  Mittelwertprocesse  entsprechender 
gestaltet  werden,  als  die  fiir  länge  Reihen  konstruirtcn  iib- 
lichen    Ausgleichungsprocesse    der    Wahrscheinlichkeitslehre.^ 


'  Bekanntlich  hat  Laurknt  in  seinen  Werken  die  Grundlepung  der 
Zinseszinsrechung  auf  eine  Ausgleicluing  der  beiderseitigen  Interessen  ge- 
griJndet  {z.  B.  Stntisti((ue  n3atliéniati(|Uo,  l'nris,  Doin,  1908,  §  43}.  ohne  aber 
auch  auf  die  Abhängigkeit  vom  variabeln  Zinsfuss  einzugehen. 

*  Wie  iihorliaiipt  in  dieser  Grenzauffassung  die  vcrschiedenen  prak- 
tischen  Beziehnngcn  /.M>^ammonfallen.  z.  B.  die  dekursive  und  die  antici- 
pative  Begriffsbildung  odör  dio  nominelle  und  die  effektive  partielie  Zinsrale. 

'  Die  folgenden  Hemorkungen  weisen  ninnnigfache  Beziohungen  mit 
der  mathematischen  Bchundlung  der  Indexzahlcn  auf.     Dio  hierbei  zu  stel- 
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Wir  wollen  eine  Reihe  der  Zählungsdaten 

P    P  P 

und  die  entsprechende  Reihe  der  Vermehrungsfaktoren 

^i  =  -p^"     {i=\,2,..  .,n) 
-t  i— 1 

betrachten  und  einige  formale  Gesichtspunkte  angeben,  wie 
ein  passender  Mittelwert  der  letzteren  zu  wählen  ist.  Bei 
Erhaltung  des  geometrischen  Mittelwertes  wird  der  Process 


P(a:)  =  P„r^  =  p!,    '*P« 


charakterisirt,  wobei 


n n 

V     P.  P        R.    ,         F 


Pn 
Po  Pi       Pji—1  '       Po 


von  der  Spaltung  des  Gesamtintervalles  unabhängig  ist. 

Wegen  dieser  Eigenschaft  ist  wohl  der  geometrische 
Mittelwert  am  zweckmässigsten  fiir  das  gegebene  Problem 
zu  verwenden.  Es  können  aber  auch  andere  Mittelwerte  von 
Verhältnisszahlen  herangezogen  werden,  die  eine  praktisch 
wesentliche  Beschaffung  baben.  Wir  verweisen  in  dieser 
Richtung  auf  das  XXII.  Kapitel  der  Kollektivmasslehre  Fech- 
ner's  (Leipzig,  Engelmann,  1897),  wo  die  praktischen  Vor- 
teile  des  sog.  »summarischen  MitteUs»  behandelt  werden. 
Dieser  Mittelwert  von  Verhältnisszahlen,  in  unserem  Fall: 

jj  ^      Px    +  P2-\ \-  Pfl     . 


Po  +  Pi  +---+P„-l' 

mit  den  Nennern  ge  wogenerarithmetischer  Mittelwert  der  r». .  .b) 
teilt    mit   dem    einfach    gewogenen    geometrischen  Mittel  die 

lenden  Forderungen  miissten  einheitlich  zusammengefasst  werden  um  eine 
endgiiltige  Grundlegung  im  Sinne  dieser  Arbeit  auch  fiir  dieses  Problem 
zu  pchaffen.  —  Ähnliche  Berechnungen  treten  auch  in  dem  Taylor-Gil- 
nRETH;'8chen  System  auf,  bei  Bestimmung  des  totalen  Leistungsgradeseines 
zusammengesetzten  Betriebes. 


94 

Eigenschaft,  dass 


.i/i"i  =  -v('.'i-i/n 


:)=-'^(: 


Dieses    wesentliche    Merkmal    kommt    allén  Mittelwerten  zu, 
fiir  welche  gilt: 

\bj      M[b)      j{h)' 

Die  beiden  Mittelwerte  a)  und  b)  werden  in  der  bereits 
citirten  Arbeit  von  Bortkiewicz  (Zeitschr.  fiir  die  gesamte 
Versich.  Wiss.  Bd.  XVI)  fiir  die  Vermehrungsrate  p=\  —  r 
weiter  verwertet;  es  wird  a)  als  summarische  Vermehrungs- 
rate, b)  als  mittlere  Vermehrungsrate  bezeichnet.  Es  wäre 
wohl  zweckmässig  diese  Terminologie  mit  der  FECHNER'schen 
Benennungsweise  in  Einklang  zu  bringen. 

Die  Mittelwertausgleichung  hat  ihre  praktische  Anwen- 
dung  bei  einer  Extrapolation,  die  mehr  als  drei  vorange- 
hende  Zählungsdaten  beriicksichtigen  soU.  (Wollen  wir  in 
einem  solchen  Falle  linear  extrapoliren,  so  ist  die  Pear- 
soN'sche  Methode  der  Momente  in  ihrer  graphostatischen 
Form'  eder  die  CANTÉLLi'sche  Methode  der  Flächen- empfeh- 
lenswert  zur  Kontrolle  des  durch  die  Erhaltung  des  arithme- 
tischen  Mittel wertes  bestimraten  Vermehrungsfaktors  aus  den 
vorangehenden  Zählungen). 

5.  Zweiter  Anhang:  l^ahelleninterjiolation .  In  der  Praxis 
der  Wirtschaftsmathematik  haben  wir  neben  direkten  Tabel- 
len auch  die  Tabelle  der  reciproken  Werte  zur  Hand  und  es 
entsteht  somit  die  Frage,  in  welcher  Weise  ein  Interpolations- 
wert  zwischen  ganzzahligen  Argumenten  am  besten  zu  be- 
stimmen  ist."'  Da  gilt  nun  Folgendes:  Die  mit  den  reci- 
proken Werten  ausgefiihrte  arithmetische  (lineare)  Interpola- 
tion    ist   eine  harmonische  (hyperbolische)  Interpolation  mit 

'  S.  Pkahson:  On  the  s}'stemntic  fitting  of  curves  to  observations  nnd 
measiiremonts  II  (Biometrika,  II  [1902]  S.  13  —  14). 

•  S.  unsore  Besprechung  des  OuMBEL'8chen  Werkes  iin  Allg.  Stat. 
Archiv  Bd  X. 

'  S.  liieriibor  die  Abhandliing  von  Landrk  ira  Ehrenzweigs  Assekuranz 
Jahrbuch  XXIV  [1903J,  S.  81-1)0. 
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den  direkten  Werten  so,  dass  die  direkte  aritbmetische  Inter- 
polation  stets  grössere  Resultate  liefert.  Es  hängt  also  vom  Ver- 
lauf  und  von  den  Krummungstendenzen  der  gegebenen  Kurve 
ab,  an  welcher  Tabelle  zu  interpoliren  ist.  Vorteil  einergeome- 
trischen  (exponentiellen)  Interpolation  ist,  dass  a)  die  beiden 
interpolirten  Werte  iibereinstimmen  und  b)  derselbe  zwiscben 
dem  arithmetisch  und  dem  harmonisch  berechneten  Wert  liegt. 

6.  Dritter  Anhang:  Zinsrechnung  filr  Bruchteilperioden. 
Eine  wichtige  Anwendung  der  Nebeneinanderstellung  von 
arithmetischer,  geometrischer  und  harmonischer  Interpolation 
liefert  das  oft  behandelte  Problem  der  fiir  die  Bruchteilsdauer 
der  Zeiteinheit  zu  erfolgenden  Zinsrechnung.  Hier  wird  der 
mit  einfacliem  Zins  rechnenden  kommerziellen  Methode  die 
auf  dem  Begriff  der  kontinuirlichen  Kapitalisirung  fussende 
exponentiello  Auffassung  principiell  gegeniibergestellt.  Diese 
Frage  wird  nun  am  einfachsten  gelöst,  wenn  man  beide  Ar- 
ten der  Berechnung  auf  gemeinsamer  Grundlage  als  Mittel- 
wert-lnterpolationen  deutet  und  die  Wahl  des  Mittelwertes 
durch  das  bekannte  Lagengesetz  derselben  je  nach  aktuellem 
Bedarf  trifft.  Nach  ganz  einfachen  Uberlegungen  hat  man 
die  folgenden  Resultate: 

a)  In  der  dekursiven  kommerziellen  Auffassung  erfolgt 
eine  arithmetische  Interpolation. 

b)  In  der  anticipativen  kommerziellen  Auffassung  erfolgt 
eine  harmonische  Interpolation. 

c)  In  der  exponentiellen  Auffassung  erfolgt  dekursiv  und 
anticipativ  gerechnet  eine  geometrische  Interpolation.  Durch 
das  Lagengesetz  erhält  man  dann  —  ohne  weitläufige  Berech- 
nangen  —  fiir  gleichwertige  Zinsätze  die  bekannten  Vergleichs- 
resultate. 

Diese  Bemerkungen  betreffen  den  Fall  der  Kapitalisirung; 
der  Diskontirung  entsprechen  die  bezijglichen  Interpolationen 
aus  reciproken  Werten  und  ein  umgekehrter  Sinn  der  direk- 
ten Vergleichsresultate. 

In  diesem  Zusammenhang  woUen  wir  eine  in  der  Litera- 
tur des  Gegenstandes  oft  angefiihrte  Zinsformel  von  Moser^ 

'  Cours  professés  å  Berne ;  s,  vveiterhin  Babriol:  Théorie  et  pratique 
des  operations  financiéres  (Paris,  Doin,  1908)  S.  5,  Dumas  im  Journal  de 
Statistique  Suisse  1906  und  Carl  in  der  Zeitschr.  fiir  math.  und  natur- 
vviss.     Unterricht  XLVIII  (1917). 
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richtigstellen;  diese  lautet: 

/(/  +  0=1  +Vr-]rr{l-T),r=^^ 

Diese  parabolische  Formel  hat  den  Mangel,  dass  das  Korrek- 
tionsglied  einen  konimcrzielieii  Diskont  darstellt,  also  antici- 
pativ  berechnct  wird,  wogegen  der  erste  Teil  der  Formel  de- 
kursiv  geuommen  ist.  Um  dieser  Vermengung  der  Auffas- 
sungsweisen  aus  dem  Wege  zu  gehen,  muss  das  Korrektions- 
glied  als  rationeller  Diskont  aiich  dekursiv  berechnet  werden, 
wodurch  die  Formel  entsteht 

Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  dies  eine  dekursive  Aufzinsung 
mit  harmonischer  Interpolation  bedeutet.^  Der  Vergleich  des 
MosER'schen  korrigirten  Aiifzinsungswertes  mit  dem  nicht- 
korrigirten  Wert  liefert,  dass  die  Differenz  in  symmctrischer 

Folge  fiir  r=      den  grössten  Wert  hat;  der  analoge  Vergleich 

fiir  unsere  Formel  liefert  dasselbe  Resultat  fiir  den  Quotien- 
ten  der  beiden  Werte. 

'  Die  MoSER'sche  Formel  hingegen  gehört  nicht  zum  Potenzmitteltypus. 
Nach  der  angegebenen  Weise  könnte  auch  eine  analoge  Formel  konstruirt 
werden  fiir  die  anticipative  Aufzinaung  mit  Verwendung  einer  arithmetischen 
Interpolation. 
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Kobenhavns  Universitet.    1'  Del.    Den  skrift- 

lige  Prove. 

Vinteren  1918—19. 

Interpolationsregning  og  lagttagdseslare  {4  Timer). 


Bestem  ved  numerisk  Integration  Integralet  niellem  Grjenserne  O 
os  3  af  den  nedenfor  tabellerede  Funktion: 


X 

f{x) 

0 

294 

1 

207 

2 

30 

3 

-  200 

4 

-  428 

5 

-  581 

6 

-  563 

7 

-  261 

For  3  Punkter,  der  vides  at  ligge  i  samme  rette  Linie,  er  fundet 
Ordinaterne  1,6  2  som  Middeltal  af  4  Maalinger,  1  208  som  Middeltal 
af  5  Maalinger  og  0,3  6  som  Middeltal  af  2  Maalinger  svarende  til 
Abscisserne  henholdsvis  1,  2  og  4.  Find  udjsevnede  Vierdier  af 
Ordinaterne,  naar  de  enkelte  Maalinger  alle  er  udf0rte  med  samme 
N0jagtighed. 

Hvor  stor  Middelfejl  maa  der  antages  at  have  vädret  paa  den 
enkelte  Maaling? 

3. 

Blandt  Medlemmerne  af  en  st0rre  Forsamling,  af  livilke 

50  %  li0rer  til  Partiet  A 
40  %      ;>       »  »       B  og 

10  %      »       »  »C 

7  —  21)57.     Skandinavisk  Aktuarietid''krift.     1920. 
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skal  veil  Lodtnekning  va-lges  et  Udvalg  paa  5  Meillenimer.  Fiml 
Sandsynligheden  for,  at  Partiet  A  faar  Flertal  i  Udvalget  samtidig 
nicil,  at  I)  er  reprresenteret. 

lientcsregninij  (i  Timer). 
1. 

Ilvor  stor  1/1-aarllg  Ncttopra^mie  skal  der  betales  i  10  Aar  for 
eii  20  Aar  opsat  25-aarig,  V^-^^rlig  og  forudbetalt  Aunuitet,  stor 
•100  Kr.  aarlig.  naar  Kenten  er  4  %  p.  a.  betalbar  lialvaarlig? 


En  Laangiver  yder  et  Laan  til  4  7-2  %  P-  ^-  (betalbar  V^-aarlig), 
idet  der  til  Forrentiiing  og  Amortisation  ydes  4  %  lialvaarlig.  Hvor 
mange  Terminer  vil  Amortisationen  vare,  og  livormeget  skal  der  be- 
tales i  sidste  Tei-minV 

Hvis  Laangiveren  anbringer  de  Ydelser,  han  modtager,  i  en 
Sparekasse  til  en  Rente  af  3  V^  %  P-  a-  (betalbar  *  ä-aarlig),  med 
hvilken  ensartet  Rente  vil  den  udlaaute  Kapital  da  vrere  vokset  i 
Laanetiden?     Ilvor  stor  er  den  tilsvarende  kontinuerlige  Rentefod? 

3. 

Et  Pengeiustitut  tilbydcr  at  yde  et  5  %  Laau  til  Kurs  99,  idet 
Amortisationen  sker  saalcdes,  at  der  i  liver  af  de  t')(rstkommende  20 
lialvaarlige  Terminer  foruden  2  '/^  "o  Rente  af  Rcstga-lden  betales  V^o 
af  Laanets  oprindelige  Relob  som  Afdrag.  Laantageren  onsker  imid- 
lertid  hellere  et  4  '/^  °o  s  Laan  paa  samme  Amortisationsvilkaar.  Til 
hvilken  Kurs  kan  Institutet  yde  dette,  naar  den  opnaaede  Rente  skal 
va?re  den  samme  i  de  to  Tilfielde? 

Matematik  I  {i  Timer). 
1. 


ftlregn 


.T  7 

2  3 


(cos^./'  +  snr.r  cos'j)  ax  +   I     ,  ■   = 

.'  ./    V{x-\).{x-2) 

o  2 

O 

l'ind  (let  fuldstiendige  Integral  til  Differentialligningen 
(1   f  2r)sf';-G(l  +2x)y'  -V  lGy  =  0, 

<l  X'  (IX 
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og  bestem  dernsest  det  partikulsere  Integral  y  =  f{xj^  der  gaar  gennem 
Punktet  (.'•,  ij)  =  (O,  2)  og  i  dette  Punkt  ber0rer  Kurven 

cos  (sin  a;)  +  3  tg  ä;  +  2  é'-'--"^'  +  3  ( ?/  —  3)  =  0. 

Find  sluttelig  de  5  fprste  Koefficienter  i  den  Potensrtekke 

a,i  +  a,  x*  +  a^x'  +  •  •  •, 

der  fremstiller  det  omhaudlede  partikulsere  Integral  /'(^),  og  angiv 
Potensrsekkens  Konvergensinterval. 

JlafematiJc  II  {4  Timer). 
1. 

En  Rumkurve  er  givet  i  et  retvinklet  Koordinatsystem  X  YZ  ved 
Ligningerne 

x'  =  e-'cos^,  ^=e-'sin^,  s  =  e^* , 

hvor  t  er  en  variabel  Parameter.  Find  Buelsengden  af  det  Stykke  af 
Kurven,  der  ligger  imellem  de  to  til  <  =  1  og  ^  =  2  svarende  Punkter, 
samt  bestem  Kurvens  Krumning  og  Kurvens  osculerende  Plan  i  det 
til  ^  =  O  svarende  Punkt. 


En  Ellipse  E  med  Halvakserne  V^  Meter  og  3  Meter  og  en  ret 
Linie  i,  som  er  parallel  med  Ellipsens  Storakse  og  har  Afstande  paa 
henholdsvis  3  Meter  og  4  Meter  fra  Lilleaksens  to  Endepuukter,  er 
förbundet  ved  den  Flade  (Konoide),  der  frembringes  af  en  ret  Linie, 
som  bevseger  sig  saaledes,  at  den  hele  Tiden  er  vinkelret  paa  L  og 
skferer  saavel  L  som  E.  Find  Yoluminet  af  det  kileformede  Legeme, 
der  begrseuses  af  Konoiden  og  Ellipsens  Plan. 

Borgerlig  Bet  (4  Timer). 
A  t  udvikle  de  sa?rlige  Regler  om  Transport  af  Gaeldsbreve. 

Sommeren  1919. 

Interpolationsregning  og  lagttagelseslare  (4  Timer). 

1. 
Der  er  givet  folgende  Tabel  över  Funktionen  f{x): 


100 


5 

18  862 

10 

13  888 

15 

S  114 

20 

1  578 

Angiv  med  2  rigtige  Decimaler  den  ViiTdi  af  ./•,  lor  livilken  f{x) 
10,000. 


En  Mand  har  5  Sonuer,  der  deltage  i  Krig,  2  som  Officerer  og 
3  som  menige.  Xaar  Sandsynligheden  er  Vio  for,  at  en  Officer  skal 
falde,  og  Vso  ^ov,  at  en  menig  skal  falde,  hvor  stor  er  da  Sandsynlig- 
heden for,  at  4  af  Sonnerne  kommer  levende  tilbage,  medens  den  ene 
falder  i  Krigen? 

3. 

De   to  Katcter  a  og  h  \  en  retvinklet  Trekant  er  maalt  hver  25 
Gange,  for  hver  enkelt  Katete  hver  Gäng  med  samme  Nojagtighed. 
Resultatet  har  va;ret: 

for  a's  Vedkommende  for  ^'s  Vedkommende 

29,2  cm.   1  Gäng 


16,0 

cm. 

1 

Gäng 

16,1 

» 

2 

Gange 

16,2 

» 

3 

» 

16,3 

» 

7 

» 

16,4 

» 

8 

» 

16,5 

» 

3 

» 

16,6 

» 

1 

Gäng 

29,3 

» 

1    » 

29,4 

» 

4  Gange 

29,5 

y 

9  y 

29,6 

» 

7   » 

29,7 

>^ 

2   » 

29,8 

» 

1  Gäng 

livilken    Liengdc    med   tilh(<rende  Middelfejl  maa  man  efter  disse 
Maalinger  tilla^gge  de  to  Kateter  samt  H0jden  paa  Hypotenusen? 


lientesregning  {4  Tlmer). 
1. 

Et  Laan  forrentcs  og  amortiseres  ved  en  aarlig  Ydelse  paa  5  ^. 
af  Laanets  oprindelige  Helob,  idet  der  i  de  fitrste  10  Aar  hercgne^ 
en   Kcntc  paa  3  V»  %  p.  a.  af  Rostgfeldcn  og  derefter  4  %  p.  a. 

Ilvorhncnge  varer  Amortisationcn  og  hvor  stor  bliver  den  sidstc 
Ydelse?  Til  livilken  Kurs  kan  Laanet  ydes,  naar  der  skal  opnaas  en 
Hente  paa  4  '/»  %  P-  ^'- 


101 

2. 

En  Sparekasse  modtager  Indskud  paa  f0lgende  Vilkaar: 
Af  hvert  Indskud  overf0res  stråks  ^/n  til  Sparekassens  Admini- 
strationsfond, medens  Resten  opf0res  paa  Indskyderens  Konto  og  for- 
rentes  med  3  V-'  °o  p-  a.  Hvor  stort  Bel0b  skal  der  indskydes  aarligt 
forud  i  20  Aar,  for  at  Kontoen  om  20  Aar  kan  udvise  et  Bel0b  af 
1  000  Kr.  V 

Hvis  Sparekassen  yder  Indskyderen  Andel  i  Udbytte,  der  udbe- 
tales  kontant  med  lige  store  Bel0b  lienholdsvis  5,  10,  15  og  20  Aar 
efter  f0rste  Indskuds  Betaling,  hvor  stor  maa  da  hver  af  disse  Ud- 
bytteandele  vaere,  for  at  Indskyderen  alt  i  alt  skal  have  opnaaet 
3  ^/i  %  af  sine  Penge  ? 


Et  3  ^1-2  %  Laan  ydes  til  pari,  idet  der  til  Forrentning  og 
Amortisation  betales  et  konstant  Bel0b  aarligt  i  20  Aar,  og  Udtreek- 
ning  sker  til  Kurs   105: 

rt)  Til  hvilken  opnaaet  Rente  svarer  det  naevnte  Laan? 

b)  Hvilken    Kurs    kan    der    gives   for  et  liguende  Ijaan  med  Ud- 

trtekning    til    pari,    for    at   den  opnaaede  Rente  skal  vaere 

som  under  a)? 


Matematik  I  {4  Timer). 

1. 

Find  den  mindste  Vaerdi,  som  Funktionen 


x'-y' 


{x  —  \){y-2) 


antager  i  den    ved    Ulighederne    «>1,  ?/ >  2    bestemte    Kvartplan  af 
X  r-Planen. 


2. 

Find  det  fuldstsendige  Integral  til  Differentialligningen 


^  +  2  y^  +  4 //  =  3  e^  +  2  sin^. 
dx^         ax 
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3. 

Fauktionen 

1/  =  x^         ( —  7/  <  r  <  ,f) 

udvikles  i  en    Sinusrcekke,     Augiv    derefter   Kiekkeus  Suni  for  eubver 
Vierdi  af  x  (i  eller  udenfor  Intervallet), 

Matematik  II  (4  Timer). 
1. 
Fiiul  Volunien  af  deu  Del  af  det  af  Pläden 
4  a-  +  12/  +  6  5'- =  25 
begraensede  Legeme,  der  ligger  indenfor  Cylinderfladen 

4x^  +  12^  =  1. 


En  Kurve  er  givet  i  pohere  Koordinater  (/•.  0)  ved  Ligningen 
r  .0  =  1  (O  <  6/  <  00 ).  Tegn  Kurven.  Find  deniKSt  La?ngden  af  det 
Kurvestykke  P(^,  der  begranises  af  de  to  til  lienboldsvis  ^^  =  1  cg 
0  =  5  svarende  Punkter  P  og  Q.  Find  sluttelig  de  pola?re  Koordi- 
nater til  det  til  Punktet  P  svarende  Krumningscentrum. 


Borgerlig  Bet  (4  Timer). 
At    fremstille   Reglerue  om  Ansvaret  for  en  afdod  Persons  Gteld. 

Vinteren  1919—20. 
Intcrpolationsregning  og  lagttagclseslaarc  (4  Timer). 


Et  Selskab  paa  n  Personer  tager  i  tilfa^ldig  Orden  Plads  ved  et 
rundt    Bord.     livad    er   Sandsynliglieden   for.  at  to  bestemte  Personer 
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kommer  til  at  sidde  ved  Siden  af  hinanden,  samtidig  med  at  to  andre 
bestemte  Personer  ikke  kommer  til  at  sidde  ved  Siden  af  hinanden? 
Hvor  stort  skal  Selskabet  vrere,  for  at  Opgaven  har  en  fra  Nul 
forskellig  L0sning?  Hvor  stort  skal  det  va^re,  for  at  den  sögte  Sand- 
syulighed  faar  den  störst  mulige  Vrerdi,  og  livad  er  denne? 


Idet  «x,er  en  Funktion  med  forsvindende  lille  4'  Differens,  ud- 
trykkes  Mj  |  ved  u^,  ^<^,  U2  og  u^. 

Anvend  den  fundne  Formel  til  at  beregne  /"(SS),  naar  frtlgende 
Brudstykke  af  en  Tabel  er  givet: 

X  fix) 

80  0,289  I  202 

83  0,72(50422 

8G  1,1625291 

89  1,5985578 

92  2,034  159  1 

livori  dog  en  Fejl  er  tilstede,  som  maa  rettes  inden  Benyttelsen. 


I  et    Livsforsikringsselskab    er    indtegnet    nedenstaaende    Forsik- 
ringer,  der  bliver  at  udbetale  senest  i  de  vedfojede  Äldre: 


jtalingsalder 

Antal  Forsii 

70 

31 

65 

433 

60 

1  370 

•     55 

1  064 

50 

728 

45 

129 

40 

45 

35 

12 

Idet  Udbetalingsaldrene  opfattes  som  Gentagelsesresultater,  bereg- 
nes  den  gennemsuitlige  Udbetalingsalder  og  dens  Middelfejl. 

Fremstil  lagttagelsesmaterialet  ved  den  typiske  Fejllov,  idet  Or- 
dinaten  i  Midtpunktet  af  et  Interval  antages  at  reprtesentere  Integralet 
över  dette  Interval,  og  udtal  Dem,  paa  Grundlag  af  en  Sammenliguing 
mellem  de  iagttagne  og  udjavnede  Ya^rdier,  om  Formlens  Egnethed 
til  at  gengive  dette  Materiale. 
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lientesregning  (i  Timer). 
1. 

Tre  Sumnier  paa  licnlioldsvis  20  000  Kr.,  40  000  Kr.  og  10  000 
Kr.  forfalder  til  Udbetaling  om  henholdsvis  21,  25  og  32  Aar, 
Hvilken  Pris  kan  en  Kttber  i  Objeblikket  betale  for  Retten  til  disse 
Udbetalinger,  naar  Renten  af  Pengeanbringelser  i  Alniindelighed  anta- 
ges  at  vfore  4  Vs  %  P-  ^  •  betalbar  halvaarlig.  men  han  förlänger  at 
blive  stillet  saaledes,  at  han  i  de  förste  1 5  Aar  erholder  '/*  %  halv- 
aarlig mere  af  sine  Penge? 


En  ikke  amortisabel  Obligation  for  5  000  Kr.,  der  forrentes  med 
5  %  p.  a.  betalbar  halvaarlig,  forfalder  til  Udbetaling  den  l'  Januar 
1930.  Obligationen,  som  var  udstedt  den  l'  Januar  1900.  solgtes  den 
l'  Juli  d.  A.  af  den  oprindelige  Ejev  til  den  nuva-rcnde  for  en  Pris 
af  4  350  Kr.  Hvilken  lielaarlig  Rentefod  har  den  oprindelige  Ejer 
liaft,  uaar  hans  Tab  ved  Salget  tages  med  i  Retragtning,  og  hvilken 
lielaarlig  Rentefod  erholder  den  ny  Ejer  ved  sin  Pengeanbringelse? 


En  Bank  udlaaner  et  Bel0b  af  100  000  Kr.,  der  skal  tilbagebe- 
tales  i  Lobet  af  20  Aar  ved  Ilja-lp  af  en  Annuitet,  saaledes  at  Laane- 
renten  er  5  Va  %,  medens  Opsatulingsrentcn  er  4%.  Umiddelbart  f«»r 
Erlneggelsen  af  den  12'  aarlige  Ydelse  onskcr  Laantageren  at  afgore 
hele  Laanet  paa  en  Gäng.  Ilvor  stor  er  Restga>lden,  og  hvilket  Rel()b 
vilde  De  tilraade  Banken  at  forlange  for  at  kvittere  Laanet? 


Matematik  1  {4  Timrr). 
1. 

Find    det     störste    Volumcn    af    en    föränderlig    Ellipsoide,    hvis 
Ilalvakser  a,  b,  c  skal  tilfredsstille  rn  Ligning  af  Formen 

aa  +  (ib  +  c=  3  k, 

hvor  ((,  ,i.  k  er  positive  Konstanter. 
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2. 

Man  skal  udvikle  Funktionen 

i  en  Potensrsekke.     For   livilke  Vserdier  af  x  er  Rsekken  konvergent? 

/ 1/5  _^  i  \ 
Fiud  ved  Hjfelp  af  Raekken  I  •  I med  3  Decimaler. 

Matematik  II  (4  Timer). 

1. 

Tegn  den  Kurve,  livis  Ligning  i  polsere  Koordinater  er 

r'-  .0  =  4. 

'j'C  4 

Find    Krumningsradius    til    Punktet  O  =  —  -,    r  =  '-p=  •    Find  dernsest 

det    Areal,    der  i  Iste    Kvadrant    begraenses    af   Linjerne:     O  =  —  og 

^^  =  -  '  samt  af  de  Buer,  der  afskreres  mellem  disse  Linjer  paa  Kur- 
vens l:ste  Vinding  (svarende  til  0<6'<^2  7r,  r  >  0)  og  paa  Kurvens 
3:dje  Vinding  (svarende  til  4  ^t  <  ö  <^  6  tt,  r  >  0). 

2. 
Find  Volumen  af  de  Dele,  hvori  Ellipsoiden 

x'^  +  y-'  -v  2  z'  =  5 

deles  af  eu  Omdrejningskegleflade  om  Z-Aksen,  hvis  halve  Toppunkts- 
vinkel er  60^^,  og  hvis  Toppunkt  ligger  i  Begyndelsespunktet. 

Borgerlig  Bet  (4  Timer). 

Hvilke  Regler  goelder  der  med  Hensyn  til  Foi'sinkelse  med  Ydcl- 
sen  fra  en  K0bers  eller  Sselgers  Side? 
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Sommeren  1920. 
Interpolatlon  og  lagttagcheslarc  (i  Timcr). 


Peter  ejer  5  0rc,  Sören  10  Ore.  De  spiller  Plåt  og  Krone  med 
en  Indsats  af  5  Ure  hver  og  agter  at  gentage  Spillet,  indtil  den  ene 
af  dem  har  mistet,  livad  han  har.     Find  Sandsynligheden  for: 

(a)  at  Sjiillet  varcr  hojst  tre  Omgange; 

(b)  at  det  aldrig  afsluttes; 

(c)  at  det  slutter  med,  at  Sören  vinder  i  Lobet  af  hojst  fire 
Omgange. 


Udled  Formlerne  for  Halvering  af  Intervaller  og  anvend  dem  til 
at  interpolere  f)>lgende  Tabel  til  ]\Iidten: 


X 

fix) 

82 

K)  5G7 

84 

29  507 

86 

42  077 

88 

54  296 

90 

GG  183 

92 

77  756 

94 

89  030 

96 

100  020 

under  Forudssetning  af,  at  femte  Diftcrens  tor  bortkastas. 

3. 

Nedskriv  Sandsynligheden  for  i  k  Forsftg  med  Sandsynligheden  ;> 
at  crholde  v  gunstige  Udfald. 

Idet  k  og  p  antages  konstante,  bestemmes  den  eller  de  Van-dier 
af  7',  for  hvilke  den  angivne  Sandsynlighed  erholder  sin  störste  Va?rdi. 

Beregn  de  fire  förste  Ilalvinvarianter  for  Fejlloven  for  r,  vis,  at 
tredje  og  fjerde  Ilalvinvariant  kan  antagc  baade  positive  og  negative 
Yferdier,  og  at  dissc  Ilalvinvarianter  for  i)<p<\  ikke  samtidig  kan 
forsvinde. 

lUntcsrcgnlng  (i  Timcr). 
1. 

Angiv  en  Formel  fil  IJeregniug  af  Va>riiien  af  en  /.»-aarig  efter- 
l)Ctalt  Annuitet,  naar  Kentefoden  de  förste  n  Aar  er  >.,  de  naeste  ;/ 
A  ar  /.,  o.  s.  v. 


1U7 

Ilvilket  aarligt  forudbetalt  Indskud  i  en  Sparekasse  udkrreves  for 
i  35  Aar  at  tilvejebringe  et  Bel0b  af  Kr.  10  000,  naar  Eentefodeii  i 
det  f0rste  Tiaar  er  4  4-°/o  P-  ^-  og  aftager  med  -^7»  hvert  Tiaar? 

2. 

Et  7^0  Laau  udtrcekkes  til  Kurs  105  med  -^^  aarlig,  sidste 
Gäng  dog  med  -jV-  Til  livilken  Kurs  kan  Laanet  övertages  af  et 
Pengeinstitut,  der  paaregner  6  %  Rente  af  sine  Pengeanbringelser? 


Vjierdien  af  5  000  Kr.  betalbar  ved  Udlpbet  af  hvert  femte  Aar  i 
de  f0rste  70  Aar  er  lig  Vterdieu  af  en  fjortenaarig  efterbetalt  Annuitet 
paa  2  000  Kr.     Hvilken  Rentefod  er  forudsat? 


Matematik  I  (4  Time)'). 
1. 
Bestem  de  9  Koefficienter  «rs  i  en  ortogonal  Substitution 

y  =  a^^x,  +  a,,2?/i  +  a.,r,Zi 

Z  =  Kjj  ,/j    +    «^3  ?/i    +    «33  Z,  , 

som  fdrer  den  kvadratiske  Form 

—  4  «2  —  7  ?/'^  +  2  5^2  +  4  ?/^  —  16  ^^  +  20  xij 
över  i  en  ny  kvadratisk  Form 

&,i  x;^  +  &2,  y,^  +  &33  zc  +  2  h.,;  y,z,  +  2  b,i  z,  x,  +2b,^  x,  y^ , 

hvori  de  3  Produktkoefficienter  ft^s?  ^sn  ^12  alle  er  0.  Angiv  end- 
videre  Kvadratkoefficienterne  ftn,  &22»  ^33  i  <^en  reducerede  Form. 

2. 
Find  det  fuldstsendige  Integral  til  Diflferentialligniugen 

{x  —  1y)dx  -\-  2xdy  =  0. 

Bestem  dernnest  den  partikul?ere  Integralkurve,  der  gaar  gennem 
Punktet  (ic,  y)  =  (0, 1 ),  samt  skitser  paa  en  Figur,  livorledes  den  parti- 
kulsere  Integralkurve,  der  gaar  gennem  Punktet  (.r,?/)  =  (l,o),  forlober 
i  Halvplanen  til  bojre  for  Ordinataksen. 
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Matematik  II  (i  Timer). 

1. 

Vis,  at  Fladen 

z  =  21/*  +  \1  x-  +  1 1  //-  —  1 4  xy  -f  2 

ligger  helt  över  Fladen 

z^  2,/-  +  2  y-  — 2x11  —  12. 

Find  endvidere  Volumen  af  det  Oniraade,  der  er  begraenset  af  de 
to  Fläder  og  den  rette  cirkulrerc  Cylinderflade,  hvis  Radius  er  1,  og 
livis  Akse  er  den  Linje  parallel  med  Z-Aksen,  bvorpaa  der  mellem 
Fladerne  afska?res  det  korteste  Stykke. 

2. 
Find  Arealet  af  den  Del  af  Ellipsoiden 

-  +  z/^  +  .^  =  i. 

der  ligger  indenfor  Cylinderfladen 


Borgerlig  Bet  {4  Timer). 
At  udvikle  Hovedreglerne  om  Servituter. 


Literatur. 

H.  E.  Timerding:    Die   Analyse  des  Zu falls.     Braunscliweig  (Vieweg) 
1915.     (Die  Wissenschaft.     Bd.  56.)     VIII  +  168  sidor. 

Wenii  man  eine  sehr  grosse  Anzalil  von  Messungen  einer  physi- 
kalisclien  Grösse,  sägen  wir  einer  Länge,  macht,  wenn  man  ferner  das 
Mittel  von  allen  erlialtenen  Resultaten  biidet  und  die  Verteilung  der 
Abweicliungen  vom  Mittel  nälier  untersucbt,  so  erhält  man  bekanutlicb 
mit  guter  Annäberung  die  scliöne  GAuss'sclie  Glockenkurve.  Das  erste 
Mal,  wenn  man  diese  Kurve  aus  der  Fiille  der  Ziffern  sozusagen  ber- 
vorwacbsen  siebt,  und  wirklicb  erkenut,  dass  die  Gleicbbeit  der  em- 
piriscben  Figur  und  der  exakt  matbematiscben  nicbt  eine  nur  ober- 
fläcblicbe  ist,  känn  man  sicb  wobl  kaum  entbalten,  die  seltsame  Gesetz- 
mässigkeit  der  Natur  zu  bewundern.  Man  wundert  sicb  nocb  mebr, 
wenn  man  nacbber  zum  Beispiel  eine  Untersucbung  iiber  die  liänge 
verscbiedener  Männer  eines  gewissen  Alters  studiert,  und  dieselbe  Kurve 
wiederkebrt.  Aber  eben  solcbe  gesetzmässige  Abweicbungen  sind  es, 
die  man  »rein  zufällige»  Febler  nennt.  Der  Begriff  des  Zufalls  ist 
also,  so  gefasst,  mit  einer  bestimmten  Gesetzmässigkeit  verkniipft,  was 
ein  Widersprucb  zu  sein  scbeint.  Man  fragt  sicb,  ob  man  unter  Zufall 
ganz  logiscb  etwas  zu  versteben  bat,  und  was  denn?  Und  man  wtinscbt 
die  Erscheinuugen,  welcbe  man  zufällige  nennt,  uäber  zu  studieren,  und 
dem  Werden  der  damit  zusammenbängenden  Gesetzmässigkeiten  nacli- 
zugebeu. 

Der  Verfasser  der  Arbeit,  die  icb  bier  anzukiindigen  beabsicbtige, 
bat  zunäcbst  eine  meines  Eracbtens  selir  wertvolle  Zusammenstellung  der 
Ansicbten  verscbiedener  Denker  —  Stuart  Mill,  Schopenhauer,  Spinoza, 
Kant,  d'ALEMi5ERT,  I^aplace,  Gauss,  Wundt,  Sigwart,  Windelband  u.  a. 
—  iiber  das  Wesen  des  Zufalls  gemacbt  und  ibre  Meinungen  kritiscb 
beleucbtet.  Zu  einer  Deiinition  in  matbematiscbem  Sinne  kommt  es  aber 
nicbt.  Der  Verfasser  bleibt  bei  der  subjektiven  Erklärung  steben, 
dass  man  von  Zufälligkeit  reden  soU,  »wenn  alle  erfabrungsmässig  fest- 
stebenden  Umstände,  die  bei  einem  Ereignis  in  Betracbt  kommen, 
dieses  Ereignis  nocb  nicbt  bestimmen,  vielmebr  es,  wenn  alle  diese 
Umstände  erfiillt  sind,  eintreten,  aber  aucb  ausbleiben  känn».  Viel- 
leicbt  könnte  man  sicb  docb  eine  scliematiscbe  Definition  eines  zufäl- 
ligen  Gescbebens  denkeu.  Können  bei  einem  Versucb  nur  zwei  gleicb 
möglicbe  Ereignisse,  O  und  1,  eintreffen,  so  känn  das  Gescbeben  als 
eine  Reihe  von  der  Form 

ooioiiiooioooiioioiuioiooioaiioiii . . . 
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aufgefasst  werdoii.  Weim  wir  dicscs  Gesclielieu  untersuchen  wollen. 
koustatieieii  wir  zuerst,  dass  O  und  1  un  grossen  gleich  oft  wieder- 
keliron.  Man  kOiinte  sich  daiin  dcukeu,  dass  die  Zufälligkeit  dadurch 
detiniert  wurde,  dass  jede  Kombination  zu  n  Elementen,  \\o  n  beliebig 
ist,  im  grossen  gleich  oft  wiederkeliren  muss.  (Die  Einscliränkung, 
dass  Iner  die  Wahrsclieinliclikeiten  gleich  ein  halb  werdeu,  lässt  sich 
ja  Icicht  beseitigeu.)  Mnn  iiätte  dann  znm  JJeispicl  die  Erfahrungs- 
tatsache  auszusprecheu :  das  Spielcn  mit  einer  so  genau  wie  möglidi 
symmetrisciien  ^liinzc  vcriauft  annähernd  wie  ein  elementarcs  Zufällig- 
keitsschema.  Von  dem  elementaren  Schema  hiitte  man  daun  das  all- 
gemeine  aufzubauen,  ganz  analog  wie  man  aus  einem  P^mktionselement 
die  WEiEusTKAs.s'sciie  Idec  der  analytischen  Funktion  aufbaut.  —  Dieses 
nur  im  Yorbeigehen. 

Die  Diskussionen  liber  das  Weseu  des  Zufalls  sind  oft  iu  Form 
eines  endlosen  Kampfes  gefiihrt  worden  zwischen  der  Ansicht,  dass  die 
ganze  Natur  durch  eherne  mat  hemåt  ische  Gesetze  regiert  wird,  einer- 
seits,  und  andererseits  derjcnigen,  welche  fiir  gewisse  Ereignisse  (die 
zufälligen)  eine  Art  anthropomorphen  freien  Willens  aunehmeu  wollen. 
Erst  in  der  neuesten  Zeit  briclit  sich  eine  neue  Auffassung  Bahn.  Wir 
beginnen  einzuselien,  dass  die  Vorstellung  einer  mathematisch  be- 
stimmten  Welt,  sägen  wir  »das  mathcmatische  Schema»,  einem  allge- 
moineron  Schema  weichen  muss.  Wir  haben  nie  ein  physikalisches 
Gesetz  beobachtet,  das  genau  mathematisch  wäre.  ebenso  wenig  wie 
wir  eine  absolute  Gerade  physisch  l)eobachten  kttnnen.  Das  primäre 
ist  vielmehr  IJeobachtungen,  die  um  Mittclwerte  schwanken  und  welche 
irgendwie  durch  ein  »statistisches  Schema»  gcdeutet  werden  miisseu. 
Wenn  wir  zum  Beispiel  statt  einer  Korrelations-  (öder  Summen-) 
Funktion  zweier  Vcränderlichen  einen  matliematischen  Funktionszu- 
sammenhang  dieser  Variablcn  einfiihren,  so  ist  dies  eine  Vereinfachung 
des  beobachteton  Xaturgeschehens,  die  Einfidirung  eines  neuen  Schemas, 
das  uns  ein  cinfacheros  Bild  des  Geschehens  geben  soll.  Die  mathe- 
matisch gebundene  Kausalität  känn  eben  daruin  mit  der  Beobachtuug 
»zufiilliger»  Ereignisse  nicht  im  Widerspruch  sein,  weil  ihre  einzige 
Existenz  in  unserem  Geliirn  ist.  Wir  haben  mit  anderen  Worten  kein 
Recht,  eine  streng  mathematische  Kausalität  cinzufiihren,  da  wir  in 
der  Natur  nur  augenäherte  Gesetze  beobachtcn  können.  Diese  Auf- 
fassung ist  nieiuer  Mcinung  nach  der  einzige  Weg,  um  den  AVider- 
sjjruch  zwischen  Kausalität  und  Zufälligkeit  zu  vermeiden.  Der  Ver- 
fasser  der  vorliegenden  Arbeit  scheint  sich  gewissermassen  dieser  Auf- 
fassung zu  nähern.  Weiiigstens  heisst  es  Seite  83  bei  der  Besjirechung 
der  physikalischen  Beobachtungen,  wo  man  allgemein  an  die  Existenz 
eines  »wahren  Wertes»  hinter  den  Beobachtungswerten  glaubt:  »Was 
der  walire  Wert  unabhängig  von  den  gemachten  Beobachtungen  be- 
deutct,  bleibt  allerdings  zu  bcantworten.  Die  Gewissheit  sciner  Exi- 
stenz schtipft  man  erstlich  aus  der  Uberzcugung  von  der  Unverändcr- 
lichkeit  des  Gegcnstandes,  auf  den  sich  die  Beobachtungen  bezichen, 
wenigstens  wiihrend  der  Dauer  dieser  Beobachtungen.  Sodann  liejzt 
aber  aurh  ein  iilicr  dii'  lilossc  Erfahiuiig  liinausgeliende  Urteil  zugrunde. 
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das  uns  die  vou  unsereu  Beobaclitungen,  d.  li.  von  unseren  Walir- 
nehmuugen  unabhängige  Existenz  der  Naturobjekte  behaupten  lässt. 
Wir  gelangen  hiermit  jedocli  auf  das  unwegsamste  Gebiet  der  ganzen 
Naturphilosophie.  Die  Frage,  um  die  es  sich  handelt,  lässt  sich  mit 
kurzen  Worten  gar  nicbt  abmachen,  weil  sie  wesentlich  davon  abhängt, 
was  man  unter  Existenz  versteht.  Darin  sind  die  Auffassungen  sehr 
verschieden.»  Der  Verfasser  sclilägt  dann  vor,  den  »wabren  Wert» 
als  Grenzwert  des  aritbmetischeu  Mittels  bei  immer  steigender  Beob- 
aclitungszahl  anzunebmen.  Streng  genommen,  känn  man  ja  ebenso 
gut  auf  eineu  wahren  Wert  verzichten.  Die  Verteilungsfunktion  ist  da, 
und  wenn  man  fiir  die  praktische  Arbeit  einen  »wahren  Wert»  irgendwie 
definiert,  so  bleibt  das  eine  Annalime  unseres  Geistes,  nur  der  Ein- 
fachheit  wegen  eingcfuhrt.  Durch  diese  Aunahme  können  wir  selbst- 
verständlich  keinen  Widerspruch  in  die  Natur,  das  heisst  in  die  Beob- 
aclitungen, hineinzaubern. 

Der  Verfasser  unterscheidet  die  statistisclie  Theorie  des  Zufalls 
und  die  geuetische.  Diese  suclit  in  die  innere  Natur  der  zufälligen 
Ereignisse  einzudringen  (man  denke  an  die  Möglichkeit,  biologische 
Verteilungen  durch  erblichkeitstheoretische  Erwägungen  zu  deuten), 
währeud  jene  das  Wahrscheinlichkeitsschema  nur  als  Vergleich  benutzt, 
um  die  in  der  Natur  vorkommenden  Verteilungsfunktionen  zu  studieren. 
Es  muss  aber  hervorgelioben  werden,  dass  ja  auch  die  sogenannte 
statistische  Theorie  dahin  zielt,  in  die  Natur  der  Erscheinungen  einzu- 
dringen. Der  Unterschied  ist  wohl  nur  der,  dass  diejenigen,  welche 
die  statistische  Methode  anwenden,  die  Hoffnung  hegen,  dass  man  durch 
allgemeine  Uberlegungen  wird  beweisen  können  (öder  gar  schon  hin- 
reichend  plausibel  gemacht  habe),  dass  das  Vorhandensein  einer  ge- 
wissen  Art  von  Verteilung  auf  die  irgendwie  zufällige  Natur  der  be- 
treffeuden  Erscheinungen  schliessen  lässt.  Der  Verfasser  hat  aber  klar 
eingeseheu,  wie  viel  Aufklärung  und  Vertiefung  in  diesen  Fragen  noch 
nötig  ist.  Man  vergleichc  zum  Beispiel  die  AVarnungen  vor  Uber- 
schätzuug  der  Kriterieu  der  normalen,  iibernormalen  und  unternormalen 
Dispersion  (S.  139).  Dass  zufällige  Ereignisse  empirisch  ganz  will- 
kiirliche  Verteilungsfunktionen  generieren  können,  zeigt  der  Verfasser 
auch  durch  Aufstellen  einer  allgemeinen  Formel,  welche  eine  endliche 
Summe  GAuss'scher  Funktionen  enthält  (S.  132).  Er  erhält  dabei 
einen  Anschluss  an  die  Entwicklungen  von  Bruns,  auf  die  jedoch  nicht 
weiter  eingegangen  wird.  In  diesem  Zusammenhang  behauptet  der 
Verfasser,  von  einer  an  sich  sehr  interessanten  mathematischen  Kritik 
ausgehend,  dass  die  bekannte  pEAKS0N'sche  Entwicklung  ziemlich  will- 
kiirlicher  Verteilungsfunktionen  aus  einem  bestimmten  Wahrscheinlich- 
keitsschema nur  heuristisch  aufzufassen  sei,  eine  Bemerkuug,  der  ich 
aber  nicht  ganz  zustimmen  möchte.  Ich  finde  es  nämlich  nicht  ausge- 
schlossen,  dass  man  bei  der  endlichen,  diskontinuierlichen  (mehr  öder 
Aveniger  asymmetrischen)  Verteilung  stehen  bleibt  und  dabei  die  Kon- 
tinuität  der  erhaltenen  Kurve  als  eine  Folge  der  ungenauen  Beob- 
achtung  öder  des  ungenauen  Zustandekommens  der  Verteilung  ansieht. 
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Die  inatliematischeu  Ausftibrungen  des  Verfassers  sind  klar  und 
logisch  aufgebaut.  Aus  der  grosscu  Fulle  von  Fonnelu  und  Abloitungen 
sucbt  der  Verfasser  uur  das  aus,  was  in  den  Kabnieu  seiner  Aus- 
fiibrungen  passt,  und  ergänzt  es  oft  durcb  eigene  Arbeit.  Icb  niöchte 
zum  Beispiel  auf  die  Einföbruug  eiues  Scbwankungsmasses  (S.  71)liin- 
weisen,  worauf  dann  gauz  klar  die  inittlere  Abweicbung,  der  mittlere 
Febler  des  Mittels  und  allmäblicb  das  interessante  ABBEscbe  Kriterium 
beranwacbsen. 

Der  Wert  des  Bucbes  liegt  meincr  Meinung  nacb  vor  alleni  in" 
der  grossen  Sorgfalt,  mit  der  das  Material  ausgewilblt,  und  der  scliarfen 
Kritik,  mit  der  es  geboteu  wird.  Der  A'erl'asser  ist  sicli  immer  be- 
wusst,  dass  diese  Wissenschaft  sicb  auf  den  Grenzgebieten  des  "NVissens 
uber  die  Natur  bewegt.  Er  bat  mit  anderen  Worten  die  Scbwierigkeit 
und  aucb  die  Bedeutung  der  Fragen  erfasst,  was  man  leider  nicbt  von 
allén  Scliriftstellern  auf  diesem  Gebiet  bebaupten  känn.  Was  die 
matbematiscbe  Statistik  vor  allom  braucbt,  sclieint  mir  eben  kritiscbe 
Geister  zu  seiu,  die  nicbt  nur  reclinen,  sondern  aucb  denken  können. 
Zwar  gilt  es  dann  aucb,  dass  die  Kesultate  nicbt  so  leicbtfertig  ein- 
gebolt  werden,  aber  statt  dessen  werden  die  spärlicben  Ergebnisse  fiir 
eio  tieferes  Versteben  des  Naturgescbebens  umso  wertvoller  sein.  Man 
darf  bebaupten,  sagt  der  Verfasser,  »dass  sicb  kaum  irgendwo  eine 
Gelegenbeit  tiudet,  in  das  Wesen  der  Dinge  durcb  exakte  Metboden 
so  tief  einzudringen  wie  bier.  Es  fragt  sicb  nur.  mit  welcber  Stufc 
der  Erkenntnis  man  sicb  zufrieden  geben  \vill.  Je  kritiscber  ein  Menscb 
gestimmt  ist,  um  so  bcscbeidener  und  zuruckbaltcndcr  wird  er  sein. 
wenu  er  sicb  das  Eindringen  in  die  Ordnung  der  Natur  zur  Aufgabe 
macbt.» 

So  muss  man  denn  von  der  Arbeit  des  Verfassers  sägen,  —  aucb 
mit  Gefabr,  den  Käuferkreis  des  Bucbleins  eiuzuschränken,  —  dass 
es  nur  fiir  diejenigen  gescbrieben  ist,  denen  an  der  voraussetzuugslosen 
Erforscbung  der  Wabrbeit  gclogcn  ist. 

K.  -  G .  I  la  g  st  rö  m . 
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Ein  Weg  zur  Analyse  der  Invaliditäts- 
anwartschaften. 

Von  A.   (lörig-, 

(Vortrag,  gehalten  in  der  »Svenska  Aktuarieföreningen»  in  Stockhom 
am  4.  November  1920). 

Ausgehend  von  der  Fiktion,  es  sei  formell  eine  vollstän- 
dige  Trenniing  des  Invalidisierungs-  und  Sterbeprozesses  mög- 
lich,  känn  man  weitgehende  Analogien  zwischen  allén  Arten 
von  Versicherungen  auf  den  Invaliditätsfall  einerseits  und 
entsprechend  bestimmten  Uberlebensanspriichen  andererseits 
feststellen  und  dadurch  zu  einer  einheitlichen  und  iibersicht- 
lichen  Darstellung  der  Invaliditätswerte  gelangen. 


Au8  der  evidenten  Gleichheit 

(O—  X  CO —  X 

Ix  ==    ^"  dx  +  v  +     ^■^  Ix  +  v 

o  o 

folgt    unter    der     Annahme    der    Differenzierbarkeit    beider 
Summanden  die  fundamentale  Differentialgleichung 

dia;  d/^  dx+v         ^^  •  x+v 


Ixdx  l%dx  Ixdx 

welche  durch  die  drei  Definitionen 


d2d%„      ^        —d^Tx^v 


r^M'  JC  tx^X 


an               "■  ''X 
11 X    = 

8  —  2o:io3.     Skanninavish  Akluarietidskrift.    1920. 


11 1 
die  Gestalt  der  »KARurschen  Differentialgleichung» 


annimmt  und  den  folgenden  Uberlegungen  zu  Crunde  liegt; 
sie  besagt,  dass  die  » Ausscheidekraft  der  Aktiven>>  darstell- 
bar  ist  als  Summe  zweier  Komponenten,  der  »Reinen  Sterbe- 
kraft  der  Akti  ven»  iind  »Reinen  Invalidisierungskraft». 

Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  lässt  sich  die  konstante 
Anwartscbaft  auf  gleichbleibende  Invaliditätsrente  anffassen 
als  »Oberlebensrente  (im  weiteren  Sinne)  des  Aktiven  an  den 
Invaliden»,  wobei  der  Eintritt  der  Invalidität  das  die  Fällig- 
keit  auslösende  Ereignis  ist  und  Identität  zwiscben  »be- 
giinstigter»  und  nicht  begiinstigter  Person»  besteht:  Identi- 
tät in  der  Weise,  dass  dasselbe  aktive  Individuum  beide 
Parteien  in  sich  vereinigt,  sodass  mit  dem  Invalidisierungs- 
falle  also  ein  »fberlebensfall  im  weiteren  Sinne»  gegeben  ist. 

Der  Barwert  der  Anwartscbaft  auf  Invalidenrente  er- 
scbeint  dann  in  der  Form 


o 
öder,  ausfijhrlicher  gescbrieben, 


Ctx    = 

6 


dt 


dl. 


j  II 

wobei  »x  =  ^  als  »Sterbekraft  der  Invaliden»  definiert  ist. 

Die    variable    Anwartscbaft    auf    konstant  bleibende  In- 
validenrente   —    deren    Höbe    also    vom  Anfallszeitpunkte 
Invaliditätseintritte  abbängt  —  ergibt  sich  als: 
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Hierbei  sind  «  und  fi  vereinbarte  Konstante,  wenn  die  Höhe 
der  Invalidenrente  eine  lineare  Funktion  der  Aktivitäts- 
dauer  des  Versicherten  ist. 

Die  Analogie  zwischen  den  Versicherungswerten 

t 

{va)x\y  I  («  +  lU)ux+te.  '^  ayArtdt 

o 
und 

t 

{vafx=^  I  («  +  i'n))'j,+te  ^  al^tdt 

o 

ist  vollkommen. 

Besonders  vorteilhaft  erseheint  die  Auffassung  des  In- 
validitätsfalles  als  »einseitigen  Uberlebensfalles  einer  Ver- 
bindung  zu  zweien»,  wenn  man  die  verscbiedenen  Arten  nuf- 
geschobener  und  iemjyorärer  Invalidenrenten  studiert. 

Es  seien  zunäcbst  folgende  Gesichtspunkte  fiir  eine 
Gruppierung  der  Aufsclmbmöglichkeiten  vereinbart. 

Gruppe  I.  Nur  der  Anspruch  auf  Invalidenrente  ist 
während  eines  bestimmten  Zeitraumes  aufgeschoben  in  dem 
Sinne,  dass  iiberhaupt  keine  Rente  fällig  wird,  wenn  die 
Invalidisierung  innerbalb  der  Aufschubzeit  eintritt;  nach  de- 
ren  Ablauf  aber  erfolgt  die  Auszablung  an  den  Tnvalidwer- 
denden  unmittelbar  und  lebenslänglicb .' 

Gruppe  II.  Nur  die  Auszahlung  der  Invalidenrenten  ist 
während  einer  festgesetzten  Frist  aufgeschoben,  nach  Ablauf 
derselben  aber  erfolgt  die  Rentenzahlung  an  alle  Invaliden 
lebenslängl.\  also  auch  an  jene,  welche  innerbalb  der  Auf- 
schubzeit invalid  geworden  sind. 

Unter  Beniitzung  der  eingangs  definierten  Intensitäten 
erhält  man  fiir  diese  beiden  Gruppen  der  aufgeschobenen 
Invalidenrenten  in  kontinuierlicher  Schreibweise  zwei  ty- 
pische  formale  Ausdriicke. 


'■  Hier  und  in  den  folgenden  Bctrachtungen  ist  der  Fall  Reaktivierung 
ausgeschaltet,  um  die  Darstellung  zu  vereinfachen. 
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Typus  I. 


fl  o"'  =      rj-+i  e  "  ttr+idt  = 


=     I    ''.r  +  /f     "  (l'.r  +  tdt; 


stellt  man  dem  gegeniiber  die  Oberlebensversicherung 

•      r  ~j\".r+l  +  l'y^t  +  '\'it 

n<Jx  y=    I    Its^te    "  Oy  +  idt, 


SO  fjndet  man  vollständige  Obereinstimmung  des  formellen 
Ausdruckes  von  „  a°'  mit  dem  Analogon:  Letzteres  wurde 
unter  der  Bezeichnung  „  a,,-  y  von  Jörgensen  als  Typus  I 
der  aufgeschobenen  Cberlebensrente  definiert  [Jörgensen, 
»Grundziige  einer  Theorie  der  Lebensversicherung>>,  Kopen- 
hagen  1913]. 
Typus  II. 

Ö 

Wiederum  hcsitzt 

t 

w«r*=  I  >'x+te  "^  ,,-ia'j.^tdt 

o 

ein  genau  entsprechendes  Gegenstiick  in 
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dem    JÖRGENSEN'schen    Typus    II    der  aufgeschobenen  Ober- 
lebensrenten  [a.  a.  O.  in  §  68]. 

Die  Anwartscbaft  auf  eine  nach  Art  II  aufgeschobene 
Invalidenrente,  deren  Höhe  vom  Zeitpimkte  des  Invabdwer- 
dens  abhängt  (der  hier  nicht  identisch  ist  dem  Anfallszeit- 
punkte  der  Rente),  lautet  dann 


Typus  III.  Es  ist  nocb  eine  dritte  Auffassung  des  Auf- 
schubes  von  Uberlebens-  nnd  Invalidenrenten  denkbar,  die 
allerdings  praktiscb  wohl  nicht  direkt  in  Betracbt  kommt, 
doch  späterhin  gute  theoretische  Dienste  leisten  wird. 

JÖRGENSEN  definiert  an  der  erwähnten  Stelle  seiner 
»Theorie  der  Lebensversicherung»  als  ^n\cLx\y  jene  Uberlebens- 
rente,  »welche  zu  laufen  anfängt,  wenn  n  Jahre  nach  dem 
Tode  des  (a;)  verflossen  sind» 

t 

n\Cl'x\y~    I  /'x+^e    '^  nCty  +  tdt. 


Gleiche  Struktur  besitzt  die  folgende  Invaliditätsanwartschaft: 

t 

f'x+t&    ^  ndx+tClt, 


das  ist  eine  »Versicherung  auf  den  Inval. -fall,  bei  welcher 
die  Rentenauszahlungen  erst  n  Jahre  nach  Eintritt  der  In- 
validitcät  beginnen». 

Man  känn  die  behandelten  drei  Grundtypen  des  Auf- 
schubes  von  Invalidenrenten  in  eine  sehr  anschauliche  Form 
bringen,  indem  man  sich  folgender  graphischer  Darstellung 
bedient. 

Es  sei  ein  Halbstrahl  als  Repräsentant  des  Zeitverlaufes 
gegeben.     Sein    Anfangspunkt  O  sei  der  Moment  der  Gegen- 
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wart,  jeder  zukiinftige  Zeit punkt  P  sei  durcli  seine  Abszisse 
OP  bestimmt ;  so  seien  insbesondere  der  Eintritt  der  Invali- 
dität  (/)  und  des  Todes  des  Versicherten  (T)  niarkiert. 

ON  sei  dic  Aufschubzcit  von  n  Jaliren. 

Jene  Strecke  auf  OX,  welche  dem  Zeitraume  der  Ren- 
tenzahlung  an  den  Invaliden  entspricht.  sei  mit  Masse  be- 
legt  gedaclit.  (Etwa  wie  man  in  der  mathemathischen  Sta- 
tistik die  Individuallinien  vom  Geburtspunkte  bis  ziim  Tode 
sich  mit  Masse  belegt  denkt.)  Diese  Strecke  yö  sei  in  der 
Figur  durch  Verstärkung  des  Halbstrahles  kenntlich  gemacht. 

Man  erhält  unter  der  Annabme  der  vorstebenden  Kon- 
struktionsbedingungen  folgenden  iibersicbtlichen  bildlieben 
Ausdruck  fiir  die  drei  verscliiedenen  Auf  fassungen  aufgescbo- 
bener  Invalidenrenten,  indem  man  dabei  in  jedem  der  drei 
Fälle  beacbtet,  dass  der  Eintritt  der  Invaiidität  ror  öder 
nach    Ahlauj    der    Aufschubzeit    erfolgen  känn,  dass  also  der 


Aufgeschobene  {"^erléiTns-^^^^^^'     GrapJiische  Dar stellung  der  drei 
typischen  Auj jassungsmöglichkeiten . 


Typ 


I    ' 

US    I.  , 


( 

7 

^ 

/ 

c 

1 

f\ 

7 

't 

1 

T 

Typus  II. 


O  7  /V 

I X 1— 


7" 


^ 


Typus  III, 


• 1   * 


/ 


Figuren    »A». 
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Punkt  /  auf  der  Zeitlinie  innerhalb  öder  ausserhalb  der 
Strecke  ON  gelegen  sein  känn. 

In  den  folgenden  Figuren  und  auch  später  sind  diese 
beiden  »Unter-Fälle»  durch  die  Indizes  der  Untergnippen 
(/J  und  (/,)  auseinandergehalten.  Um  deren  Vergleich  zu 
erleichtern,  sind  sie  vollständig  getrennt  gezeichnet  und  senk- 
recht  iiber  einander  angeordnet,  sodass  man  jeden  Typus 
des    Aufschubes  durch  eine  Doppelfigur  cbarakterisiert  sieht. 

Es  entspricht  der  weitreichenden  Analogie  zvvischen  den 
Invaliditätsanspriichen  und  Versicherungswerten  auf  den 
tJberlebensfall,  dass  das  vorstehende  geometrische  Schema 
ohne  wesentliche  Abänderung  zur  Darstellung  der  verschie- 
denen  Auffassungen  von  tjberlebensrenten  geeignet  ist. 

Man  erhält  die  drei  Grundtypen  einer  einseitigen,  auf- 
geschobenen  Uberlebensrente,  etwa  der  Witwenpension  n^xy, 
indem  man  unter  dem  Zeitpunkte  T  den  Tod  der  Frau  T{y) 
versteht  und  den  Pkt.  /i  bezw.  I^  als  durch  den  Todespunkt 
T{x)  des  Mannes  bestimmt  auffasst. 

Auch  die  verschiedenen  Möglichkeiten  des  Aufschubes 
einer  gegenseitigen  Uberlebensrente  sind  durch  die  Figuren 
A  I,  II,  III  cbarakterisiert:  Es  geniigt  dazu,  wie  man  sich 
leicht  iåberzeugt, 

I=Ta)  und  T-T^2) 

zu  setzen,  wobei  die  Indizes  die  zeitliche  Reihenfolge  der 
Todesfälle  des  Paares  angeben. 

Ein  Vergleich  der  Figuren  A  I,  II,  III  gibt  Anlass  zu 
folgender  Bemerkung. 

Lässt  man  gleichzeitig  Ii-^N'^!^  eintreten  und  verfolgt 
dabei,  wie  sich  der  Unterschied  in  der  Rentenauszahlung 
ändert,  welche  fiir  die  beiden  Untergruppen  desselben  Typus 
erfolgt,  so  erkennt  man  unmittelbar,  dass 

im  Falle  II  ein  stetiger  tJbergang  erfolgt, 

im  Falle  III  iiberhaupt  keine  principielle  Verschiedenheit 
der  Zahlungsmodi  fiir  die  Untergruppen  (/j)  und  (/j)  besteht. 
Hingegen  weist  dieser  Unterschied  fiir  den  Typus  I  des  Auf- 
schubes an  der  Stelle  N  eine  »Unstetigkeit  erster  Art»  auf. 
Der  Invaliditätseintritt  im  Zeitpunkte  n^O  löst  die  Fällig- 
keit    der    Invalidenrente    nicht  aus,  die  Invalidisierung  /{„+o) 
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dagegen  fiihrt  zu  sofortigem  Fliissigvverden  einer  k-bensläng- 
lichen  Rento.  Selbst,  wenn  man  fiir  den  praktisch  natiirlich 
ganz  unwalirscheinlichen  Fall,  dass  der  Invaliditätseintritt 
exakt  mit  dera  Zeitpunkte  ?i  koinzidiert,  eine  besondere  Be- 
stimmung  getroffen  hat  [man  känn  /(„>  als  /,  oder  /,  be- 
tracliten],  bleibt  docli  die  gleiche  Schwierigkeit,  einen  der- 
artigen  Grenzfall  korrekt  zii  entscheiden. 

Zu  ganz  analogen  Ergebnissen  gelnngt  man  bei  der  Be- 
trachtung  der  verschiedenen  Auffassungsmöglichkeiten  tempo - 
rärer  In  validen renten;  auch  hier  erweist  es  sich  als  ausser- 
ordentlicb  vorteilliaft,  beim  Studium  der  Grundtypen  den 
Invalidisierunc^sfall  als  »t)  ber  le  bensfall  im  weiteren  Sinne» 
anzusehen. 

Fiir  die  Gruppierung  der  temporären  Invalidenrenten 
selen  die  folgenden  Bestimmungen  vereinbart. 

Gruppe  T.  Nur  der  yeTsicherungsaiisprnch  ist  temporär, 
erlischt  nach  Ablauf  einer  festgeset^ten  Frist;  die  innerhalb 
derselben  fällig  werdenden  Invalidenrenten  aber  sind  lebens- 
länglich. 

Gruppe  II.  Die  Auszahlung  der  Rente  ist  temporär,  in- 
dem  sic  in  einem  fixen,  vom  Invalidisierungsfalle  unabliängi- 
gen  Endtermine  aufhört. 

Gruppe  III.  Die  Rentenzahlung  ist  temporär  in  dem 
Sinne,  dass  sie  ii  Jahre  nach  dem  Eintritte  der  Invalidität 
aufhört. 

Auch  fiir  die  hiermit  charakterisierten  Typen  der  tempo- 
rären Invalidenrenten  bietet  die  angedeutete  symbolische 
Darstellung  den  Vorteil  grosser  Obersichtliohkeit;  als  Aus- 
driick  der  drei  Auffassungsmöglichkeiten  ergibt  sich  unter 
Beibehaltung  aller  friilier  getroffenen  Konstruktionsannah- 
men  die  folgende  Darstellung  (Siehe  S.  9). 

Der  Vergleich  von  B  I,  II,  III  ergibt  sofort  das  Resul- 
tat, dass  ein  Unterschied  in  den  Zahlungsmodalitäten  zusam- 
mengehöriger  Untergruppen  (/,):(/2) 

bei  Tvpus  III  prinzipiell  nicht  besteht  —  die  Zahlungs- 
dauer  der  Rente  ist  hier  (höchstens)  ??  Jahre  (wenn  der  In- 
valide so  länge  lebt)  und  dahcr  vom  Zeitpunkte  der  Inval  i - 
disierung  unal)hängig  — , 

bei  Typus  II  einen  kontinuierliciien  Ubergang  zulässt; 
wenn    man     nämlich    /,--xY  — /.    erfolgen    lässt,    nimrat    die 
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Graphische  Darstellnng  der  drei  Typen  temporärer 

In 

o  7,  -v 


Invaliden-    n       , 

meriebens  -tienten. 
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/V 
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/v  7^  T 
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N  T 


III. 


n> 


o  NI 


I     *■ 1 — I  I % 

^  /3 

Figurenbezeichung   »B»,  gegeniiber   »A»  bei  Aafschiib. 

Zahlungsdauer  in  der  Untergruppe  (/J  kontinuierlich  vom 
Werte  f(0)  =  '^i  bis  zum  Werle  t(n)  =  O  ab  und  erreicht  damit 
stetig  den  Zahlungsmodus,  der  innerbalb  der  garzen  Unter- 
gruppe (/j)  darin  besteht,  dass  iiberhaupt  keine  Rentenaus- 
zahlung  eintritt.     Dagegen  weist 

Typus  I  im  Punkte  N  einen  »Unstetigkeitspunkt  erster 
Art»  beziiglich  der  Zahlungsdauer  der  fliissig  werdenden 
Invalidenrente  auf.  Man  känn  sich  mittels  der  Fiktion  des 
Prozesses  /,  — A"  — /.,  leicht  iiberzeugen,  dass  der  Invalidi- 
tätseintritt  /(n_o)  die  Liquidierung  einer  lebenslänglichen  Rente 
herbeifiihrt,  wogegen  die  Invalidisierung  /(,i+o)  zu  einem 
Anspruche  auf  Invalidenrente  niclit  fvihrt. 

Später  wird  man  fiir  diese  dreifache  Behauptung  einen 
anschaulichen,  direkten  Ausdruck  mit  Hilfe  eines  rechtwinke- 
ligen  Koordinatensystems  erlialten.  Hier  sei  zunächst  bloss 
die    Diskontinuität    der  Aufzahlungen  im  Falle  I  gegeniiber- 
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gestellt  der  Kontinuität  derselbcn  im  Falle  II  und  III.  Wenn 
damit  gewisserraassen  ein  st<ärkeres  Band  zwischen  den  Ty- 
pen II  und  III  gegeben  ist,  so  känn  man  andererseits  auch 
ein  Bindeglied  nachweisen,  das  bloss  zwischen  den  beiden 
Typen  I  und  II  besteht. 

Betrachtet  man  nämlich  in  den  Figuren  B  I,  II,  III 
/unäclist  nur  die  Untergruppen  (I.),  also  ausschlicsslich  In- 
validisierungsfälle  nach  Ablauf  der  festgesetzten  n  Jalire,  so 
findet  man,  dass  die  Typen  I  und  II  voUständig  zusammen- 
fallen.  Greifen  wir  dagegen  drei  allgemeine^  Fälle  aus  den 
Untergruppen  (/J  beraus,  so  sind  wir  irostande,  raittels  der- 
selben  alle  drei  Typen  auseinander  zu  halten. 

Dass  bei  den  verschiedenen  ]\Iöglichkeiten  des  Aufschu- 
bes  von  Invalidenrenten  ganz  analoge  Verhältnisse  herrschen, 
davon  iiberzeugt  ein  Blick  auf  die  Figuren  A  I,  II,  III;  auch 
dort  decken  sich,  wenn  man  zunächst  bloss  die  Untergrup- 
pen (I^)  ins  Auge  fasst,  die  Typen  I  und  II  voUkommen, 
so  dass  man  sie  nicht  unterseheiden  känn.  Dagegen  ist 
durch  jeden  allgemeinen^  Fall  einer  Invalidisierung  aus  der 
Untergruppe  (/,)  der  Typus  des  Aufsohubes  hinlänglich  cha- 
rakterisiert. 

Es  sei  nun  gestattet,  die  angekiindigte  graphische  Dar- 
stellung  in  der  Ebene  anzudeuten.  Die  Abszisse  eines  karte- 
sischen  Koordinatensystenis  sei  das  Zeitmass  fiir  die  Aktivi- 
tätsdauer  des  Versicherten  vora  Zeitpunkte  seines  Beitrittes 
an,  die  Ordinate  messe  die  Zahlungsdauer  der  Invalidenrente 
als  Funktion  der  Aktivitätsdauer.  Die  CUeichung  ?/ = /;{/) 
wird  dann  eine  Kurve  ergeben,  aus  welcher  man  direkt  able- 
sen  känn,  welchen  Rentenanspruch  die  in  einem  bestimmten 
Zeitpunkte  erfolgende  Invalidisierung  nach  sich  zieht,  wenn 
die  abgeschlossene  Versicherung  eine  temporäre  Invaliden- 
rente vom  Typus  /.  darstellt. 

Man  bemerke,  dass  der  Vergleich  des  Kurvcnverlaufes 
fur  die  drei  Typen  eine  unmittelbare  Bcstätigung  der  friihe- 
ren  Behauptungen  iiber  die  Unstet igkeit  des  Rententypus  I 
im  Punkte  N  sowie  derjenigen  iiber  die  Kontinuität  der  bei- 
den letzten  Typen  enthält. 


'  Der    Fall    /  -7  O    verwischt    zwar    die    Grenzen  zwischen  den  Typen 
II  und  III,  darf  aber  wolil  ausser  Aclit  gelassen  werdon. 


123 


Die  Rentenauszahlungskurve  z=f{I)  jilr  åie  iemjjorären 
Invalidenrenten. 
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Figuren:   »B*». 


Die  Knrven  zi=fi{I),  2ir  =  /ii(/)  und  2iii  =  /iii(/)  besit- 
zen  einen  einfachen  konstruktiven  Zusammenhang  mit  den 
Figuren  B  I,  II  und  III. 

Legt  man  in  die  dort  gegebene  Zeitlinie  OX  nun  die 
Abszissenachse,  so  fallen  bei  Annahme  gleichen  Massstabes 
die  korrespondierenden  Punkte,  also  auch  O,  I,  N,  T  in  bei- 
den  Figuren  zusammen.  tJberdies  sind  die  Ordinaten  in  B^, 
da  sie  ja  die  Zahlungsdauer  der  Invalidenrente  messen,  als 
Grössen  gleichwertig  den  mit  Masse  belegt  gedachten  Strecken 
a  [i  in  B.  Daber  ergibt  sich  die  einfache  Möglichkeit,  von 
den  Figuren  B  zu  den  Kurven  z  =  f{I)  iiberzngehen,  indem 
man  in  den  ersteren  die  Strecken  a/i/  um  ihren  Anfangs- 
punkt,  der  hier  iiberall  identisch  ist  dem  Invalidisierungs- 
punkte,  eine  Drebung  von   +  90°  ausfiihren  lässt. 

Der  Endpunkt  ,i'  gelangt  dabei  in  einen  Punkt  von 
z  =  f{I)  und  man  känn  beliebig  viele  Kurvenpunkte  erbalten, 
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wenn  man  die  gleiche  Konstruktion  sich  fur  variierende  La- 
gen von  /  auf  der  Tndividuallinie  OT  ausgefiihrt  denkt. 

Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  die  Figuren  B  I  bis  B*  III 
auch  als  geometrische  Repräsentanten  temporärer  Uberlebens- 
renten  angeseben  werden  können.  Wenn  man  /  T(x)  T~T{y) 
setzt,  erbiilt  man  die  Grundtypen  der  einseitigen,  temporä- 
ren  Uberlebensrente,  sctzt  man  I  T(i)  T~T[2),  so  geben 
diesel  ben  Figuren  den  grapbischen  Ausdruck  fiir  die  drei 
Auffassungsmögliebkeiten  gegenseitigcr,  temporärer  Cberle- 
bensrcnten. 

Man  gelangt  auf  diesem  Wege  also  zu  einer  systema- 
tischen  Gruppierung  ganz  analoger  Art  fiir  die  temporären 
Uberlebensrenten. 

Doch  scheint  es  zunäcbst,  als  ob  damit  ein  Widerspruch 
zu  der  von  Jörgensen  gegebenen  Darstellung  temporärer 
Uberlebensrenten  erfolge:  Denn  in  der  '>Tbeorie  der  Lebens- 
versicherung»  folgt  im  §  69  auf  die  Definition  von  zwei 
Auffassungsmögliebkeiten  der  temporären  Oberlebensrente 
der  Satz:  >>Eine  dritte  Mögliclikeit  findet  bier  nicht  statt, 
weil  die  zwei  Möglichkeiten  (1  und  2  fiir  aufgeschobene  Ren- 
ten  entsprechendj  zusammenfallend  sind». 

Indessen  erkennt  man  bei  genauerer  Untersucbung,  dass 
Jörgensen's  »Auffassung  1 »  der  temporären  Oberlebensrente, 
weicbe  die  Typen  T  und  II  gleicbzeitig  umfasst,  in  zwei  ge- 
trennte  Definitionen  gespalten  werden  känn,  sodass  man  aucb 
bei  den  temporären  Uberlebensrenten  zu  drei  verschiedenen 
Auffassungen  gefiibrt  wird.  Das  gelitigt  beispielsweise  da- 
durch,  das  man  die  Analoga  zu  den  oben  gegebenen  Defini- 
tionen der  Gruppen  I  und  II  temporärer  Invalidenrenten 
biidet. 

Ubrigens  entwiekelt  Jörgensen  selbst  in  §  66  drei  ver- 
schiedene  Formeln  fiir  die  temporären  Uberlebensrenten, 
weiche  eine  vollständig  analoge  Gruppierug  voraussetzen,  wie 
sie  sicli  als  Korrelat  der  vorangebenden  Anal3'se  temporärer 
Invalidenrenten  ergibt.  i\Ian  wird  fiir  diese  tl'bereinstim- 
mung  in  den  spiiter  folgenden  Formeln  den  liirckten  Beweis 
finden.^ 

'  Du33  die  Untergriippfin  (Z^)  l>oi  den  temporären  Invaliden-  und 
Cberlcbonsronten  dor  Typen  I,  und  II  tutsächlich  iiientiscli  sind,  wurde 
bereits  friilior  fcvstgestelit  ;  aber  nucli,  thiss  dieselbe  Identität  bei  den  Ty- 
pen  I   1111(1   II  der  (itifgescliobenen  Kcnton  l)e8telit. 
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Eine  wichtige  Tatsache,  die  in  den  späteren  Formeln 
auch  algebraisch  zum  deutlichen  Ausdrucke  kommt,  ergibt 
sich  als  unmittelbarer  anschaulicher  Ausdruck,  wenn  man 
das  geometrische  Bild  einer  speziellen  temporären  Rente  in 
Verbindung  setzt  mit  dem  Biide  einer  auf  dieselbe  Art  auf- 
geschobenen  Rente,  wenn  man  also  einen  beliebigen  Fall  aus 
den  Figuren  »B»  mit  seinem  Gegenstiioke  miter  »A»  ver- 
gleicht. 

Man  sieht,  dass  dic  Superposition  der  beiden  Zeitlinien 
(gleiciie  Massstäbe  vorausgesetzt)  in  allen  sechs  möglichen 
Unterfällen  zu  einer  zusamraenhängenden,  mit  Masse  belegten 
Strecke  IT  fiihrt,  dem  Ausdrucke  fiir  eine  ununterbrochene 
Rentenzahlung,  die  im  Invalidisierungszeitpunkte  beginnt 
und  bis  zum  Ableben  des  Versicherten  danert. 

Da  sich  dabei  die  aus  den  beiden  verschiedenen  Aus- 
gangsfiguren  stammenden  Teilstrecken  a^i,  yå  nirgends  iiber- 
decken,  sondern  immer  /i  =  y  ist,  daher  die  Gleichung 

c(]^  +  Jö  =  Tt 

exakt  gilt,  hat  man  nun  ein  einfaches  Hilfsmittel,  um  die 
verschiedenen  Fälle  temporärer  Invalidenrente  zu  berechneri, 
wenn  man  die  Werte  der  korrespondierenden  aufgeschobenen 
Versicherung  bereits  kennt,  öder  um  umgekehrt  die  letztere 
aus  der  ersteren  abzuleiten. 

Beispielsweise  ist  jede  der  sechs  Untergruppen  tempo- 
rärer Invalidenrenten  darstellbar  als  die  Differenz  der  vn- 
mittelbar  fälligen,  lebenslänglichen  Invalidenrente  a^*  und 
der  entsprechenden  Untergruppe  unter  den  aufgeschobenen 
Ren  ten. 

Dabei  fallen  je  zwei  Untergruppen,  die  demselben  Typus 
angehören,  unter  denselben  Formelausdruck,  sodass  schliess- 
lich  drei  verscliiedene  Formeln  erscheinen,  welche  den  drei 
Auffassungsmöglichkeiten  des  Aufschubes  von  Invalidenren- 
ten entsprechen, 

Bevor  wir  diese  aber  entwickeln.  möge  hier  eine  inte 
ressante  Zwischenbetrachtung  angestellt  werden. 

Das  oben  verwendete  Koordinatensystem  gestattet,  der 
eben  ausgesprochenen  Relation  zwischen  Aufschub  und  Ab- 
kiirzung  von  Renten  eine  besonders  klare  Form  zu  geben. 


126 

Doch  sei  zunächst  eine  Modifikation  an  demselben  vor- 
genomraen,  dio  es  ermöglicht,  den  Vorgängen  in  der  Wirk- 
lichkeit  bei  der  georaetrischen  Darstellung  wescntlich  näher 
zu  kommen. 

Fiir  die  Repräsentation  eines  auf  den  Tnvaliditätsfall 
versicherten  aktiven  Individiiums  seien  folgende  Konstruk- 
tionsbestimmungen  getroffen. 

Dic  Individuallinie  sei  eine  einmal  rechtwinkelig  ge- 
brochene  Strecke:  Ihr  horizontaler  Teil  entbalte  alle  Lebens- 
punkte,  in  welcben  das  Individuum  aktiv  der  Versicherung 
angeliört,  während  der  anschliessende  vertikale  Scbenkel  jene 
Zeitstrecke  darstellt,  in  welcber  der  Versicberte  als  Invalider 
lebt.  Verlegt  man  den  Zeitpunkt  des  Versicberungsabscblus- 
ses  in  den  Ursprung  eines  recbtwinkeligen  Koordinatensy- 
stems,  dessen  Abszisse  die  Aktivitätsdauer  des  Versicberten 
misst.  so  ist  der  horizontale  Teil  der  Individuallinie  identisch 
mit  Oi\  ibr  vertikaler  Teil  IT  werde  in  der  positiven  Ordi- 
natenrichtung  durcblaufen  und  man  bringe  bier  die  »Inva- 
liden/eit»  mittels  desselben  objektiven  Zeitmassstabes  zum 
Ausdrucke. 

Das  geometriscbe  Bild,  welcber  man  so  erbält,  erinncrt 
an  die  Darstellung  einer  komplexen  Orösse  T{a  +  bi)  in  der 


/  { '^  ^  l^  J  ^ 


Zablenebene.  Man  denke  sicb  don  \'(ktor  OT  als  die  Sumrne 
der  Vektoren  01  -^  IT  ausgedriickt  und  erbält  so  die  Indi- 
viduallinie eines  Versicberten,  der  a  Jahre  aktiv  ist,  dann 
noeb    weitcrc    b   Jahre    invalid    lebt,  sodass  T{a  +  bi)     T(i), 
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dem  Todespunkt  des  Tndividuums,  vorausgesetzt,  dass  die 
Invalidisierung  im  Zeitpunkte  /  erfölgt. 

Bei  dieser  Wahl  der  geometrischen  Repräsentation  ge- 
niesst  man  nun  den  grossen  Vorteil,  dass  die  biologische 
Tatsache,  welche  sich  in  der  hölieren  Sterblichkeit  der  In- 
validen äussert,  hier  auch  bei  der  Konstruktion  beriicksich- 
tigt  werden  känn. 

Bezeichnet  T^  den  Zeitpunkt,  in  welchem  das  Indivi- 
duum  OIT  stiirbo,  wenn  es  nicJit  invalid  wiirde,  so  äussert 
sich  die  Relation  ?/;^  >  tt'^  graphisch  in  der  Ungleichung 
IT(i)<IT''.  Die  Gesamtheit  der  Todespunkte,  welche  sich 
ergibt,  wenn  man  die  Invalidisierungsmöglicbkeit  desselben 
Versicherten  in  allén  Zeitpunkten  der  Aktivität  vom  Momente 
des  Beitrittes  bis  zum  Tode  als  Aktiver  betrachtet  7(0— *T°), 
ergibt  somit  eine  kontinuerliche  Kurve,  die  den  Punkt  T(0) 
mit  einem  Nachbarpunkte  von  T°^  verbindet. 

Es  wäre  leicht,  auf  Grund  von  Invaliditätstafeln  Genaue- 
res  iiber  den  Verlauf  der  Kurve  T(i)  auszusagen. 

Hier  sei  indessen  lediglich  die  fundamentale  Tatsache 
festgestellt,  dass  die  Fläche  OT^^T^q)  umso  kleiner  ausfallen 
muss,  je  ausgeprägter  die  Lebensverkiirzung  ist,  welche  durch 
den  Invaliditätsfall  hervorgerufen  wird. 

Im  folgenden  ist  T^d  als  die  Gerade  T(Q)T"-  aufgefasst 
unter  der  vereinfacbenden  Voraussetzung,  es  wirke  eine  In- 
validisierung von  konstanter  Intensität  auf  einen  und  den- 
selben  Versicherten  nach  einer  bestimmten  Aktivitätsdauer 
in  der  Weise  ein,  dass  eine  proportionale  Verkiirzung  der 
restlichen  Lebensdauer  eintrete.  Man  wird  also  in  diesem 
Falle  in  dem  mehr  öder  weniger  spitzen  Winkel  OT"'T(q)  ein 
Mäss  fijr  die  Lebensverkiirzung  des  Organismus  durch  eine 
bestimmte  Invalidisierung  besitzen. 

Dies  vorausgeschickt,  wollen  wir  nun  die  friiher  betonte 
Relation  zwischen  korrespondierenden  Typen  aufgeschobener 
und  temporärer  Invalidenrenten  in  der  Ebene  geometrisch 
interpretieren. 

Wir  sind  in  der  Lage,  mit  Beniitzung  des  Begriffes  der 
»gebrochenen  Individuallinie»  den  Inhalt  aller  bisherigen  Fi- 
guren in  den  folgenden  drei  zu  vereinigen,  ohne  dass  dabei 
die  einzelnen  Aussagen  an  Klarheit  verlieren;  dieselben  wer- 
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Aufschub  lind  Abkiirzung  von  Renten  geometrisch  in  der 
Ebene  dnrgestellt. 


Typus   r. 


Typus  II. 


y.  ^  \ 


Typus  III, 


I 
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den  vielmehr  bei  dieser  Gegeniiberstellung  exakter  und  den 
wirklichen  Vorgängen  gerechter. 

Man  betrachte  die  Kurven  z^  =  ji{I),  z^^fnil)  und 
23  =  /iii(/),  welche  wie  friiher  in  den  Bildern  B*,  Bfi  und 
Bfii  die  Zalilungsdauer  der  drei  Auffassungstypen  temporärer 
Invalidenrenten  als  Funktion  der  Aktiv itätsdauer  des  Ver- 
sicherten  wiedergeben. 

Das  Gebiet,  welches  von  den  beiden  Koordinatenachsen 
und  der  kontinuierlichen  Kurve  der  Todespunkte  y  =  T(i) 
begrenzt  ist,  wird  bei  den  Typen  TI  und  III  durcb  die  »Ren- 
tenauszablungskurve»  Z  =  f{I)  in  zwei  Teilgebiete  zerlegt. 

Bei  Typus  I  ist  dies  zunäcbst  nicht  der  Fall,  da  die 
Auszablungskurve  bier  aus  zwei  getrennten  Strecken  besteht, 
die  in  ilirer  Gänze  auf  dem  Umfange  des  betrachteten  Ge- 
bietes  liegen;  doch  geniigt  es,  die  zur  Ordinate  parallele  Ge- 
rade  x  =  n  zu  zieben  und  die  im  Innern  des  Gebietes  lie- 
gende  Strecke  derselben  NT^n-o)  niit  Einscbluss  der  beiden 
Endpunkte  als  Bestandteil  der  Auszablungskurve  anzuseben, 
um  auch  in  diesem  Falle  von  zivei  Gebieten  sprecben  zu  kön- 
nen,  in  welcbe  die  >^Jnvalidiiätsfläche»  eines  versicberten  Ak- 
tiven  durch  die  Kurve  z  =  j{I)  geteilt  wird. 

Dann  durch  die  Hilfsstrecke  NT^n-o)  wird  die  Verbindung 
der  beiden  Punkte 

?/ = /i(iV  +  0)  und  ?/ = /i(A'^  —  0) 

hergestellt  und  damit  die  Unstetigkeit  der  Funktion  y  =  zi  = 
fi[I)  beseitigt. 

Dass  die  Invaliditätsfläche  durch  die  Auszahlungskur- 
ven  der  temporären  Invalidenrenten  vom  Typus  II  und  III 
in  zwei  Teilgebiete  zerfällt,  eriibrigt  eines  Beweises. 

In  den  Figuren  »C»  sind  mittels  verschiedener  Schraffie- 
rung  die  beiden  Teilgebiete  jedes  Typus  hervorgehoben ;  nach 
der  Lage  relativ  zu  der  erzeugenden  Auszablungskurve  soU 
im  folgenden  die  Bezeichnung  »unteres»  und  »oberes  Teilge- 
biet»  verwendet  werden, 

Es  sei  nun  die  Frage  gestelit:  Welche  Strecke  einer  be- 
liebig  herausgegriffenen  Individuallinie  gehört  dem  »oberen 
Teilgebiete»  an,  liegt  also  zwisohen  den  beiden  Kurven  y  =  f{I) 
und  y=^T(i)'i 

9  —  20:i03.     Skandinavisk  Akluarietidskrift.    1920. 
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Man  findet,  indem  man  auf  die  Figuren  A  I,  II,  IIT 
/.uriickgelit,  unmittelbar,  dass  das  gefragte  Stiick  der  Indi- 
viduallinie  präzise  jenen  Zeitraum  definiert,  während  dessen 
Verlauf  eine  Auszalilung  von  Rente  an  den  Invaliden  erfolgt, 
falls  er  auf  denjenigen  Typus  '/.  (I,  II,  III)  einer  aufgeschobe- 
nen  Invalidenrente  versichert  ist,  den  die  Auszahluvgskurve 
y  =  /;.(/)  in  jedem  betrachteten  Einzelfalle  besitzt, 

Es  sind  nämlich  die  Strecken  y^  ^^  ^^^  Figuren  »C», 
wie  man  sich  leicht  iiberzeugt,  nicbt  anderes  als  die  mit 
Masse  belegt  gedachten  Auszablungsstrecken  yö  aus  den  Fi- 
guren »A»  mit  dem  einzigen  Unterschiede,  dass  sie  nun  in 
ibrer  Länge  verkilrzt  erscheinen,  in  dem  Masse,  als  die  Le- 
bensdauer  des  Invaliden  hinter  jener  des  (gleichaltrigen)  Ak- 
tiven  zuriickbleibt. 

Der  Auszahhmgszeitraum  der  aujgeschohenen  Invaliden- 
rente känn  daher,  wenn  man  nun  die  Betrachtung  auf  alle 
Invalidisierungsmöglicbkeiten:  I{0—^T'^)  des  dargestellten 
aktiven  Individuums  erstreckt,  durch  ein  bestimmtes  Gebiet 
definiert  werden,  das  man  sich  aus  den  Strecken  yö  wäh- 
rend kontinuierlicber  Verlegung  des  Tnvaliditätseintrittes  en- 
standen  denken  känn:  Es  ist  dies  — wie  unmittelbar  ersicht- 
lich  —  identisch  dem  »oberen  Teilgebiete»  der  Invaliditäts- 
fläche  und  sein  Inhalt  ist  in  Cbereinstimmung  mit  der  eben 
angedeuteten  fiktiven  Erzeugungsmöglichkeit  gegeben  durch 
das  Integral 


lyd  dt, 


wobei  L=^OT"  und  yö  als  Funktion  der  Aktivitätsdauer  0/ 
aufzufassen  ist. 

Man  findet  analog,  dass  das  Gebiet  des  Auszahlungs- 
zeitraumes  iemporärer  Invalidenrenten  unter  Beriicksichtigung 
aller  Invalidisierungsmöglichkeiten  fiir  den  Aktiven  identisch 
ist  mit  dem  »unteren  Teilgebiete»,  also  dem  Bereiche  inner- 
halb  der  positiven  Koordinatenachsen  und  der  Auszahlungs- 
kurve  ?/  =  /;.(/)  —  >- =  I,  II,  UI  — ,  was  ja  schon  aus  dem 
Begriffe  der  letztercn  folgt. 
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Da  /ii(/)  und  /iii(/)  stetig  sind,  aber  auch  /i(/)  integrabel 
ist,  känn  man  mit  allgemeiner  Giltigkeit  schreiben: 


L  L 


i  f{I)  =  I  ajidt  =  i  afJcU. 


0  0  o 

Wiederum  erscheint  a  (i  (I)  in  den  Figuren  >>C>>  in  seinei- 
Länge  verkiirzt  gegeniiber  »B»,  wie  es  der  kiirzeren  Lebens- 
dauer  des  Invaliden  entspricht. 

Mit  dieser  letzten  Behauptung  ist  aber  kein  Widerspruch 
gegeniiber  der  friiheren  Darstellung  gegeben,  wie  man  ans 
folgender  Oberlegiing  erkennt: 

Beniitzt  man  zur  geometrischen  Repräsentation  des  ver- 
sicherten  Aktiven  eine  gerade  Strecke  OT,  wie  dies  in  »A>> 
und  »B»  geschehen  ist,  so  muss  man  die  Möglichkeit  zulas- 
sen,  längs  derselben  Strecke  zivei  objektiv  verschiedene  Mass- 
stäbe  des  Zeitverlaufes  anzulegen.  Dass  dieser  Vorbehalt  tat- 
sächlich  notwendig  ist,  sieht  man  beispielsweise  indirekt,  wenn 
man  Invalidisierungsfälle  nach  verschiedener  Aktivitätsdauer 
einander  gegeniiberstellt.  Aus  jeder  der  Figuren  A  I  bis  B  III 
lesen  wir  nämlich  die  folgende  Doppelgleichung  direkt  ab 

01,  +I,T^OI._  +LT  =  OT. 

Dieselbe  wäre  aber  jalsch,  wenn  man  die  beiden  Teilstreckeii 
mit  demselben  Zeitmassstabe  objektiv  messen  wollte^;  sie  hat 
aber  dennoch  volle  subjektive  Giltigkeit  fiir  den  Versicher- 
ten,  wie  ja  auch  alle  iibrigen  aus  den  Figuren  »A»  und  »B*> 
abzulesenden  Relationen  subjektiv  richtig  sind. 

Nach  dieser  Zwischenbemerkung  kehren  wir  nun  zur 
ebenen  Darstellung  in  »C»  zuriick,  wo  die  Auszahlungsstrek- 
ken  a/j  und  yd  in  verkiirzter  Länge  erscheinen  und  mit  dem 
objektiv  gleichen  Massstabe  in  der  Ordinatenrichtung  gemes- 
sen  sind,  wie  die  Aktivitätsdauer  längs  der  Abszisse. 

Wir    können    mit  dem  Anspruche  auf  Giltigkeit  fiir  alle 


*  Sie  wiirde  nämlich  aussagen,  dass  die  Lebensdauer  des  Versicherteh 
unabhängig  sei  vom  Zeitpunkte  des  Invaliditätseintrittes,  was  wegen 
it'^  >  tv'^  unrichtig  ist. 
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drei   Typen  teraporärer  und  gleichartiger  aiifgeschobener  In- 
validenrcnten  die  Gleichung  aufstellen 


L.  L,  L.  L. 

F  =  j  ajidt  +  \  yödl  =  /  [a ii  +  yÖ)dt  =  j  ITidt, 


Dabei  ist  iinter  F  die  Fläcbe  des  Gesamtgcbietes  zwiscben 
den  positiven  Koordinatenacbsen  und  der  Kurve  der  Todes- 
pinikle  Tj  —  das  ist  also  die  t>Invaliditätsfläche»  —  ver- 
standen. 

Man  känn  dieses  »Gesetz  der  Summaiion»  aucb  fiir  die 
Vberlebensrenten  bestätigen. 

Die  Analogie  zwiscben  Invaliditätsanwartscbaften  und 
tlberlebensansprijcben  äussert  sicb  bei  der  geometrischen 
Darstelhing  in  der  Ebene  in  t\'piscber  Form. 

Der  borizontale  Bestandteil  jeder  gebrochenen  Indivi- 
duallinie  eines  Aktiven  stellt,  wenn  es  sicb  um  eine  einseitige 
Uberlcbensrente,  beispielsweise  Witwenrente  bandelt,  den 
Zeitraum  vor,  innerbalb  dessen  das  Ebepaar  verbunden  lebt, 
wäbrend  der  vertikale  Teil  die  Zeit  raisst,  um  welcbe  die 
Frau  den  Mann  iiberlebt. 

Aber  man  erkennt  sofort,  dass  die  Kurve  y  =  T{y)  von 
wesentlicb  anderer  Form  sein  muss  als  y  =  T(i),  an  deren 
Stelle  sie  im  geometrischen  Biide  tritt;  aucb  siebt  nian.  dass 
im  allgemeinen  ein  viel  grösseres  Gebiet  des  ersten  Quadran- 
ten  abgescbnitten  wird,  dessen  Inhalt  insbesondere  vom  Al- 
ter  der  Frau  abhängig  ist;  man  könnte  es  (entsprcchend  der 
friiberen  »Invaliditätsfläche»)  die  »  I  berlebejisfläche»  der  Witwe 
nennen.  Aber  aucb  bier  zerfällt  F  in  jedem  Falle  durcb  die 
Auszahlungskurve  der  iemj^orären  Witwenrente  in  ein  »unte- 
res»  und  »oberes»  Teilgebiet,  vorausgesetzt,  dass  man  die 
Unstetigkeitsatelle  bei  Typus  I  in  der  friiber  angegebenen 
Weise  beseitigt  hat. 

Man  bestätigt  sogleich,  dass  das  »untere  Teilgebiet  der 
Uberlebensfläche»  identisch  ist  dem  Auszablungszeitraume 
einer  temporären  Witwenrente,  falls  man  alle  zeitlichen  Mög- 
lichkeiten  fiir  den  Tod  des  Mannes  in  Betracht  ziebt; 

dass  andererseits  das  »obero»  Teilgebiet  der  Uberlebens- 
fläche   jenen    zeitraum  bescbreibt,  innerhalli  dessen  die  Aus- 
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zahlung    einer    auf    korrespondierende    Art    aufgeschobenen 
Witwenrente  erfolgt. 

Auch  alle  iibrigen  Schlussfolgerungen  Hessen  sich  in  die 
Begriffe  einseitiger  ffberlebensrenten  umsetzen.  Fur  die 
Witwenrente  nimmt  die  oben  angegebene  Gleichung  nun  die 
Form  an 


F  =  \  ai^dt-\-  \  yddt=  \  {a (i  +  yd)dt  =  I  T(^) T(y) dt. 
o  ö^  o  o 

Wenn  nun  F  als  der  Inhalt  der  » Vberlebensfläche  des 
Begiinstigten»  definiert  wird,  stellt  diese  Gleichung  die  Be- 
stätigung  des  »Gesetzes  der  Summation»  fiir  einseitige  t)ber- 
lebensrenten  jeder  Art  vor. 

Es  liegt  nahe,  auf  analoge  Weise  auch  die  Darstellung 
der  gegenseitigen  Uberlebensrenten  in  der  Ebene  zu  versuchen, 
indem  man  als  horizontalen  Teil  der  gebrochenen  Repräsen- 
tationslinie  die  Zeit  verbundenen  Lebens  ansieht  und  den 
vertikalen  Teil  als  jene  Zeitstrecke  definiert,  während  welcher 
nur  mehr  eine  Person  des  versicherten  Paares  am  Leben  ist, 

Doch  ist  es  klar,  dass  dieser  Vertikalteil  in  seiner  Länge 
ira  allgemeinen  verschieden  ausfallen  wird,  je  nachdem  die 
Person  X  öder  Y  im  Zeitpunkte  T(i)  ablebt,  entsprechend 
der  Altersverschiedenheit  der  beiden  Versicherten. 

Man  wird  also  als  geometrischen  Ort  der  gesamten  Punkte 
T(2)  anstelle  der  friiheren  einfachen  Kurve  i/=  T(i)  nun  im 
allgemeinen  zwei  getrennte  Kurven  erhalten 

je   nachdem    man    annimmt,  dass  die  Person  X,  beziehungs- 
weise  (im  Falle  y^)  die  Person   Y  als  erste  stirbt. 

Es  stiinde  natiirlich  das  tibereinkommen  frei,  dass  man 
aus  den  getrennten  zwei  Kurven  nach  irgend  einem  Gesetze 
(etwa  Bildung  des  arithmetischen  Mittels  der  Funktionswerte 
gleicher  Abszisse)  eine  einzige  Zwischenkurve  ermittle  und 
diese  als  angenäherte  Kurve  des  zweiten  Todes  ansehen  solle. 
Damit  wiirde  dann  auch  hier  fiir  den  Bereich  F  ein  be- 
stimmter  Inhalt  resultieren,  der  ein  Mittel  aus  zwei  verschie.- 


1:54 

den  grossen  » Iberlebensflächen»  (im  obigen  Beispiele  das  arith- 
metische  Mittel)  darstellen  wiirde,  wekhe  man  den  Personen 
des  Paares  X  und  Y  einzeln  ziiordnen  känn.  Zu  einer  der- 
artigen  Annäherung  wäre  man  umso  berechtigter,  je  gerin- 
ger  die  gegenseitigen  Abweichungen  der  beiden  Kurven  y, 
und  y^  in  einem  gegebenen  Falle  sind. 


Die  Foriiielii  fiir  (lie  temporiireii  Iiivalideiirenten. 

Die  Bezeichnung  »temporäre  Invalidenrente»  ist  fiir  alle 
drei  oben  definierten  Auffassungen  allgemein  iiblich,  teilweise 
aber  spraMich  uvgenau:  Denn  im  Falle  I  ist  nur  der  Ver- 
sicherungs-^ wsprwc/i  temporär. 

Wenn  wir  die  eingangs  getroffcne  Fiktion  der  Trennuvg 
des  Invalidisierungs-  und  Sterbeyrozesses  des  aktiven  Indivi- 
duums  beibehalten,  gelangen  wir  auch  hier  zu  ivesentlicher  Ver- 
tiejnng  der  Probleme,  gleichzeitig  aber  aiich  zu  grösster  J  ber- 
sichtlichkeit  der  formålen  Ausdrilcke. 

t 

n  ri  (in  ■ 

.'  -,/  \!'x+l  +'^</' 

Typus  I.     nCiV  =  I  }'x+te  °  a%tdt  ^ 

•  o 

t 

'dt 


==  I  >'j:+te  "  a'j;+tdt, 


o 


also  ein  vollständiges  formelies  Analogon  zu 

t 

r  -,r{i'x+i+"y+i+''>)'^' 


der  ersten  Formel  Jörokn.sen's  fiir  temporäre  Uberlebens- 
renton  (§  69  »Theorie  der  Leb.  Vers.»).  Verwendet  man  fiir 
letzteren  Wert  die  Differenzdarstellung 

I        I  jp 
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so  gibt  das  entsprechende  Gegenstiick 

~ai ai  ^ai  ~ai  aa~ai 

\n"x   —  (^x         wjCta;   — '  Ox         nPx  Clx  +  n 

den  Zusammenhang  zwischen  aufgeschobenen  und  temporä- 
ren  Invalidenrenten  des  ersten  Typus  und  damit  den  for- 
mellen Ausdruck  fur  die  friiher  beobachtete  Beziehung  zwischen 
den  geometrischen  Repräsen tanten  in  Ai  und  Bi  wieder. 

Typus  II.  Fiir  die  temporäre  Invalidenrente  des  zwei- 
ten  Typus  hat  man  den  Ausdruck  »aufhörende  Invalidenpen- 
sion>>  eingefiihrt,  welcher  die  absolut  feste  Begrenzung  der 
Zahlungsdauer  dieser  Renten  andeuten  soll.  Es  ware  sehr 
zweckmässig,  das  hierfiir  iibliche  Zeichen  a"^,  regelmässig, 
aber  auch  ausschliesslich  fiir  diesen  Versicherungswert  zu 
verwenden  (also  nicM  zur  Bezeichnung  der  eben  behandelten 

l^ai  __     ~an 

Dadurch  wlirden  viele  Formeln  an  Klarheit  gewinnen, 
zumal  ja  der  Typus  II  der  temporären  Invalidenrente  in  der 
Praxis  eine  ausserordentlich  wichtige  Rolle  spielt.  Es  sei 
hier  nur  auf  ein  einfaches  Beispiel  hingewiesen. 

Die  »Zuschlagsprämie  fiir  die  Befreiung  von  der  Prämien- 
zahlung  im  Falle  eintretender  Invalidität»  känn  vorteilhaft  so 
ermittelt  werden,  dass  man  nach  der  Prämie  fragt,  welche 
der  Versicherte  fiir  eine  »aufhörende  Invalidenpension»  in 
der  Höhe  der  jährlich  fälligen  Prämie  zu  zahlen  hatte: 

Das  heisst:  Man  lässt  also  mit  der  Hauptversicherung  — 
derzufolge  ja  der  Versicherte  durch  ?i  Jahre  hindurch  Prämie 
zu  zahlen  hat,  auch  wenn  er  invalid  wird  —  eine  »Invaliden- 
zusatzversicherung>>  parallel  laufen.  Man  besitzt  dabei  den 
weiteren  Vorteil,  einen  eventuell  vereinbarten  Rentengenuss 
im  Falle  der  Invalidität  als  einfachen  Summanden  in  die 
Rechnung  mit  einbeziehen  zu  können. 

Aus  der  Definition  des  Typus  II  ergibt  sich  unmittelbar 
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o 


öder,  wegen 


n-tal-ii  =  O  fiir  <  >  n 


o 
Dieser  Gleichung  entspricht  als  Gegenstiick 

n(ixy=    I  ."j-i./e    "  n-iOy-^-tdl 

O 

das  ist  Jöroensen's  zweite  Gleichung  fiir  die  temporäre 
Uberlebensrente  (Theorie  der  Leb.  Vers.  §  69). 

Verwertet  man  hierfiir  die  bekannte  Darstellung  als  Dif- 
ferenz  einer  einfachen  und  einer  Verbindungsrente 

II        

nf^x  y  —    hC»/  nf^xy 

so  gibt  die  Tbertragung  auf  das  Gebiet  der  Invaliditätsan- 
wartschaften  die  Gleichung' 

~ ai     (a)"  ~a 

welche  besagt,  dass  die  temporäre  Invalidenrente  des  Typ.  II 
auch  aufgefasst  werden  känn  als  die  Differenz  einer  n  jäh- 
rigen  »Leibrente  des  x  jährigen  Aktiven»)  und  seiner  n  jäh- 
rigen  Aktivitätsrente.  Eine  kurze  Cberlegung  bestätigt,  dass 
das  Ergebnis  tatsächlich  die  »mit  n  Jahren  aujhörende  Inva- 
lidenpension>>  sein  muss. 

Auch  im  Falle  II  känn  man  bei  der  Differenzdarstelhing 
von  der  lebenslänglichen  Rente  ausgehen  und  findet  die 
Gleichung 

'  Rechtfertigiing  der  gewählten  Hezoichungsweise  erfolgt  auf  Seite  144. 
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11^       _  ^  II 

sovvie  ihr  Korrelat  unter  den  Invaliditätswerten 


^xW\       ^^        "ii*^^ 

als  formelle  Bestätigung  des  an  den  geometrischen  Bildern 
fiir  den  Typus  II  abgelesenen  »Gesetzes  der  Summation». 

Man  verifiziert  leicht,  dass  die  auf  verschiedenen  Wegen 
gewonnenen  Resultate  identisch  sind,  dass  also  gilt: 

(ap  ^a ~  ai  ai ai 

\nOx         m^x^^f^x  n^fl/x  ^^^an\' 

Es  ist  eben  das  erste  eine  »qualitative»,  das  zweite  eine 
»quantitative»  Differenzdarstellung  desselben  versicherungs- 
technischen  Barwertes. 

Im  Laufe  späterer  Betrachtungen  wird  man  auch  noch 
zu  jenen  Formeln  gelangen,  welche  gestatten,  die  »aufhörende 
Invalidenrente»  aus  der  temporären  Invalidenrente  I'^""  Art 
abzuleiten. 

Dieser  Weg  ist  der  in  der  Praxis  bevorzugte,  weil  er  zu 
dem  einfachen  Schema  fiihrt: 

a^^  =  \na'x — Korrekturglied. 

Typus  III  der  temporären  Invalidenrenten  wäre  der  Ver- 
sicherungswert 

t 

-J\l<l%l  +  ö)dt 

o 

und  somit  wegen  uT+t  =  >'x+t  +  /'2+^  das  vollständige  Analogon 
zu  Jörgensen's 


t 

r  ~J'{''x+t+i'y+t+<yi 

\nClx\y  ==    j  l^lx+te    *^  ndy+idt. 

6 


III 


Obwohl    eine  Versicherung  auf  eine  derartige  Invalidenrente 
von  bestimmter  Auszahlungsdauer  als  solche  wohl  nicht  vor- 
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kommen  diirfte,  ist  der  obige  Ausdruck  doch  fiir  den  Fall 
praktisch  verwertbar,  dass  die  Verpfliclitung  dem  Invalid- 
gewordenen  gegeniiber  in  einer  etnmaligen  Leistung  besteht: 


aa 


AV  =  I  ''x+/c  "  dt 


ist  die  »Versicherimg  auj  das  Invalidenkapital  1»  und  siellt  iii 
dem  dargelegten  weiieren  Sinne  das  »tberlebeyiskapilal  des  Ak- 
tiven   an   den    Invaliden^>  vor,  wie  die  Gegeniiberstellung  mit 

t 

Axv=  I  iix+te  "  dt 

ö 
zeigt. 

Man  könnte  die  Kapitalversichering  auf  den  Invaliditäts- 
fall  verallgemeinern,  vor  allem  vom  Zeitpunkte  der  Invali- 
disierung  abhängig  machen;  das  »variable  Invalidenkapital» 
hat  dann  die  Gestalt 

t 
{vA)f=      {a  +  in)y,^te  ^  dt. 


Man  vergleiche  damit  das  »variable  Uberlebenskapital.» 


{vA)^y^  I  («  +  ,^0,"x+/e  o  dt. 


Aus  den  bisherigen  Betrachtungen  geht  deutlich  hervor, 
dass  der  Aktiv itätszustand  formell  als  eine  »Verbindung  zu 
zweien»  behandelt  werden  känn,  wcnn  man  ihn  vom  Gesichts- 
pimkte  der  beiden  gesonderten  Ansscheideursachen  hivalidität 
und  Sterblichkeit  beurteilt. 

Cleichzoitig  ergeben  sicli  aber  in  diesem  Ziisammen- 
hange  die  Grenzen  der  angedeuteten  Analogie  zwischen  Jnva- 
lidiiäts-  und   Vberhbensanspruchen. 
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Es  besteht  ja  ein  fundamentaler  Unterschied  in  der 
gegenseitigen  Stellung  der  Sterbekräfte  zweier  verschiedener 
Personen  ^ix '.  ii,j  einerseits  [da  bei  deren  Bestimmung  die  In- 
validität  keine  selbständige  Rolle  spielt,  känn  man  sie  als 
)>gemischte»  Sterbekräfte  bezeichnen]  und  der  gegenseitigen 
Relation  von  »reiner  Invalidisierungskraft»  und  »reiner  Sterbe- 

kraft»   )'x'-^tx  desselben  aktiven  Individuums  anderserseits. 

Die  beiden  ersteren  känn  man  nämlich  als  voneinander 
unabhängig  postulieren:  Bohlmann's  Axiom  V  in  seinem 
Referate  iJber  Versicherungsmathematik  in  der  Encyklopädie 
der  mathematischen  Wissenschaften  schliesst  mit  dem  Satze: 
»Hieraus  folgt  die  Unabhängigkeit  beliebig  vieler  Sterbens- 
und  Uberlebenswahrscheinlichkeiten,  wenn  sie  sich  aiif  lauter 
verschiedene  Individuen  beziehen». 

Diese  Forderung  ist  fiir  Vx'-l^ix  nicJit  erjullt;  es  ist  viel- 
mehr  schon  begrifflich  ausgeschlossen,  dass  Vx  von  Ux  unab- 
hängig wirken  könne. 

In  den  Formeln  äussert  sich  nun  dieser  im  Wesen  der 
Sache  begriindete  Unterschied  zwischen  Uberlebens-  und  In- 
validitätswerten  darin,  dass  man  zu  jenen  tJberlebensver- 
sicherungen,  bei  welchen  die  gegenseiiige  Unabhängigkeit  aller 
Sterbekräfte  unerlässlich  ist,  keine  Korrelativa  unter  den  In- 
validenversicherungen  finden  känn,  beziehungsweise,  dass  de- 
ren korrelative  Begriffe  im  Bereiche  der  Invalidität  nicht  exi- 
stieren.^ 

Indessen  gibt  es  aber  Grenzfälle,  wo  man  auch  bei  der 
l)bertragung  solcher  Uberlebenswerte  in  die  Invah*ditätsbe- 
griffe  rein  formål  zu  einem  verwendbaren  versicherungstech- 
nisohen  Barwerte  gelangt. 

Es  ist  nun  interessant  zu  bemerken,  dass  dabei  der  korre- 
spondierende  Begriff  selbst  nicht  mehr  zu  existieren  braucht! 
So  stellt  beispielsweise  das  Invahdenkapital 

t 

r.+te  ^  dt 

o 


^  Die  beiden  Behauptungen  sind  nicht  identisch,  wie  sich  aus  den 
folgenden  Uberlegungen  ergibt ;  der  Umfang  des  ersteren  Begriffes  ist  näm- 
lich weiter  als  der  des  letzteren. 
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das  Analogon  vor  zii 


A 


-J  i"x  +  l+''y  +  l^''^]'^t 


rv=  I  !'x+te  "  dt, 


o 

wie  bereits  oben  gezeigt  wurde. 

Fragen    tvir   nun    nach   dem  Korrelate  zu  der  nmgekehrten 
Versichermig 

t 
^■^xtf  =  I  ."i/+/e  ^  dt, 


das  heisst  nach  der  Umkehrung  von  dem  Versicherungswerte: 
•^ Analogon  zu  [-4^^^]»  —  also  nach  einer  »Umkehrung  des  Inva- 
bdenkapitales». 

A^x  konnte  als  »einseitiges  Uberlebenskapital  des  Akti- 
ven  an  den  Invaliden  im  weiteren  Sinne>  definiert  werden, 
die  nun  gesuchte  Umkehrung  miisste  daher  eine  »einseitige 
Oberlebensversicherung  des  Invaliden  an  den  Aktiven  sein»: 
So  känn  aber  ein  Begriff  auch  ira  weitesten  Sinne  nicht  de- 
finiert werden,  da  er  eine  contradictio  in  adjecto  enthaltcn 
wijrde. 

Xichtsdestoweniger  bleiben  wir  auf  dem  Boden  der  Wirk- 
liciikeit,  wenn  wir  rein  formell  das  Korrelat  zum  versiche- 
rungstechnischen  Werte  von  Ajrl  bilden. 

Wir  finden  nämlich  so 


W\Ä,l\==  juUte  o  dt. 


Dabei  ist  ir[-]  als  Symbol  des  Begriffes  o  Analog  i  e-W  ert» 
eingefiihrt  worden  (W  mit  Ähnlichkeitszeichen  als  Index)  und 
bedeutet  demnach  jene  Invaliditiitsanwartschaft,  welche  dem 
eingeklammerten  Versicherungswerte  als  Korrelat  entspricht. 
Beispielsweise  sagt  die  Gleichung 
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xy\ 


aus:  »Ox  ist  ein  jormeller  Analogie-W ert  von  axy»-  Durch  die 
Einfiihrung  dieses  Symbols  gewinnen  viele  der  folgenden  For- 
meln an  Kiirze  und  Klarheit. 

Der  eben  gevvonnene  analytische  Ausdruck  fiir  TI^[^x^| 
stimmt,  wie  man  unmittelbar  erkennt,  iiberein  mit  dem  Bar- 
werte  einer  »Versicherung  auf  den  Todesfall  als  Aktiver»  und 
wird  zweckmässig  mit  Ax  bezeichnet;  später  werden  wir  zii 
demselben  Versicherungswerte  auf  einem  anderen  Wege  ge- 
langen,  wobei  sich  dann  auch  die  hier  getroffene  Wahl  in 
der  Bezeichnung  von  selbst  rechtfertigen  wird:  Zu  dem  in 
Frage  stehenden  Invaliditäts-Werte  fiihrt  nämlich  auch  die 
Bildung  von  TF[-^x2/]  (vergl.  Seite  152)  und  auf  jenem  zweiten 
Wege  erweist  sich  auch  der  Begriff  der  Uberlebensversiche- 
rung  selbst  in  das   Gebiet  der  Invaliditätswerte  iibertragbar. 

Das  Ergebnis  des  hier  betrachteten  Falles  hingegen  ist 
folgende  Tatsache: 

Der  Mangel  eines  zu  Axy  korrespondierenden  Begrijjes 
hindert  nicht  die  Existenz  jenes  versicherungstechnischen  Wertes 
unter  den  Invaliditätsanwartschaften,  welcher  als  das  voll- 
ständige  Korrelat  angesehen  und  behandelt  werden  känn. 

Dass  es  sich  nämlich  hier  nicht  bloss  nm  eine  rein 
formale  Analogie  der  beiden  Gegenstiicke  handelt,  viel- 
mehr  um  eine  tatsächliche  Äquivalenz  der  beiden  Seiten  der 
Gleichung 

'Äl=W[Ax^], 

erkennt    man    beispielsweise    bei  der  Vereinigung  der  beiden 
einseitigen  Versicherungswerte  des  vorliegenden  Falles. 
Fiir  die  tJberlebensversicherungen  gibt  die  Summe 

t 

Aly  +  Axl  =  I  [ux+t  +  !iy^t)e  'J  dt  =  Axy, 

6 

also  das  >>gegenseitige  tIberlebenskapitaU,  welches  fällig  wird 
mit    der    Auflösung    der    Verbindnng    {xy).     Aber    auch    die 
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Summation  der  Korrelate  unter  den  Invaliditätswerten  fiihrt 
zu  richtigem  Ergebnisse 

t 

o 

zu  einer  Versicherung,  welche  jällig  wird  beim  Avsscheiden 
aus  dem  Ziistande  der  Aktivität,  wie  man  noch  deutlicher  aus 
folgender  zusammengezogener  Form  erkennt 

^°  =  )  fiT+te  "  dt. 

o 

Diese  letzte  Gleichung  gibt  einen  besonders  klaren  Einblick 
in  die  bei  der  bisherigen  Analyse  von  Invaliditätsanwart- 
schaften  zu  Grunde  gelegte  Auffassung,  dass  der  Aktivitäts- 
zustand  formell  »eine  Verbindung  zu  zweien  im  weiteren 
Sinne»  vorstellt,  —  insbesondere  wenn  man  die  Formel  fiir  Axy 
ein  wenig  modifiziert: 

Man  versteht  iiblicher  Weise  unter  jtjry  die  Auflösungs- 
intensität>  des  Paares  (xy);  um  sie  aus  den  beiden  Sterbe- 
kräften  der  verbundenen  Personen  zu  ermitteln,  känn  man 
von  der  evidenten  Gleichung  ausgehen 

^—P^y  =  qx  +  9'j  —  9^y 

Uxydt  =  Uxdt  +  flydt t(xf(ij{dt)' 

und  findet  unter  Vernachlässigung  des  letzten  Summanden 
als  unendlich  kleiner  Grösse  zweiter  Ordnung 

llxy  =  llx  +  II  y 

Unter  Beniitzung  des  Begriffes  des  Aujlösungsiniensität  känn 
man  das  gegenseitige  ITberlebenskapital  auch  schreiben 

Axy  =  I  11x^1. y+ie  "  dt. 


U3 

Ein  Vergleich  mit  dem  oben  gewonnenen  Versicherungswerte 

t 
_  r  —J'{i'x\t+<'>)dt 

Al=  I  uT^te  »  dt 

u 

zeigt  auf  das  deutlichste,  dass  der  Äbbati  des  Standes  der 
Aktiven  mit  einer  fingierten  »Intensität»  erfolgt,  deren  Wirkung 
ganz  analog  ist  der  »Auflösungsintensität  eines  Paares». 

Stellte  der  Versicherungswert:  ll^^I^^y],  wie  man  sah, 
gleichsam  einen  »Grenzfall»  vor  fiir  die  Zulässigkeit  der  Ana- 
logiebildung, indem  hier  wohl  noch  die  Form  und  damit  der 
mathematische  Wert,  nicht  mehr  aber  der  Begriff  des  Aus- 
gangswertes  in  das  Gebiet  der  Invaliditätsanvvartscbaften 
iibertragbar  war,  —  so  hört  die  Analogie  auch  rein  formål 
naturgemäss  ganz  auf,  wenn  man  zu  den  eingangs  angefiihr- 
ten  Invalidenrenten,  die  ja  durchwegs  »einseitige  tJberlebens- 
versicherungen  im  weiteren  Sinne»  darstellten,  nun  die  ent- 
sprechenden  »gegenseitigen»  Anspriiche  aufstellen  öder  wenn 
man  nach  den  »Umkehrungen»  jener  einseitigen  Anwart- 
schaften  suchen  wollte. 

Mit  dem  Wirksamwerden  der  reinen  Sterbliobkeitskraft 
des  Aktiven  tix  ist  begrifflich  jeder  weitere  Einfluss  der  In- 
validisierungskraft  i'x  abgeschnitten:  Es  is  daher  klar,  dass 
die  gesuchten  beiden  Ergänzungsgruppen,  also  die  gegenseiti- 
gen und  umgekehrten  Anwartschaften  7iur  dann  iiberhaupt 
noch  Versicherungswerte  {unter  anderem  Namen,  als  es  der 
Analogie  entsprechen  wiirde)  vorstellen  können,  falls  in  dem 
Zeitpunkte,  da  //"  wirksam  wird,  bloss  eine  einmalige  Kapi- 
ialauszahlung  f ätlig  wird. 

Unter  dieser  besonderen  Voraussetzung  ist  ja  das  weitere 
Schicksal  des  V ersicherten  ohne  Belang  filr  die  Versicherungs- 
leistung.  Darin  aber,  dass  diese  letztere  nun  nicht  mehr  an 
einen  mberlebenden  Partner  des  Paares»  sondern  bloss  an  Hin- 
terbliebene  des  aktiv  V  er  storbenen  erjolgen  känn,  liegt  gleich- 
zeitig  die  Begriindang  der  festgestellten  Tatsache,  dass  der 
auf  dem  Wege  formaler  Analogie  gewonnene  Versicherungs- 
wert nun  eine  Namensänderung  und  Begriff stvechsel  erfahren 
muss,  wenn  man  ihn  direkt  definieren  will. 
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Die  Korrelcitionen,  welche  zwischen  den  Barwerten  der 
Invalidenversicberung  und  jeiien  verl)undener  Lt-ben  beste- 
ben,  können  indessen  auch  bei  der  Analyse  eines  viel  weite- 
ren  Kreises  von  InvaHditätswerten,  als  er  bisber  betreten 
wurde,  sebr  wertvolle  Dienste  leisten. 

Man  gelangt  auf  diesem  Wege  beispielsweise  auch  fiir  die 
»ge7nischte7i  Anspriiche  Aktiven  zu  gescblossenen  analytischen 
Darstelhingsformen,  wie  im  folgenden  an  einigen  einfachen 
Beispielen  gezeigt  werden  soll. 

Bezeicbnet  man  die  lebenslänglicbo  »Leibrente»  eines  ge- 
genwärtig  x  jäbrigen  Aktiven  mit  ^"W,  wobei  die  Einklam- 
merung  darauf  hindeuten  soll,  dass  der  Anspruch  auf  den 
Rentenbezug  nicht  an  den  Zustand  der  Aktivität,  sondern 
lediglich  an  das  »Leben  des  Rentners  iiberbaupt»  gebunden 
ist,  so  känn  man  schreiben 

(a)  ~  a    ,        ai 

Clx  =  Clx    f-  Ox  , 

wobei  der  erste  Summand  die  »Aktivitäts-Rente»  vorstellt, 
zu  deren  Bezeichung  im  Hinblicke  auf  das  fiir  die  Leibrente 
des  Aktiven  gewäblte  Symbol  nun  also  der  einjache  Index 
»a»  geniigt.^     Man  hat  unmittelbar 

ax=     e  ^  dt 

o 

in  vollständiger  Analogie  zur  Verbindungsrente 

t 

axu=  I  e  o  dt, 

6' 


'  Der  Vorteil  dioser  Bozeichniingsweise  liegt  darin,  (la38  man  niin  die 
mohrfachen  Indizes  zur  Vcrfiigiing  heliält,  iim  dio  Aktivitätsverbindungs- 
rente  einor  Clnippe  zu  bezeiclinen,  in  welcher  sicl»  rnehrere  Aktive  befin- 
den.  So  wäro  a^ ^  beiapielavveis©  eine  Rönte,  gobundon  an  das  Hestelien 
der  Verbindung  [xyz)  uud  den  Aktiv  Zustand  der  beidcn  Personen  (x)  und  (y). 
—  —  Eino  prinzipielle  Symbolik  fiir  alle  (Iruppcn-Anwartschaften  werden 
wir  an  spiiterpr  Stelle  gobon  (Seite  I'>7  u.  H>H),  sie  wirtl  nuch  die  obigc»  Ver- 
oinbarung  umfnsscn. 
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insbesondere,    wenn    man  die  friiher  definierte  Aujlösungsin- 
tensität  des  Faares  {xy)  einfiihrt 


t 


axy=  I  e  "^  dt. 


o 


Fiir  die  lehenslängliche  Leibrente  eiiies  Aktiven  ergibt  sich  so- 
mit  die  Summe 


^"W  =      e  o  dt  ^   \  r,.+t  e  '>  al+fdt  = 


o  o 


t 

=  I  [l  +  t'.,+taUt\e  o  di. 


Ferner  wird  die  »kurze  Leibrente  des  Aktiven»  ^"nCix  darstell- 
bar  als  Summe  einer  kurzen  Aktivitätsrente  und  einer  tem- 
porären  Invalidenrente  des  Typus  II,  also  »aufhörenden  In- 
validenpension» a%. 

I  xn\ 

Der    gemischte    temporäre    Versicherungswert    erscheint 
dann  in  der  Form 


{n)        (1  ai 

nClx  —    nOx  +  Ci^—^ 

'"i«x=  I  e  °  f//  +   I  )'x+te  ^  n~tax+tdt 

b  o" 


^"]«a-=    I   [I   +    >:,+t  n-tOx+Åe    "  dt. 


Auf    ähnliche    Weise    gelangt  man  zur  der  »aufgeschobe- 
nen    Leibrente    des    Aktiven»   durch  Summation  einer  aufge- 

10  —  2)30:!.      Skandinavisk  Akiuarhtidshrift.    1920. 
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schobenen    Aktivitätsrento    iind    einer    nach  Tvpug  IT  aiifge- 
schobeiien  Invalidenrente  „  a^' . 


(a)  '<    ,  ( 

M  Öx  ==  „  CJj-  -T  „  (Ii 


-f{"i\t^'^)'i'        ^     -fy'At^'^)'t' 


'n^Or  -\  e'^  dt 


1  ''J-+/C  "  n-iaj.^tdt. 


u 


Man  beacbte  die  Verschiedenheit  der  unteren  Greiizen 
in  den  äusseren  Integrationen  beider  Sunirnanden,  derzufolgc 
die  Sumraation  hier  7A\  zvvei  typischen  Schhissintcgralen  fubrt. 
wenn  nian  noch  von  der  Relation  Gebrauch  macht,  dass  fiir 
alle  Zeitpunkte  nach  dem  Ablaufe  der  Aufsohubzeit  (also  fiir 
t>n)  die  Clleichheit  besteht 

/  (' 

n-t  (ix  +  l  ='-=  Clx  +  t  • 

Die  aufgeschobene  Leibrenie  des  Akliven  wird  dann 


+  I  ''x+/e  "  „-ta'j-+idt. 


Dabei  stellt  der  zweitc  Sumviand  in  ausscrordentiicii  an- 
schaulicher  Form  den  Barwert  der jen igen  Invalidenrenten 
dar,  deren  Fälligkeit  dureh  Invalidisierungen  innerhalb  von 
n  Jahren  begriindet  wird,  deren  Auszalilung  aber  erst  nach 
Ai)lanf  dieser  n  Jahre  beginnt  und  dann  h'benslänglich  dauert. 

Den  gleichcn  Ausdruck  känn  nian  als  Antwort  auf  die 
Frage  crhalten,  welclies  »Konekturglicd  >  die  beiden  praktisch 
wichtigsten  Tvpen  der  teniporären  Invalidenrenten  ineiiian- 
der  iiberfijhrt,  durch  welches  man  also  von  nOx  7A\  der  auf- 
hörenden  Tnvalidenpension:  a"^  komrat. 
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147 

In    diskontinuierlicher    Schreibvveise  besitzt  der  Barwert 
einer  »mit  n  Jahren  aufhörenden  Tnvalidenrente»  die  Form 

ai        "vlx+\Ri   +  t'^Zx+2^2  +  ■■■  +  v         lj;^n  —  lHn—l 

a_— 1  — , 

Avenn  man  unter  /^+;.  dic  ZabI  jener  Versicherten  versteht, 
welche,  von  den  im  Alter  x  als  Aktive  eingetretenen  Perso- 
nen Ix  stamraend,  im  Jahre  A  naoh  dem  Eintritte  invalid 
werden  und  das  Ende  des  Jahres  Å  als  Invalide  erleben;  an 
jeden  derselben  wird  in  diesem  Zeit punkte,  der  ja  identisch 
ist  mit  dem  Beginne  des  ?,  +  l''"^  Jahres,  ein  gewisser  Barwert 
von  Invalidenrenten,  die  Summe  i?;,  fällig. 

Die  Einfiihrung  der  diskontierten  Zahlen  Di  =  li-v'^  ergibt 


xn\ 


Djc;  +  ]ii,    +  Djr+oRi  +      ••    +  Dx^n-^l  Bx^n—\ 

Dl 


Fiir  die  Rentenbarwerte  i?;,  erhält  man  sofort 


ill  —    n—\^x 


R. 


i—2^x  +  2 


^l/. —    «— /.3.1-+/. 


R)i—\  —    l^x+n—1 


Es  ist  zweckmässig,  diese  immer  kiirzer  werdenden  Invali- 
denrenten als  Differenz  der  lebenslänglichen  und  je  um  ein 
Jahr  länger  aufgeschobenen  Renten  auszudriicken 

-fil  =  a.r  +  1  —  «— l<1x  +  l               il,  =  aa;  +  2  —  ,j_2  a^+o 
j)  i  i  Tt  *  * 

Dann  känn  man  fiir  den  Zähier  schreiben 


+  Di^2 

+  +  •  • 


a.-f  1  —  --— 


^x  +  2 


NU» 

DUx 


nu; 

DUi 


+ 


+ 


I4>s 


+   DUn-, 


'•^x  +  n-l 


+ 


+  X)l-+» 


Dabei  durfte  der  letzte  Summand,  dessen  Klammerwert 
[  ]  als  Differenz  gleicher  Grössen  identiscli  verschwindet,  hin- 
zugefiigt  werden. 

Niin  ergibt  aber  die  Summation  aller  positiven  Produkte 

n 

2'-  -£^+/.ai+/.  =  -Dx  «a"' 


iiiid  daher  dio  prinzipielle  Gleichung 

a^^=  n^'x — Korrektur  gli  cd. 

Man  känn  dieses  )^Oberfiihrungsglied».  das  den  Obergang 
vom  Typus  I  der  temporären  Tnvalidenrente  zu  Typus  II 
bewerkstelligt,  in  eine  einfache  algebraische  Form  bringen, 
wenn  man  sich  der  auch  sonst  in  der  Praxis  bäiifig  verwen- 

deten  Definition  von  ;.r  als  dem  Quotienten    ^  bedient,  wobei 

Vjc  der  »Sterbetafel  der  Invaliden»  entnommen  ist. 
Man  sieht  nämlich  sogleich,  dass 


7/.       .-     =    //.    .       =    7/-'/ 
lJx-^-i.  i.r+/.  , 


lind  daher  die  »aufliörcnde  Invalidenrente>  den  Wert  liat 


=  «a, 


"V'         " 


Die  kontimiicrliche  Schreibweise  ergibt  fiir  die  Differenz 
»«"'-<^  den  Wert: 
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-f{'".\t^'^)d>  '!  ~fUlt+'^)<i^ 


M'.r+-/e   "  cix+tdl—j  i',-+te  ^  ^i-fCix+tdt 


o  o 

t 


I  y.T+tax+t—  n-to'x^t\e  ^  dt  = 


o 

t 


-J  {f<x+t+<V'fi 

j  >'x-tte  o  n-tax+tdt 


und  damit  volle  ibereinstimmimg  mit  dem  oben  betrachte- 
tcn  zweiten  Summanden  in  der  letzteren  der  beiden  fur  n\ax 
aufgestellten  Gleichungen  (Seite  146).  Der  Grund  liegt  offen- 
bar  darin:  Dass  der  tJbergang  vom  Typus  I  zu  Typus  II 
der  n  Jahre  aufgeschobenen  Invalidenrente  durch  denselben 
numerischen  Wert  als  Summand  erfolgt,  welcher  als  Subtra- 
hend  die  n  jährige  temporäre  Invalidenrente  erster  in  die 
zvveiter  Art  iiberfiihrt.     Tatsächlich  gilt  immer 


t 

aa 


na%' ==  I   Vx^te.  "  n-tax+tdt  — 


o 


o  />/    na         ,\   ,,  n  /'/    aa      ,   ,\  ,, 

~J  {/•x+t+'V''t     .  ;'  -J  [!'x+t+'V''t 

i'x+te   '^  ax+(dt  +      )'xuC'  '^  n-tal+tdl 


o 
t 


oi  ai    ,      i  fl  „'        Ji 

r,  ax  =««x  +  I   y.r+te  "^  n-tax+tdt. 


Der  eben  ausgesprochene  Satz  känn  auch  folgendermas- 
sen  allgemein  bewiesen  werden,  indem  man  die  Korrektur- 
glieder  der  temporären  und  aufgeschobenen  Invalidenrenten 
mit  K  beziehungsweise  K'  bezeichnet 
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at  al  rr 

ni  ai  r" 

n  «.r    =  „  Or     +    A 


„ai        ,  (Il  a'     ,  (II     ,      I  fl  T'  \ 

^j-;71  +  " ^r  ""  »^-^  +  K «.f    ^  JA.  —  A ; . 

Zufolge  des  »Gesetzes  der  Summation»  ist  die  Summe  der 
linken  Seite  gleicliweitig  a°'  iind  dasselbc  gilt  von  den  bei- 
den  ersten  Summanden  der  rechten  Seite.   Aus  der  Gleichung 

a*  =  Ox  +  ;  A  —  A ; 

folgt  aber  tiotwendig  die  Gleichheit  der  beiden  Uberfiihrungs- 
glieder:  K' =  K.  t"'brigens  känn  man  das  »Korrekturglied'> 
anoh  bei  Zugrundelegung  des  oben  definierten  Quotienten 

,,   _/i 

'X 

kontinuierbch  darstellen;  es  ergeben  sicli  daiiti  die  Gleichungen 

ai  ni         -i»  x+ii     i  j  , 

fl 
A"  i' 

mOx   =/i«x    +  „        I    '/xJttdt. 

Dr    ^. 

In  diesem  Zusaramenbange  sel  darauf  aufmerksara  ge- 
macht,  dass  man  die  eben  betracliteten  Versicherungswcrtt- 
aucb  noch  auf  eine  ganz  andcro  Art  darstellen  känn,  wenn 
man  sicb  des  folgenden  Gedankenganges  beditnt,  der  als  die 
»KAAN'5CÄe  Zerlegung'}  bekannt  ist. 

Häiifig  ist  die  direkte  Ermittliing  von  Anwartscbafteii 
Akt  iver  voin  rechnerischen  Standpunkte  aus  leclit  umständ- 
licb  uiid  fiilnt  die  indirekle  Methode  rascher  zum  Ziele;  sie 
l)aut  sicli  auf  der  Möglichkeit  auf,  dass  man  den  gesamten 
Versicherungsanspruch  Ll  einer  boliebig  zusommengesetzten 
(Jruppe  von  Ix  Personen  zerlegen  känn  in  die  Anspriiche  der 
gegenwärtig    aktivcn    Mitglieder    doi     (Jmppe:     "^/.^    uiid    die 
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Anwartschaften  der  invaliden  Mitgliedcr  derselben  Si'.  Die 
Gleichung 

o  7   =  <"'o  /"  +  o*/' 

Jiefert  dann,  je  nachdem  man  die  gemisclite  Gruppe  der  lin- 
ken  Seite  als  Summe,  beziehungsweise  die  Invalidengruppe 
der  rechten  Seite  als  Differenz  ausdriiekt,  eine  der  beiden 
folgenden  Formeln  fiir  den  Ansprucli  des  Aktiven 

{'i)q       ('^    "^    Ixl^ix  Ix^-X  (y  ,        'xTf^      Qt  I 

Ix  I X 

öder 

(ff)Q        tX-iix  ((^  l'x}'ix  (yi        .       [xTfj  fä^ 

"X   —  a  ~  —x   -t-     „l--a;         —xJ. 

Ix  I X 

Auf    die    Leibrente    angewendet,  fiihrt  die  indirekte  Me- 
thode  daher  zu  der  Gleichung 

ji 

a,,  =  a.r  +    ,  [ox  —  ax) . 

'x 

Zerlegen    wir    nun  die  Leibrente  des  Aktiven  nach  zwei 
Gesichtspunkten:  Zunäcbst  quantitativ,  durch 

(a)        (o)  (a) 

Ox  —    9)0 X  +    n  Ox  ', 

dann  qualitativ,  indem  wir  in  jedem  Teilbarwerte  die  Inva- 
liditätsanvvartschaft  (im  engeren  Sinne)  von  der  Aktivitäts- 
rente  isolieren: 

ji 

(a)        a    .        ai     \     ^  (  M 

nOx  — •   nOx  "t"  ^x/Tl  —    "^-^    '     lä  ^  ''^^'■'^  nOx' 


]' 

(a)        (1     ,  ut  _L    'a;/  t  \ 

n  Ox  —  n  Ox  ~r  n  (^x   —  n  Ox  ^^  T^  \nOx         n  Ox'  • 

1 
ix 

Wir    gewinnen    so    auf    indirektem    Wege    den  Wert  der 
aufhörenden  Invalidenpension 


1Ö2 

fil  a     ,     'X  I  II 

<-x 

lind    ebenso    als  eine  indirekte  Darsteliung  der  aufgeschobe- 
nen  Invalidenrente  des  Typus  II  die  Gleichung 

/' 

a^ Il    .     ''X  I  t  \ 

n  ^x   —    nCtx         ;i  Clx  "r    ^  » »i  "x         ii  Ox  I  • 

'  r 


AbIobeiisaiispriiclH'. 

Auch  die  »Ablebensanspriiche  nach  Aktiven»)  lassen  sicii 
in  geschlossener  analytischer  Form  darstellen,  wenn  man  die 
formelle  Aiiseinanderhaltung  der  Invalidisierungskraft  und 
reinen  Sterbekraft  des  aktiven  Individuums  zulässt. 

Die  Versicherung  auf  den  »Todesfall  iiberhaupt»  känn 
von  diesem  Gesichtspunkte  aus  als  die  Rcsultierende  zweier 
Teilbarwerte  betrachtet  werden,  welche  den  beiden  Möglich- 
keiten^  entsprechen,  dass  das  Ableben  im  Zustande  der  Ak- 
ti vität  öder  nacli  vorangegangener  Inval idisieriing  erfolgt 


ganz  analog  wie  mit 


'■^A.^'Al--'A[ 


^xy  —  ^^xij  "T  Axy 


eine  Zerlegung  der  »Versicherung  auf  den  leizten  Tod»  eines 
Paares  definiert  ist. 

Beim  crsten  Summanden  liegt  nun  der  in  anderem  Zu- 
sammenhange  angekiindigte  Fall  vor,  dass  man  bei  der  (ber- 
tragung  zweier  verschiedener  Versicherungswerte  aus  dem  (ie- 
biete  der  cigcntlichen  tTberlebensversicherungen  zii  derselben 
Anivartschaft  eines  Aktiven  gelangt;  bei  d(^m  Barwerte  'Ar 
handelt  es  sich  nämlich  um  einen  Grenzfall,  welcher  zwei 
Auf  fassungen  gestattet. 

Wir  fanden   liereits  auf  Seite   140  u.    141 

'  Dor  Kull  dor  licni^t ivieriing  ist  nuch  liior  wiodor  luisgesclialtet. 


i5y 
t 


'Ax  =  I  fix+te  o  dt 


o 
als  rein  formales  Gegenstiick  zu  dem  Werte 


^x!i=  I  ."2/+^e  o  dt. 


Nun  sollte,  —  vorausgesetzt  natiirlich,  die  obigen  beiden 
Zerlegungen  von  '"^Ja:  und  Ä^j  seien  wirklich  analogen  Wesens, 
—  "A^''  als  Gegenstiick  des  Barwertes  Aly  fungieren. 

Indessen  bestätigt  eine  kurze  Uberlegung,  dass  man  tat- 
sächlich  denselhen  Versichernngswert  erhalten  muss,  wenn 
man  rein  formål  die  Analogie  biidet  zu 

t 

-^h  =  j  ity+te  °  Ax+tdt. 

o 

Denn  in  dem  Momente  des  Wirksamwerdens  von  fix 
stirbt  der  Aktive;  der  Todesfall  als  Aktiver  stellt  aber  im 
Sinne  der  bisherigen  Auffassung  eines  Verbindungscharakters 
des  Aktivitätszustandes  nun  die  zeitliche  Koinzidenz  der  Ans- 
scheidejälle  heider  Partner  des  Paares  vor.  Daher  wird  in 
dem  korrespondierenden  Falle  des  Invaliditätswertes  il^[^x^] 
fiir  Tr[^a;+/]  hier  schon  die  volle  Einheit  fällig  werden  und 
es  ist  also 

p  -/(,,«;,  +  , i)  rf^ 

W\A%\^     u%te  ''  .\.dl. 

Somit  ist  wirklich 

-A':,^W[Axlj]-W[Aly-\, 
wie  zu  beweisen  war. 
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Geben    wir  /muck  /ur  Zerleguug  der  geniischten  Todes- 
fallsversicherung 


'")  J      _  -'    i"   ^   -    1"' 

deren  crsten  Teilbarwcrt  wir  als  Korrelat  zu  A-x,/  erkanut 
haben. 

Der  /.weite  Summand  ^A"J  stellt  gemäss  der  Vorausset- 
zung  den  Wert  einer  Todesfallversicberung  vor,  welcbe  nur 
unter  der  Bedingung  zur  Auszahlung  gelangt,  dass  der  jetzt 
X  jäbrige  Aktive  als  Invalider  stirbt. 

!Man  sieht  unmittelbar 

-A"J  -      y.^te  "  A'r^,dt 


in    voller   Ubereinstimmung  mit  dem  Gegenstiicko  unter  den 
Tberlebensversicberungen 

iix+ie  °  Ay+idt. 


Daher  sind  wir  berechtigt,  die  formelie  Zusammensetzung 
der  Anwartschaft  mtf  den  »leizten  Todesfall  eines  Paares» 

Ax;/  =  -"i JU  "T     •''Jr;/ 

als    die    Analogie  anzuseben  fiii"  den  Aufbau  der  Todesfallver- 
sichernng  eines  Aktiven. 

Nacb  dem  vorangehenden  gilt  die  Gleicbung 


^'Ux-      >i'r,>e  '•  .1..// 


+     /    'V  +  rf     '  A!r,,d( 

o 
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und  die  »Todesfallversichcrung  des  Aktiven»  erscheint  schliess- 
lich  in  der  Form 

""^.==  \bi%i  +  r.^tA',^t]e  ''  dt. 

o 

Vergleicht  man  den  hier  gewonnenen  analytischen  Wert 
des  >>Invaliden-Sterbekapitals> 


2    fdi 


-f{4%^'^)"' 


ö 
mit  dem  friiher  entwickelten  »Tnvalidenkapital» 

AV=      v.^e  ^  dt, 


so  liegt  ein  Unterschied  lediglich  in  der  Belastung  des  Ver- 
sicherers  durch  den  Invaliditätscintritt:  Während  im  lelzte- 
ren  Falle  die  volle  Versicherungssumme  sofort  ausgefolgt 
werden  muss,  wird  im  ersteren  bloss  der  Barwert  auf  die 
Invalidentodesfallversicberung  A^x-\-t  fällig;  die  Kapitalsaus- 
zahlung  ist  eben  auf  den  Todespunkt  des  Invaliden  binaus- 
geschoben. 

Dieser    Verlegung    des    Auszahlungstermines    auf    einen 
späteren  Zeitpunkt  entspricbt  die  Ungleichung 

welche  nach  beiderseitiger  Addition  des  Wertes  ^Ax  mit  Riick- 
sicht  auf  die  beiden  Gleicbungen 

AV  +  ^A",  =  Al 


IT)  G 
zu  der  iiencn  Ungleichung  fiihrt: 

Die  Richtigkeit  derselbeii  leuclitet  unmittelbar  ein;  des- 
gleichen  bestätigt  man  sofort  die  Ciltigkeit  von 

denn  die  Werte  der  linken  Seiten  sind  alle  als  Teil-Banverle 
in  den  Anwartschaften  der  rechten  Seiten  entbalten. 
Es  ist  interessant,  aus  der  erwiesenen  Relation 

zwei  formelle  Konsequenzen  zu  ziehen,  welche  zunäcbst  iiber- 
raschend  scbeinen. 

I.  A'^=W[A.y]=W[A'^y  +  A4]=W[A^y]  t   \V[AJ,] 

unter  Einfiibrung  der  obigen  gleicbwertigen  Analogiegestalt 
an  die  Stelle  des  zweiten  Summanden  ergibt  sicb  als  Fort- 
setzung  der  Oleichheiten 

=  W[A',,,\+  W\Aiy]=W[A!ry  -f  A4]  =  W[Äa:l 

II.  ^"\4,=  W\A,J-  \V[Aly  +  J4l=  W[A%]  +  W\'A4] 
und  wird  diircb  die  reziproke  Substitution 

=  W\A4\  +  W\A4]=-W[A4  +  J4l==  W[A,j\. 

Diese  beiden  Resultate  machen  auf  (1(mi  ersten  Anblick 
(inen  paradoxen  Eindruck,  erklären  sich  aber  widerspruchs- 
frei  aus  den  getroffenen  (Jrnndannahmen,  denen  zufolge  die 
beiden  Parteien  unscrer  jingierten  Doppelverbindimg  in  eineni 
festen  gegenseitigen  öder  genauer  *>eivseitig€ii  Ahhängigkeiis- 
verhällnisse»  st eben . 
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Der  Charakter  dieser  Gebundenheit  möge  unter  Zuhilfe- 
nahme  einfacher  geometrischer  Begrijfe,  in  denen  er  sich 
gleichzeitig  exakt  und  sehr  anschaidich  ausprägt,  untersucht 
werden. 

Ein  Bereich  {y)  sei  definiert  als  die  Gesamtheit  aller 
Punkte  eirier  Ebene,  welche  innerhalb  einer  geschlossenen 
Kurve  y  liegen;  die  Punkte  der  Grenzkurve  selbst  seien  nicht 
mehr  zum  Bereiche  gehörig.  Dieses  Gebiet  {y)  enihalte  als 
l^eil-Gebiet  den  Aktivitäts-Bereich  (ar),  der  definiert  sei  als 
das  Stiick  der  Ebene  im  Tnnern  der  geschlossenen  Kurve  x; 
wiederum  sei  die  Grenzkiirve  selhst  nicht  meJir  Bestandteil  des 
durch  sie  definierten  Bereiches. 

Die  beiden  Grenzkurven  y  und  x  seien  längs  des  Kurveii- 
stiickes  PQR  ideniisch  zu  sammen  jallend;  i  ra  iibrigen  aber 
rauss  X  notwendiger  Weise  innerhalb  des  Bereiches  {y)  ver- 
laufen,  wenn  die  Grenzkurve  x  einen  »Teilbereich»  von  {y) 
umschliessen  soll.  Wir  können  die  eben  ausgesprochenen 
Konstruktionsbedingungen  formell  durch  die  folgenden  vier 
Definitionsbestimm  ungen  1  festlegen 

I.  •  •  .   {y)-]y[ 

II.  ...    {x)=^-\x[ 

III.  .    .    .     {x)l{y) 

IV.  .    .  ^PQE     yPQR. 

Der  Zweck  dieser  Begriffsbildung  wird  sich  im  folgenden 
erweisen;  sie  fiihrt  zu  grosser  Anschaulichkeit  und  Klarheit 
des  uns  hier  beschäftigenden  Problems,  insbesondere  dann, 
wenn  man  die  Vereinharung  trifft,  den  Definitionen  I  und  II 
volle  Selbständigkeit  zu  geben,  soweit  dies  ohne  Widerspruch 
zur  Ungleichung  III  möglich  ist:  Stellt  man  sich  beispiels- 
vveise  vor,  dass  das  engere  Gebiet  (x)  gleichsam  durch  ein 
zweites  FlächensiiicJc  gebildet  werde,  welcbes  auf  die  Grund- 
Ebene  aufgelegt  worden  sei,  dann  hat  man  hiermit  ein  sehr 
klares  geometrisches  Symbol  fiir  die  den  bisherigen  Betrach- 
tungen  zu  Grunde  gelegte  Auffassung  des  Begriffes  »Aktives 


^  Die  Zei(!hen  ]  [  sollen  die  Bereiche  (x)  und  (y)  als  iwffene  Bereiche^ 
charakterisieren;  die  Verdoppeliing  des  Ungleichheitszeichens  ^  soll  zum 
Ausdrucke  bringen,  dass  der  Bereich  (a;)  nicht  nur  kleiner  ist  als  (y),  son- 
dern  als  desseri  Teilbereich  in  letzterem  vollständig  enlhalten  ist. 
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Individuura»  als  einer  Verbindung  zu  zweien.  dercn  Partner 
voneinander  nacli  bestimmten  Gfsetzen  abhängig  sind. 

Der  Lebensverlauf  eines  Versicherten  soi  nun  in  der 
Ebene  der  Bereiche  (x)  und  (y)  durcb  eine  zusammenliängende 
Kurve  veranschaulicbt  und  zwar  so,  dass  deren  Form  durcb 
gewisse  zeitUch-cjesnndheitliche  '  Masse  bestimmt  sfi. 

Uber  die  Art  der  Massbestimmung  selbst  soll  aber  an 
dieser  Stelle  keine  andere  Voraussetzung  gemacht  werden, 
als  dass  alle  Vereinbarungen  getroffen  eeien,  auf  Grund  de- 
ren jedern  beliebigen  Zeitpunkte  innerbalb  der  Versichenings- 
dauer  cin  heslimmter  Punkt  der  Individnalkurve  zugeordnet 
ist,  während  nicht  'jeforderl  wird,  dass  die  Eindentigkeit  nm- 
kehrbar  sei. 

Eine  kurze  tiberlegung  zeigt,  dass  eine  derartig  definierte 
Kurve  geeignet  ist,  den  Lebensverlauf  eines  Individuums 
von  dem  speziellen  Standpunkte  aus  darzustellen,  welcher 
flir  die  Versicherung  in  Betracbt  kommt.  Hat  man  näni- 
lich  die  Konstruktionsbestimmungen  entsprechend  gewäblt. 
so  ist  jede  so  gewonnene  Lebenskurve  im  Prinzip  eine  »Wer- 
tnngskurve  des  Versicherten'>  vom  Gesichtspunkte  des  Ver- 
sicberers  aus. 


Figur 


'  Der  Bogriff  Gesundlicit  ist  }iier  von  einem  nuiglnht-t  objckliven  Stni.cl- 
piinkte  aus  zu  fassen.  Auch  der  medizinisclie  Uiiifang  desselben  wäro  iu 
der  Rogel  noch  zu  ong,  da  er  das  Moment  einer  dauernden  äusseren  Gf- 
falirerhöhung  unberiicks.clit igt  lä^st,  welolics  ja  fiir  die  Wertung-  eines 
Vf>rnich('rten  entsclieidende  Hi-fleiitunp  bcsitzt. 
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Es  sei  E  der  Eintrittspunkt  eines  Versicherten ;  er  ge- 
hört  dem  Bereiche  {x)  an,  falls  der  Eintretende  aktiv  ist. 
Die  Wertungskurve  verläuft  nun,  solange  der  Versicherte 
aktiv  bleibt,  dauernd  innerhalb  der  Doppelfläche  (x):  daher 
känn  jeder  Punkt  von  5  während  der  Aktivitätsdauer  als 
Doppelpimkt  angesehcn  werden,  insofern  er  gleicJizeitig  dem 
Gebiete  (x)  und  dem  Gebieie  (y)  angehört. 

Wird  der  Versicherte  invalid,  so  verlässt  i"  die  Doppel- 
fläche, ohne  aber  dabei  aus  dem  Bereiche  [y)  auszutreten: 
Der  Eintrilt  der  Invalidität  ist  also  charakterisiert  diirch  einen 
Punkt  /  der  Grenzkurve  x,  welcher  ausserhalb  jenes  Kurven- 
stiickes  liegt,  das  beiden  Grenzkurven  gemeinsam  ist  {PQR).^ 

Es  ist  klar,  dass  die  Wertungskurve  i'  in  den  Bereich 
der  Doppelfläche  nicht  mehr  zuriickkehren  känn,  falls  man  — 
wie  dies  hier  immer  geschehen  —  von  dem  Falle  der  Reak- 
tivierung  Abstand  nimmt.  Vielmehr  verläuft  i'  gemäss  den 
vereinbarten  Gesichtspunkten  in  bestimmter  Gestalt  inner- 
halb des  »einfachen  Gebietes»  von  (?/),  solarge  der  Invalide 
lebt,  und  schliesst  mit  dem  Todespunkte  T\  welcher  auf  y 
liegt,  doch  ausserhalb  des  auch  der  Grenzkurve  x  angehören- 
den  Stuckes  PQR.^ 

Der  in  Figur  »D')  eingezeichnete  Typus  >>n>  einer  Indivi- 
duallinie  stellt  die  Wertungskurve  eines  Versicherten  vor. 
der  als  Akliver  stirht.  Hier  sind  alle  Punkte  der  Lebens- 
kurve  Doppelpunkte  im  obigen  Sinne,  der  Todes-Punkt  T° 
liegt  auf  dem  laut  Definition  III  beiden  Grenzkurven  ge- 
meinsamen    Teile   (mit  Einschluss  der  Endpunkte  P  und  Q). 

Legt  man  diese  geometrischen  Begriffe  den  vorangegan- 
genen  Uberlegungen  zu  Grunde,  so  erhalten  die  beiden  for- 
mellen Schlussfolgerungen,  welche  sich  aus  der  Gleichung 

W[A,l\=W[Ä%] 

ergeben  hatten,  einen  sehr  deutlichen  Sinn.     Man  känn  jetzt 
tatsächlich  sägen,  dass  die  beiden  Gleichungen  gelten  : 

'  Auch  die  Endpunkte  P  und  Q  sind  daher  als  Invalidisierungspunkte 
ausgesch lössen ! 

■^  P  und  Q  können  also  auch  keine  Todespunkte  Invalider  vorstellen; 
sia  können  niir  Endpunkte  von  Individualkuiven  des  Typ  r,  sein. 


A"  =  W[As\  lind  '"'J^^  W'|..4j. 

Die  erste  Gleichung  beinhaltet  nämlich,  dass  keiii  Punkt 
ausserhalb  des  Bereiclies  (x)  dem  Zustande  der  Aktivität  cnt- 
spricht,  während  die  zweite  Gleichung  aussagt,  dass  kein 
Punkt  ausserhalb  des  Gebietes  (?/)  einen  Lebensjninkl  dar- 
stellen  känn. 

Es  folgt  iibrigens  die  xweite  Gleichung  unmitlelbar  aus 
der  Giltigkeit  der  ersteren,  wie  folgender  Zusamraenhangzeigt: 

'"U,=  ]VlA.,]=W[A.,.  +  A,-A,y] 
=  #U.l-  W[Ay]-W[A.,'\; 
nimmt  man  nun  die  Giltigkeit  der  Relation 

A"r=W[A,,\=  W\A,] 

als  gegében  an,  so  reduziort  sich  obige  algebraische  Summe  auf 
den  mittleren  Summanden  und  die  Gleichung  daher  auf  die- 
selbe   Form 


(n) 


A,=  W[A,], 


wie  wir  sie  friiher  auf  anderem  Wege  erhalten  hatten. 

Anhand  der  geometriischen  Darstellung  ergibt  sich  unter  an- 
derem auch  folgende  Konsequenz.  Die  >>Uberlebensversicherung 
im  weiteren  Sinne»  irf.4.r(/l  wird  fällig,  wenn  die  Wertungs- 
kurve  »|»  aus  dem  Doppelbereiche  {x)  in  das  einfache  Teil- 
gebiet  von  {y)  iibergeht.  Die  »Umkehrung*>,  also  der  Begriff 
des  Versicherungswertes  ir[^j.^J  niusste  folgerichtig  lauten : 
Versicherung  auf  den  Fall,  dass  irgend  eine  Wertungskurve 
(Typus  ?)  den  Bereich  (y)  verlässt,  ohne  aber  aus  dem  Be- 
reiche  {x)  auszutreten. 

Gemäss  den  getroffenen  geometrischen  Voraussetzungon 
gibt  es  aber  keinen  Punkt  ausserhalb  des  Gebietes  (v),  welcher 
dem  Bereiche  {x)  angehören  känn,  der  ja  laut  Definition  III 
ein  Teilgebiet  von  (//)  ist. 


I 
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Damit  ist  hier  eine  anschauliche  Bestätigung  fiir  die 
friiher  aufgestellte  Behauptung  gegeben,  dass  die  »Umkehrung» 
der  einseitigen  Invaliditätsversicherung 

—  unbeschadet  der  Existenzmöglichkeit  des  korrelativen  ver- 
sieherungstechnischen   Wertes  —  als  Begriff  unmöglich  ist. 

Auch  in  den  iibrigen  Grenzfällen  ist  es  zweckmässig,  auf 
die  geometrische  Symbolik  iiberzugehen,  um  iiber  das  gegen- 
seitige  Verhältnis  der  beiden  fingierten  Partner,  —  die  nach 
unserer  Grundhypothese  in  dem  aktiven  Individuum  ver- 
einigt  sind  —  volle  Klarheit  zu  erhalten. 

Der  oben  gegebene  Begriff  der  »Wertungskurve»  ist  aber 
auch  geeignet,  eine  Eeihe  feinerer  Prohleme  der  Invaliden- 
versicherung  anschaulicb  wiederzugeben;  es  sei  hier  indes- 
sen  bloss  auf  einige  auffallende  Relationen  in  der  Figur  »D» 
hingewiesen. 

Die  erste  Randannäherung  der  Kurve  i  känn  Ausdruck 
einer  schweren  Erkrankung  sein,  die  indessen  vom  noch 
aktiven  Versichterten  vollständig  iiberwunden  wurde;  das 
Abbiegen  des  SchlussstiJckes  (derselben  Wertungskurve)  von 
der  Randlinie  y,  an  welclie  sie  sich  nach  dem  Invaliditäts- 
eintritte  /  bereits  stark  angenähert  hat,  känn  die  geome- 
trische Äusserung  dafiir  sein,  dass  der  Invalide  unter  dem 
Einflusse  sachgemässer  ärztlicher  Behandlung  eine  Verlänge- 
rung  seines  restlichen  Lebens  erfahren  hat,  in  demselben 
Masse,  als  die  abgelenkte  Lebens-Schlusskurve  ibren  Todes- 
punkt  T*  erst  in  einem  späteren  Zeitpunkte  erreicht  hat.^ 

Die    Wertungskurve    »/y»    weist    in    ihrem  Mittelteile  auf 


^  Es  sei  ausdriicklich  bemerkt,  dass  eine  derartige  Schlussvveise  nicht 
zwingend  zu  sein  brauclit.  Die  Länge  der  Wertungskurve  muss  nämlich 
durchaus  nichfc  in  einfaclier  Proportion  stehen  zu  der  Länge  jenes  Lebens- 
abschnittes  des  Versicherten,  den  sie  vom  Standpunkte  des  Versicherers 
charakterisiert.  Dies  folgt  schon  aus  der  Bemerkung,  dass  zvvar  jedem 
Lebenspunkte  nur  ein  einziger  Kurvenpunkt  entsprechen  soU,  die  eindeu- 
tige  Umkehrung  aber  nicht  gefordert  ist.  In  der  vorHegenden  Frage  ist 
es  wesentlich,  auf  welche  Weise  das  zeitliche  Aloment  in  die  Bestimmungen 
zur  Konstruktion  der  Wertungskurven  einbezogen  worden  ist. 

Indessen  känn  man  sich  sehr  wohl  vorstellen,  dass  man  derartige 
Vereinbarungen  getroffen  hat,  dass  der  objektive  Zeitverlauf  in  der  Länge 
der  Individualkurven  irgendwie  zum  Ausdrucke  gelangt  —  wenn  auch 
nicht  in  der  primitiven  Form  l  =  K.t  —  und  dass  semit  obige  Schluss- 
weise  iiber  die  Gestalt  der  Kurve  f  in  Figur  D  zulässig  ist. 

11  — 20J03.     Sktindinainsk  Alduarietidskritt.    1920. 
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prinzipiell  erhöhte  Invalidengefahr  hin,  wie  sie  etwa  dadDrch 
liervorgerufen  werden  känn,  dass  der  Versicherte  eine  ge- 
wisse  Zeit  hindurch  einen  gefährdeten  Benif  ausiibt.  Dage- 
gen entsprechen  die  Wertungskurven  i'  und  //  Versicherten, 
welche  während  ihrer  gesamten  Versicherungszeit^  in  gestei- 
gerter  Oefahr  stehcn;  während  nämlicli  i"  einen  Versicherten 
mit  »erhöhter  Gejahren-Klasse*>  charakterisiert,  känn  >/  als  die 
Wertungskurve  eines  »ininderwertigen»  aktiven  Lebens  ange- 
sehen  werden.^ 

In  diesem  Zusammenhange  seien  schHesslicli  noch  einige 
allgeraeine  Uberlegungen  beziiglich  der  Kurventypen  |,  rj 
angestelit. 

Jeder  objektive  Zeitmoment  definiert  auf  der  Lebens- 
kurve  eines  beliebig  herausgegriffenen  Versicherten  eindeutig 
einen  bestimmten  Punkt  innerhalb  des  Bereiches  (?/).  Die 
Gesamtheit  der  jeweils  gleichzeitig  Lebenden  ist  also  in  nn- 
seren  geometrischen  Hilfsbegriffen  eine  endliche  Punktraenge 
itn  Gebiete  (y).  Betrachten  wir  nun  von  derselben  bloss 
die  gleichzeitig  dem  Bereiche  (x)  angehörenden  Punkte  — 
ihre  Gesamt-Zahl  sei  "^{1)  — ,  so  definieren  dieselben  die  Ge- 
samtheit der  Aktiven  in  einem  objektiv  festgelegten  Zeit- 
punkte.     Wir  sind  somit  zu  der  Gleichstellung  berechtigt: 


2-^S  =  ^^f 


U) 


Von  jedem  Punkte  der  Menge  "^[{t)  geht  nun  aber  eine 
individuell  ganz  bestimmte  Wertungskurve  aus,  iiber  deren 
Charakter  folgender  Satz  gezeigt  werden  soll: 

Durch  die  Zuordnung  jedes  Punktes  aus  der  Menge  ?((<) 
zu  einer  der  Typen  »i»  öder  »»^»  ist  eine  exakle  Zerhgung  der 
Gesamtheit  aller  gleichzeitigen  Aktiven  gegeben.  Der  Beweis 
stiitzt  sich  auf  die  Erfahrungstatsache,  dass  der  Tod  fiir 
jeden  Mcnschen  Gewissheit  besitzt,  dass  daher  jede  Indivi- 
dualkurve  friiher  odcr  später  aus  dem  Bereiche  (//)  austritt 
und  in  einem  Punkte  der  Grenzkurve  y  endet.  Wegen  De- 
finition 111 


'  Genauer  gesagt:  Lebenszeit  nacli  dem  Versiclicrungsabsclilusso. 
"  Typus      'f»    ist    die    Wertungskurve    eines    \'ersicherten,  der  bereits 
bcim   Vertragsabschlusse  invnlid  war  [K*]. 
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muss  also  jede  beliebig  herausgegriffene  Wertiingskurve  eines 
Aktiven  schon  voiher  öder  mindesten  gleichzeitig  den  Dop- 
pelbereich  (x)  verlassen  und  zu  einem  Punkte  der  Grenz- 
kurve  x  fiihren.  Nun  ist  aber  dieser  »Aiistrittspunkt  aus 
dem  Aktivitätsbereiche»  der  sirengen  AUetmative  unterworien: 
Dass  er  entweder  auf  PQR  liegt,  wobei  die  Endpunkte  ein- 
geschlossen  sind,  —  öder  dass  er  auf  diesem  Kurvenstiicke 
nicht  liegt.  Die  Entscheidung  dieser  Alternative  aber  liefert 
tatsächlich  einen  vollständigen  »Schnitt»  der  Gesamtheit  Ak- 
tiver. 

Man  erkennt  sogleich,  dass  der  durcb  die  Kurventypen 
I  und  r^  definierte  Schnitt  der  Aktivengesamtheit  in  seinem 
Wesen  identisch  ist  mit  jener  Zerlegung  des  Standes  der  Ak- 
tiven, welche  vvir  aus  unserer  Ausgangsgleichung  gewinnen 
können,  aus  der  vvir  die  »Karupsche  Differentialgleichung» 
abgeleitet  haben: 

CO—X  a — X 

o  O 

weil  nämlich  ibre  Giltigkeit  fiir  jede  Altersklasse  evident  ist, 
erhalten  wir  durch  Summierung  iiber  alle  vorkommenden 
Alter 

fO  (O        CO — X  CO        OJ — X 

o  0  0  0  0 

Die  linke  Seite  dieser  Gleicbung  haben  wir  bereits  geo- 
metrisch  interpretiert  und  als  äquivalent  zu  der  begrenzten 
Punktmenge  %t)  gefunden. 

Eine  kurze  Uberlegung  zeigt,  dass  der  erste  Summand 
der  rechten  Seite  die  Anzahl  jener  Wertungskurven  angibt, 
welche  von  einem  Punkte  der  Menge  9((;)  ausgehen  und  den 
Typus  »Jj»  besitzen;  bezeichnen  wir  die  Zahl  dieser  Kurven 
mit  Z,j,  so  ergibt  sich 

CO       CO— v 

^x  2iVdx  +  v  =  Z,,. 
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Desgleichen  erkentien  wir  die  Äquivalenz 

o       o 

wobei  Z^  die  Zahl  der  Wertungskurven  des  Typus  »i»  an- 
gibt,  welche  von  der  Punktmeiige  ?((/)  aiisgehen.  Hiermit  ist 
aber  die  Identität  der  beiden  Schnitte  bestätigt. 

Selbstverständlich  känn  die  Zuerkennung  eines  bestimm- 
ten  Typus  fiir  eine  Individuallinie  im  allgemeinen^  bloss  a 
posteriori,  nämlich  nach  ilirem  Austritte  aus  dem  Bereiche 
(.T)'  erfolgen,  wie  es  ja  auch  unraöglich  ist,  einen  bestimm- 
ten  Versicherten  aus  der  Gesamtheit  l^  von  vornherein  einer 
der  beiden  Teilgruppen  auf  der  recliten  Seite  der  Ausgangs- 
gleichung  zuzuordnen:  Erst  die  Ait  seines  Ausscheidens  aus 
dem  Verbande  der  Aktiven  entscheidet  dariiber. 


Aiiw.artsehafteii  von  rersoiiengruppeii. 

Es  bietet  keine  Schwierigkeit,  in  der  geraden  Fortset- 
zung  des  eingeschlagenen  Weges  zur  Analyse  komplizierterer 
Invaliditätswerte  iiberzugehen,  indem  man  die  hisherigen 
I  beiiegungeri    von    v  er  sel  ii  ed  enen   Gesiditspunkten  aus  ericeitert. 

Der  naheliegendste  Schritt  ist  wohl  die  Einbeziehung 
anderer  begiinstigter  Personen,  also  die  Betrachtung  »ver- 
bundener  Leben»  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortcs. 

Sollen  dabei  die  neu-hinzutretenden*  Personen  zunächst 
ledigliol)  beziiglieh  des  »Lebens»,  das  heisst  ohne  Riicksicht 
auf  Invaliditätserscheinungen  betrachtet  werden,  so  ergibt 
sich  die  Möglichkeit  folgender  analytischer  Behandlung  fiir 
alle  hierher  gehörenden  Versicherungswerte, 


'  liiegfc  der  Eintrittapunkt  ausserlialb  des  Bereicbes  {x)  —  Versiche- 
ning  piiics  Invaliden  — ,  dann  besteht  allerdings  kein  Zweifel,  dass  die 
Kurve  don  Typns  »-5»  haben  muss,  solango  man  don  Fall  einer  Reaktivie- 
ning  ausschliosst. 

Wiinscht  mun  aber  die3o  Mciglichkoit  zii  beriicksiclitigen,  so  knnn /erfr 
Lebenskurve  erst  dann  cbarakterisiert  werden,  wonn  sio  die  Grenzknrvo 
y  erreicht  hat. 

'  Zu  dem  bisher  aiisscbliesslich  als  l']inzelversicherten  botraehtcten 
»Aktiven». 
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Prinzip : 

Der  Aktive  stellt  ivie  bisher  eine  Verbindung  zu  zweien  im 
weiteren  Sinne  vor,  deren  Rang  durch  jede  neu  hinzutretende 
Person  um  die  Einheit  erhöht  ivird. 

Die  lebenslänglicbe  »  Aktivitätsverbindungsrente»  Qxyz  bei- 
spielsvveise  erscheint  so  in  der  Gestalt 


aåys  =  j  e  '^  dt 


und  damit  im  Aufbau  ilbereinstimmend  mit  einer  Verbindungs- 
rente  von  vier  gleichwertigen  Personen  aus  der  gemischten 
Versichertenklasse  : 

t 

ciabcd  =  \  e  ^  dt; 

ö 

denn  tatsäcblicb  gilt  ja 

fla+f,b+f,c-\-t-  •  •  =  fa+t  +  !-lb  +  t    ^  ,^'c+t  +   "  ■  " 

Die  Richtigkeit  dieser  Gleicbung  könnte  auf  äbnlicbe 
Art  bewiesen  werden,  wie  es  bereits  im  vorbergebenden  fiir 
eine  Verbindung  zu  zweien  geschehen  ist  (Seite  142),  ergibt 
sich    aber    aucb    unmittelbar    aus  der  Definition  der  Sterbe- 

kraft  ,«a;  =  —  J—J'  ^^'^  ^^^  Gleicbung  flir  die  »Uberlebenden- 
Zahlen»  einer  Verbindung 

'a, b, c-  •  ■   ^^  l/a  •  ^b  •  f-c  •  •  • 

Die  logarithmiscbe  Differentiation  und  Umkebrung  aller  Vor- 
zeicben  ergibt  unmittelbar  den  Wert  der  Aiijlösungsintensität 
einer  höheren  Verbindung  in  der  Form 

fla,b,c-  ■  ■  =  Ila  +  i'b  +  /'c  +  •  ■  • 


\ 
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Wir  diirfen  also  insbesondere  im  obigen  Beispiele  setzen 

a%i  =  W  [aabcd\ 

und  finden  damit  den  formellen  Ausdruck  des  aufgestellten 
Prinzipes  in  seiner  Anwendung  aiif  die  Aktivitätsverbindungs- 
rente;  bei  der  Bezeichnung  derselben  wurde  von  einem  all- 
gemein  iiblichen  I  hereinkommen  Gebrauch  gemaclit,  dem  zu- 
folge  ein/.elstehende  Indizes  »a'>  öder  w  lediglich  den  Zu- 
stand  der  erstgenannten  Person  des  Suffixes  cliarakterisieren; 
diese  Verinbarung  wird  in  der  Folge  auch  bei  Versicherungs- 
werten  vorausgesetzt,  welche  irgend  welche  Anwartsciiaften 
einer  Gruppe  von  Versicherten  betreffen. 

Die  gewähjte  kontinuierliche  Schreibweise  gestattet  einen 
sehr  einfachen  Cbergang  von  der  »lebenslänglichon>>  zur  »tempo- 
rären»  und  »aufgeschobenen»  Aktivitätsverbindungsrente. 

Fiihren  wir  indessen  zunächst  zur  Abkiirzung  der  Ren- 
tenformeln  [unter  Berufung  auf  das  eben  getroffene  tlber- 
einkommen  fiir  die  Wahl  der  Bezeichnung]  die  Erlebensver- 
sicherung  ein 

t 

tE%^  =  e  o 
welche  iihrigens  ein  formelies  Analogon  zu 

tEabcd  =  e    ^ 

darstellt,  so  erhalten  wir  direkt 

n 
ndxyz  =    I    lE"yjdt  =   W[  ndabcdi 


n  dxu*  =    I    tExytdt  =  Winaabcdl 
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mit  nalieliegender  Möglichkeit,  die  Verbindungs-Gruppe  be- 
liebig  zu  erhöhen.  Denn  die  obigen  Formeln  gelten  prinzi- 
piell  auch  noch  beim  Hinzutreten  weiterer  Personen  (e), 
(/)...  ip),  falls  dieselben  bloss  beziiglich  des  Lebens,  das  heisst 
ohne  Beriicksichtignng  ihrer  eventuellen  Invalidisierung  be- 
trachtet  werden. 

Dagegen  erreichen  wir  eine  Erweiterung  des  Problemes, 
wenn  wir  nun  den  Einsohluss  mehrerer  »als  Aktive»  Versich- 
erter  in  die  Personengruppe  annehmen.  Gehen  wir  vom  ein- 
fachsten  Falle  aus,  der  Aktivitätsverbindungsrente  zwcier 
»Ak  t  i  ver». 


aa  j 


-J\f'T+t+^<■T+t+<^)'^'^ 


dt 


-J^{'''x+t+!'x+t  +  ^'y  +  l+l<l+t  +  '^)'^^ 


dt  = 


=  W 


t^abcd  dt 


=  W\aabcd\- 


Daber  känn  man  sägen,  dass  die  Verbindungsrente  eines 
Paares,  deren  Dauer  an  den  Aktivitätszustand  beider  Partyier 
gebunden  ist,  Strukturverwandschaft  besitzt  mit  einer  ge- 
wöhnlichen  Verbindungsrente  von  vier  Leben. 

Tritt  zu  dem  eben  betrachteten  Paare  Aktiver  noch  eine 
Person  der  gemischten  Versichertenklasse,  so  ergibt  sicli 
sogleich 

axyz=  W[aabcde]- 


Die  Bezeichungsweise  ist  hier  so  gedacht,  dass  beispiels- 
weise  axyrs...z  eine  Rente  vorstellen  wiirde,  welche  zahlbar 
ist,  solange  Gesamtverbindung  {x  . .  .  z)  besteht  und  gleich- 
zeitig  die  Personen  [x)  und  (y)  aktiv  sind. 

Verwechsl ungen  mit  anderen  Versicherungsvvcrten  sind 
ausgeschlossen,  falls  man  iibereinkommt,    im    Suffixe  die  be- 
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zeichneten  Personen  der  Gnippe  zuerst  uiid  in  derselben  Rei- 
henfolgo  anzufiihren,  wie  die  Indizes  der  Kombination.  Es 
sollen  sich  also  Suffix-  und  Indcx-Reihe  punktW(Mse  ent- 
sprechen. 

Nur  scheinbar  liegt  eine  Schwiei  igkeit  darin,  mit  diesem 
Ubereinkommen  die  iibliche  Bezeichnung  fiir  die  Anwart- 
sohaft  auf  Invalideiirente  zu  vereinigen:  Denn  es  geniigt, 
den  Doppelindex  >a/»  als  ein  einziges  Zeichen  anzusehen,  als 
das  er  ja  auch  eingefiihrt  wurde.  tlbrigens  känn  man  in 
komplizierteren  Fallen  durch  Hinzufiigung  eines  Kommas 
jeden  Zweifel  beheben.  So  wäre  beispielweise  a%yt  ...  die 
Rente  fiir  das  Fortbestehen  der  Verbindung  des  Aktiven  (x) 
mit  dem  Invaliden  {y)  und  der  Person  (2)  aus  der  gemischten 
Klassa  Versicherter,  während  a%z  die  normale  »Invaliden- 
verbindungsiente»  bezeichnet,  welche  von  der  Invalidisierung 
/(j.)  bis  zur  Auflösung  der  Verbindung  (xyz)  läuft. 

Die  konsequente  Anwendung  des  hier  getroffenen  t;bcr- 
einkommens  wiirde  zu  vielen  Vereinfach ungen  und  bedeutcn- 
der  Ubersichtlichkeit  fiihren;  es  wäre  damit  aber  vor  allem 
ein  Weg  gegeben,  auf  dem  man  zu  einer  einheiillchen  Sym- 
bolik jeglicher  Art  von  Gruppenanwartschaften  gelangen  könnte. 

Kehren  wir  zu  den  betrachteten  Aktivitätsverbindungs- 
renten  allgemeinerer  Art  zuriick.  Wir  können  das  in  den 
angefiihrten  speziellen  Fallen  zum  Ausdrucke  kommende  Ge- 
setz  leicht  allgemein  formulieren  .  .  . 

Voraussetziing:  Gegeben  sei  eine  Gruppe  von  g  Versi- 
cherten,  unter  denen  sich  a  aktive  Personen  befinden,  welche 
mit  Beriicksichtigung  eventucller  Invaliditätserscheinungen 
versichert  sind  —  während  die  iibrigen  q  —  u  —  '/.  Personen 
nur  beziiglich  des  »Lebens  betrachtet  werden  sollen.'  Dann 
gilt  folgendes 

Allgemeines  Prinzip: 

Jeder  Versicherungsivert  der  Gruppe  (g),  welcher  Invalidi- 
tätserscheinungen von  u  Aktiven  berilcksichtigt,  känn  aufgefasst 

'  Damit  ist  aber  niclit  aiisgeschlossen,  dass  nucli  in  der  Untorgriippe 
'/»  dio  Irivaliditiit  eino  Rollo  spielt :  Befinden  sich  nämlich  nnter  den  g 
Versichorten  auch  Invalidc,  so  knnn  man  dtren  Lcbenserscheinungen» 
durch  /'J,,^/  chrakterisieron,  ohne  åass  dieselben  deshalb  unter  die  öbon 
definierte  Gruppo  a  fallen! 
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iverden  als  ein  Analogon  zu  einer  geivöhnlicheji  Versicherungs- 
kombination  filr  eine  höhere  Gruppe  [G),  deren  Rang  durch  die 
Gleichung  gegeben  ist 

öder 

G  =  g  +  a; 

beim  U bergange  von  einer  beliebigen  Invaliditätsanwartschaft 
zu  ihrem  Korrelate  unter  den  Uberlebensversicherungen  er- 
fährt  daher  nach  der  letzten  Gleichung  die  Personengrupp)e 
eine  Rangerhöhung  a,  gleich  der  Zahl  der  »als  Aktive»  Ver- 
sicherten. 

Wir  können  dieser  ganz  allgemein  geltenden  Relation 
zwischen  Invaliditäts-Werten  und  »reinen»  tJberlebensan^ 
spriicben  eine  besonders  einfache  Form  geben,  wenn  wir  den 
Begriff  »Analogiewert»  im  bisherigen  Sinne  und  mit  dem 
friiher  vervvendeten  Symbole  allgemein  zulassen.  Dann  lautet 
das  oben  ausgesprochene  Prinzip  der  Analogiebildung 

Hiebei  ist  das  Symbol  .0<"')  zur  Bezeichnung  einer  ganz 
willkiirlichen  Versicherungskombination  gewählt,  welche  auf 
die  Invalidität  irgendwie^  Riicksicht  nimmt,  fi  das  Korrelat 
unter  den  reinen  Lebensversicherungskombinationen^,  während 
g,  a,  I  in  der  Bedeutung  der  »Voraussetzung»  beibehalten 
sind. 

Wir  woilen  die  Richtigkeit  des  eben- entwickelten  allge- 
meinen  Analogieprinzipes  nun  auch  fiir  die  Invaliditätsan- 
wartschaften  im  engeren  Sinne ^  bestätigen;  es  wird  sich  zei- 
gen,  dass  wir  auf  diesem  Wege  auch  die  Tnvalidenanspriiche 


'  Es  muss  sich  nicht  notwendiger  Weise  um  eine  »Invaliditätsanwart- 
schaft» im  engeren  Sinne  handeln  ;  auch  Versicherungswerte,  welche  sich 
ausschliesslich  auf  den  Zustand  der  Aktivität  beziehen,  soll  Ö(«2)  hier  um- 
fassen ! 

^  Der  Begriff  »Uberlebensversicherungskombination»  wäre  nun  zu  eng, 
nachdem  unter  Q(a*)  auch  die  Aktivitätsanwartschaften  eingeschlossen  wor- 
den  sind. 

^  Fiir  die  Aktivitätsanwartschaften  geschah  dies,  da  sie  als  Ausgarigs- 
punkt  genommen  wurden. 

Ubrigens  sei  hier  zur  Vermeidung  jedes  Missverständnisses  ausdriick- 
lich  angefiihrt,  dass  der  Abhandlungstitel  den  Begriff  »Invaliditätsanwart- 
schaften»  im  weitesten  Sinne  fassen  will.  -r,'.i:.H 
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von  Personengruppen  ciner  systematischen  Analyse  unter- 
ziehen  können,  wobei  wir  gleichzeitig  eine  einheitliche,  klare 
Darstellung,  aber  aiich  eine  wesentliche  Vertiefung  der  ver- 
sicherungstechnischen  Probleme  dieses  reichen  Cebietes  er- 
zielen. 

Die    dauernde    Anwartschaft    auf  eine  »Invalidenverbin- 
dungsrente»  wird  im  Sinne  des  Vorangehenden 


(lxyz^=    I    fx-tt^    ^^  Clx+t,»+t.z+l  dt 


und  besitzt  somit  analoga  Struktur  mit  der  Tberlebensver- 
sicherung 

t 

r  —J'{l'a  +  l,bit.c  +  t.(i+t  +  ''>)<^^ 

a<ibcd=  I  ."a-f^e  '^  ab+fc+t.d+idt, 

o 

das  ist  die  Uberlebensrente  nacb  der  Person  (a)  an  die  noch 
ungelöste  Verbindung  aller  iibrigen  Personen  {bed). 
Schliesslicli  ergibt  die  Summation 

a  ai     (a) 

das  ist  die  >allgemeine  Verbindungsrente»,  welche  bis  zum 
ersten  Tode  der  Gruppe  läuft,  daher  auch  Rente  auf  das 
kiirzeste  Leben»  genannt  wird.  Nach  obigem  ergibt  sich  als 
deren  Wert 

t 


./  l."x  +  /  +  "//  +  <  +  "*+< +'')''' 


^"^17*=  111  +  yx+tarA.i,js,,+t\e  o  dt. 


Es  ist  die  Möglicbkeit  gegeben,  aucb  die  Invalidenver- 
bindungsrentcn  abzukiirzen  öder  auf/usrhiebcn  und  zwar  auf 
drei  wesenllich  verschiedeiia  Arten,  wie  nian  aus  folgender  kur- 
zen  Uberlegung  sogleich  ersieht:  Vor  allem  crhält  man  zwei 
Hauptgruppen  indtni  man 
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1.  bloss  den  Versicherungs-Ansprvch  abkiirzt  oder  auf- 
schiebt; 

2.  bloss  die  Auszahlung{en)  einer  ZeiUichen  Beschränkung 
unterwirft. 

Die  zweite  Hauptgruppe  zerfällt  aber  dadurch  in  zwei 
getrennte  Typen  der  Auffassung,  dass  Abkiirzung  und  Auf- 
schub  der  Invalidenrenten-Auszahhing  absoluten^  oder  rela- 
tiven  Charakter  besitzen  können,  entsprechend  den  beiden 
Möglichkeiten,  den  Versicherungsabschluss  oder  den  Invalidi- 
tätseintritt  als  zeitliohen  Ausgangspunkt  fiir  die  Bemessung 
der  vereinbarten  Einschränkung  zu  wählen. 

Wir  erhalten  also  endgiltig  drei  wesentliche  Grund-Typen 
von  Auffassungsmöglichkeiten,  die  sachlich  identisch  sind  den 
fiir  die  einfache  Invaliditätsanwartschaft  entwickelten  Ren- 
tentypen  I,  II  und  III. 

Um  die  verschiedenen  Grundtypen  der  Tnvalidenverbin- 
dung  auseinanderzuhalten,  känn  man  prinzipiell  den  gleichen 
Weg  gehen,  wie  er  bereits  bei  den  einfachen  Invalidenrenten 
zu  systematischer  Gruppierung  der  verschiedenen  Auffas- 
sungsmöglichkeiten gefiihrt  hat. 

Man  findet  sofort,  indem  man  hier  zweckmässig  in  die 
Formeln  die  Erlebensversicherung  einfiihrt  und  dadurch  bei 
den  höheren  Verbindungsrenten  eine  grosse  Raumersparnis 
erzielt,  als  sehr  klaren  Ausdruck  der  drei  Auffassungsmöglich- 
keiten des  y>Aufschubes  einer  Invalid enverhindung sr ente» 

Typus  I: 

00 

aöv2/?=    I    t'x+t  ■  tExysttxy^dt  =  W[n'aabcd\' 
n 

Typus  II: 

00 

nPxyz  =   I    >'x+t  ■  t^xyz  •  n—t\0'xijzdt  =   KK  [w  öafict/ J  • 


'  absolut    in    dem    Sinne:    »Vom    Zeitpunkte    des  Invaliditätseintrittes 
unabhängig». 
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Typus  III: 


Ill_fj»      __     /  Tia  f         7.  Tl^^f'"  1 

»I  dsyz  —    r    ''x+/  •  tl^xyz  ■  n  Cljij^dl  —    rr   [  n  (fa  bed  I  ■ 


Ebenso  deutlich  sind  die  (irei  Grundan ffassimgen  der  »J6- 
l-ilrzung  einer  Invalicle7iverbindu7igsrente»  cbarakterisiert  durch 
die  Gleichungen 

Typus  I: 

n 

«a"i/^   =    J    fjc+t  ■  lExi/z  .  axyzdt  =  W  [  nCla  öcdl  * 

O 

Typus  II: 

?( (oo) 

(lxyzn\  =    I    i'x+t  ■  t^xyz  ■    n—ldxyz  dt  =  W  \   n^a  bcd\ 

O 

Typus  III: 

oo 

nf^xyz  =    I    >'x^^t  ■  tExyz  .   nO'xyzdt=  If  [   ndabcdl- 


Man  erkennt  leicht,  dass  auch  alle  iibrigen  friiheren  tlber- 
legungen  anwendbar  bleiben,  sofern  man  nur  beacbtet,  dass 
nun  »Invalidenverbindungsrenten»  axys...  fällig  werden  an 
Stelle  des  friiheren  einfachen  Tnvalidenrenten  des  Einzelver- 
sicherten. 

Wäblt  man  den  Typus 


00 

111    ai   _     i 
nClxy  —     I    ^'x-\-t 


-/"(/'«+<  +  ■"  i/  +  '"'"'^)'^'' 


,,0x1/ dt 


zum  Ausgangspunkto  fiir  die  folgende  Betracbtung,  so  känn 
man  den  zwanglosen  Ubergang  zu  der  Vcrsicherung  auf  ein 
Invalidenkapital  finden,  dessen  Auszahlung  an  das  Bestehen 
der    Vorl)indung    (.r//)    bei   Eintritt  der  Invalidität  gebunden 


Jl 
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ist;  man  spricht  dalier  zweckmässig  von  einem  »Invaliden- 
verbind ungskapital  Ä^y>>. 

Um  zu  diesem  Versicherungswerte  zu  gelangen,  geniigt 
nämlich  die  einfache  Bestimmung,  dass  die  Auszahlungen 
der  n  jährigen  Invalidenverbindungsrente  auf  einen  einzigen 
Zeitpunkt,  den  der  Invalidisierung,  reduziert  seien.  Man  er- 
zlelt  daher  den  tibergang 

III    ai  ^ai 

von     ^nOxy    ZU    Åx,j 

indem  man  in  der  Ausgangsformel  den  Barwert  der  fälligen 
Rente  \na*xy  zur  Einheit  werden  lässt  und  gewinnt  dadurch 
fiir  das  Invalidenverbindungskapital  die  Gestalt 

t 
All=  j  Vx+t  e    ^  dt 


in  vollständiger  Ubereinstimmung  mit 

t 

Älbc-=  j  /'a+^e    ^  dt. 

o 

Andererseits  ist  aber  klar,  dass  man  an  Stelle  der  eben 
supponierten  Fälligkeit  der  vollen  Versicherungssumme  iin- 
mittelbar  bei  Eintritt  der  Invalidität  nun  auch  den  Barwert 
eities  einseitigen  t)berlebenskapitales  nach  einem  Invaliden 
des  x41ters  x  +  i,  also  A^  i  in  die  Ausgangsgleichung  ein- 

x+t,y+t 

fiihren  känn;  dadurch  wird  dann  der  Auszahlungsiermin  der 
Einheit  auf  den  Todesjninkt  des  Invaliden  hinausverlegt :  Der 
verwandelte  Barwert  stellt  somit  eine  einscitige  t"Iberlebens- 
versicherung  dar,  bei  welcher  die  Leistung  aber  7mr  unter 
der  Bedingung  fällig  wird,  dass  der  Tod  vo?i  (x)  nach  vor- 
hergegangener  Invalidisierung  erfolgt. 

Im  Einklang  mit  den  Bezeichnungen,  welche  bei  den 
Anwartschaften    eines    einzelnen    Aktiven    gewählt    wurden, 
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könnte  nun  fur  den  transformierten  Versicberurgswert  das 
Symbol  ^AVy  verwendet  werden. 

Wie  man  aber  sogleicl»  erkennt,  wird  mit  dem  Hinzu- 
treten  einer  zweiten  versicberten  Person  (;?/)  der  Index  2 
entbebrlicb,  welcber  friiber  zur  Untérscbeidung  von  ^Ax* 
gegeniiber  dem  einfacben  Invalidenkapital  A'x  erfordeilicb 
war. 

Nun  liegt  ja  eine  1'berleben sveTsicherung  im  gewöhnlichcn 
Sin7ie  vor,  weil  der  Versicherungsfall  erst  mit  dem  Ahhhen 
des  Invaliden  eintritt;  man  wird  daber  fiir  den  obcn  be- 
tracbteten  umgowandciten  Versicherungswert  zweckmässig 
die  allgemein  iibliche  Art  der  Bezeicbnung  wäblen  können: 
AT    —  obne  dabei  eine  Verwechslung  mit  dem  Invalidenver- 

bindungskapital  Ä'^xy  befiircbten  zu  niiissen.^ 
Es  gilt  demnach  die  Gleicbung: 

t 
r.^te    o  a'j_        dt. 

Q  x+t,y-\-t 

Stellen  wir  diesem  Versicherungswerte  gegeniiber 


^  -y  (."a  +  <+."6  +  <  +  "c+<  +  '^)'" 

,"a+<e    O  A'  1         dt, 

b  +  t,c+t 


so  diirfen  wir  setzen 

AV  =  W[AalA^ 


xy 


Die  Ergänzung  zu  dem  eben  behandelten  Versicberungs- 
werte,  den  man  als  »I?ivalidenuberlebenskapitab>  benennen 
könnte,  wäre  die  Anwartscbaft  auf  das  Uberlebcnskapital 
nach  dem  im  aktiven  Zustande  verstorlenen  Ernäbrcr,  in  Ana- 


*  Dass  a"*  <  A^\.   sein  muas,  ist  nnch  dem  Vorhergehemlcn  iiber  die 
xy 
Vorverlegung  des  Kapitalauszahlung-Terniinos  Linleiichfend. 
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logie  zur  friiheren  Symbolik  mit  4'^^^  bezeichnet;  denn  eine 
ganz  ähnliche  Uberlegung  zeigt,  dass  auch  bier  der  Index  2 
in  der  unmittelbar  sich  ergebenden  Bezeichnung:  ^Axy  ent- 
behrt  werden  känn,  wenn  man  sich  des  obb'gaten  Zeichens 
fiir  Uberlebenskapitale  im  gewöhnlichen  Sinne  bedient.  Somit 
ergibt  sich 


Al   =      i(x+te    ^ 

O 


\f{'''x  +  <  +  "?+< +."?/+<+ 'O  f^' 


dt. 


Es  ist  interessant,  wiederum  den  Doppelweg  zii  verjolgen, 
auf  welchem  man  in  diesem  Grenzfalle  durch  rein  formale 
Analogiebildung,  ausgehend  von  zwei  verschiedenen  Anwart- 
schajten  unter  den  »eigentlichen»  öder  »reinen  tjberlebensver- 
sicherungen»  (bei  welchen  bloss  »Lebende»  betrachtet  werden), 
zu  einer  und  derselben  Anwartschaft  gelangt,  welche  Invalidi- 
tätserscheinungen  beriicksichtigt. 

Wir  f  and  en  bereits 

ÄZ=W[AUcl 
Man  sieht  nun  unmittelbar 


xy 


I  ub+te    ^  dt 


=  W[Aalo] 


Andererseits  zeigten  wir  eben,  dass 


AV  =  W[Adc] 

xy  1 


und   es   ist  nun  nabeliegend,  nach  dem  formellen  Ausdrucke 

fiir  TF[^4aic]  zu  fragen,  ofine  dabei  die  Existenz  des  Analogie- 

1 

begriffes  selbst  zu  'postuliere^i.     Gehen  wir  aus  von 


17G 


Albc  =  I  f(ij+ie    ^  Al        dt, 


SO  zeigt  eine  kurze  Oberlegung,  dass  der  Wert  von  IF[^  i        ] 

a+t,c+t 

gleich  der  Einheit  werden  muss.  Meil  ja  mit  dem  Aus- 
scheiden  von  (h)  in  dera  Zeitpunkte:  t  Jahre  nach  Ver- 
siclierungsabscliluss  ein  gieichzeitiges  Ausscheiden  von  (a) 
notwendig  verbunden  ist: 

Tm  Sinne  der  Figur  »Z)»  (Seite  158)  muss  jede  Kurve  r, 
welche  den  Doppelbereich  (x)  in  einera  Punkte  T"  des  ge- 
meinsamen  Grenzstiickes  PQR  verlässt,  in  demselben  Mo- 
mente  auch  den  Bereich  {?/)  verlassen. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  innerhalb  einer  Verbin- 
dung  {a,  b,  c)  die  Parteien  (a)  und  (b)  jenen  Bedingungen 
unterworfen  sind,  die  durch  die  beiden  Bereiche  (x)  und  (?/) 
der  Figur  »D»  zum  Ausdrucke  gebracht  werden,  gilt  auf 
Grund  des  Vorangehenden 

W[Äalc]=W[AUc]  =  Ä"^     . 
1  3;y 

Auf  dieser  Gleicbwertigkcit  als  Basis  känn  man  folgende 
zwei  Paare  von  -»kor  relativ  en  Gleichungen»  aufbauen,  wobei 
man    den    Versicberungswert    AT  bald  dera  einen,  bald  dem 

anderen  Barwerte  unter  den  reinen  Uberlebensversichcrungen 
äquivalent  betrachtet. 

■A  abc    I     A  abc  ^^  -^ab  c 

\  Axy     +   ^  I       =  Axi/ 
ry 


I  A  abc  T"  A.  „bc  —  Aab  C 
(i)  1  ' 


Es  besteben  somit  folgende  Strukturverwandtscbaften 
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«)  ^xi/=  W[Aab:c] 

Aus  der  friiher  betonten  Relation, 

ÄV  <  Ä% 

die  eine  unmittelbare  Folge  der  zeitlichen  Vor-Verlegung 
der  Kapitalsauszahlung  ist,  ergibt  sich  nacli  beiderseitiger 
Addition    des    Versicherungswertes    Å%      unter    gleichzeitiger 

Beniitzung  der  beiden  obigen  Gleichungen  a)  und  /:?)  ^  die 
Beziehung 

iibrigens  erscheint  dieselbe  besonders  klar,  wenn  man  sie  in 
den  Analogiewerten  scbreibt: 

W{Ä^b^<W\ÄabA- 

Die  Gleichung 

bietet  infolge  der  praktischen  Bedentung  des  »Uberlebens- 
kapitales  nach  einem  Aktiven»  besonderes  Interesse. 

Sie  besagt,  dass  die  Kapitalversicberung  auf  den  Uber- 
lebensfall  nach  einem  Aktiven  den  gleichen  hineren  Bau  auf- 
weist,    wie    eine    tfberlebensversicherung,    welche    fällig  wird 


^   Als    evidento    Folgerungen    aus    den    Gleichungen    a   und   /?  können 
auch  die  folgenden  Ungleichungen  unmittelbar  angeschrieben  werden 

A%  <  A- 

Af   <^''^Al,y 
xy 

jO     ^  (a)'.  1      ^    4« 
^1     ^        '^  xy  ^  -^  xy  • 
xy 

Denn    alle    Versicherungswerte   links   sind  Teilbariverte  der    Anwartschaflen 
reell  ts. 

12  —  20:!n3.      ^handinarish  Ahtuarietidskrift.    1920. 
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unter  der  besonderen  Voraussetzung,  dass  die  begiinstigte 
Person  (c)  den  Ablanf  des  låiigsten  zweier  bezeichnetcr  Leben 
(a),  [b)  iiberlebt,  die  selbst  in  einem  bestimmten  einseitigen 
Abhängigkeitsverhältnisse  stehen. 

Tritt  im  allgemeineren  Falle  anstelle  der  begiinstigten 
Einzelperson  eine  begiinstigte  verbundene  Gruppe  {c,  d  .  .  .), 
so  gilt  ebenso 


(a) 


■^xyz...  —   "   L-^aA  cd...l> 


Formell  zälilt  also  das  aktive  Individuum  auch  hier 
gleichsara  doppelt;  die  Schlussgleicliung  ist  die  Anweudung 
des  friiher  aufgestellten  allgemeinen  Prinzipes  der  Analogie- 
Bildungen  auf  den  Ablebensanspruch. 

Doch  sei  bei  dieseiu  besonderen  Falle  noch  kurz  ver- 
weilt,  (ler  begrifflich  interessant  ist: 

Jeder  Uberlebensanspruch  nach  einem  Aktiven  nimmt 
die  Gestalt  einer  »zivei-seitigeii  Vberlebensversichernng  inner- 
halb  eines  höheren  Personenkomplexes i>  an,  wie  mit  dem  Hin- 
weise  auf  das  Vorangeliende  gesagt  werden  känn.  Natiirlich 
ist  aber  hierbei  die  Belastung  des  Versicherers  in  den  beiden 
versicherten  tJberlebensfällen  (im  weiteren  Sinne)  ungleich 
gross,  wie  es  der  zeitliclien  Verschiedenheit  der  Auszahlungen 
in  den  beiden  Fallen  cntspricht. 

Beispielsweise  ergibt  sich  der  Aufbau  des  allgemeineren 
(  berlebenskapitales  in  ausfiihrlicber  Schreibweise 


(«) 


^xyz. 


-!'■-''' 


t 

Ä\  '  dt  + 


x+/. !/+/,«  +  /... 
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und  somit  schliesslicli  die  Gleichung 


(o)  A  1 


A 


f^lx+t  +  Vx+t-A    1 


1 1^  xuz  ...dt . 


Es  sei  gestattet,  hier  ein  Problem  anzudeuten,  das  in 
der  Praxis  von  Bedeutung  ist,  gleichseitig  aber  auch  vom 
rein  theoretischen  Standpunkte  sehr  interessant  erscheint, 
weil  es  die  innere  Verwandtschaft  von  Invallditätswerten 
mit  den  tJberlebensversicherungen  von  einem  eigenartigen 
Gesichtswinkel  beleuchtet. 

Die  EuLER-MACLAURiN'sche  Summenformel 


1 


fiihrt    in    ibrer   Anwendung  auf  die  Funktion  j{x)  =  Dx  und 

das    Intervall    h  =      ,  wenn  man  die  halbkonvergente  Reihe 

nach    dem    dritten    Gliede    abbricht    und  a  =  x  setzt,  zu  der 
Gleichung 


12^^=    iD,dx  +  ^D,--^ADxy 


\ 


und    gibt    damit  eine  näherungsweise  Ableitung  einer  bruch- 
jährig  zablbaren  Rente  ans  der  kontinuierlicb  laufenden: 

(m)  "i       1 1^       -^^ 

Nun  ist  aber  der  Quotient 
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^  =  ^-^  log  Z).  =  ^^  [log  h-^x  log  v^  =  -  [,».  +  6];  ^ 


wir   gelangcn    dahtr   ziir  Darstelhmg  der  mAe\  Rente  in  der 
Form 


(W>)  1  *-  I  '■  I  1     .V\ 

2m      \2in^  '  ' 


ohne  dass  wir  dabei  die  MoiVRE'sche  Hypothcse  iibcr  ein 
gleichmässiges  Absterben  innerhalb  der  Zeiteinheit  voraus- 
ziisetzen  brauchten.^  Der  wesentliohe  Vorzug  dieser  als 
»WooLHOUSE'sche  Näherungsformel»  bekannten  Gleichung 
liegt  nun  darin,  dass  sie  in  der  vorliegenden  Gestalt  gleich- 
zeitig  die  bruchjährige  Verbindiingsrente  einer  beliebigen 
Gruppe  von  Versicherten  gibt. 

In  der  Tat,  denken  wir  uns  eine  Gruppe  von  g  Personen, 
so  können  wir  jede  Rente,  deren  Auszahlung  an  das  Be- 
stehen  der  Gesamtverbindung  Cr,  y,  .  .  .  z)  gebunden  ist,  uns 
auch  definiert  denken  als  die  einfache  Leibrente  eines  Lebens 
höherer  Ordnung  (Leben  gXev  Ordnung^).  dessen  »Uberlebenden- 
zahlen»  durch 


^  Die  Ableitung  der  Definitionsgleichung 

X 

-J\!>X+<'>)<lt 

liofert  unmittelbar  den  obigen  \Vert 

/)'x=  —U'x  +  o]  Dx. 

*  Hätto  man  die  Aminliino 

IxKi  =  Ix  —  u(lx  —  Ix+l) 

troffen  miissen,  wie  es  bei  dor  Ableitung  nnderer  Nälioriingsformeln  tler 
Kttll  ist,  dann  wäro  das  so  orhaltene  Jlosultat  nicht  olino  weitercs  nuf 
Vorbindungsrenton  iibortragbar. 

"  III  dicaem  Sinne  kanii  der  Ornndgcdankc  vorliegcndcr  Abhandliing  ao 
formulicrt  wcrden,  daaa  der  versichertc  Aktive  ein  "Leben  zwciter  Ordnung* 
darafclU,  welchea  durch  den  Invaliditätseinlritt  in  ein  >  Leben  eraler  Ordnung» 
nhergeht. 
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und  dessen  »Sterbeintensität»  durch 

i"(j7)  =  |"X2/...^  =  llx  +  ^t^J  +    ■■■    +  Ug 

definiert  sind. 

Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  ist  also  die  obige  Wool- 
HOUSE'sche  Gleichung  geeignet,  ohne  irgend  eine  formelle 
Änderung  auch  die  bruchjährige  Rente  aj^' =  ai^'...^  aus  der 
kontinuierlichen  Verbindungsrente  der  Gruppe  (g)  herzu- 
leiten. 

Fiir  den  besonderen  Fall  g  =  2  gestattet  daher  Wool- 
house's  Formel  folgende  Differenzdarstellung  der  »unter- 
jährig  zahlbaren  t)berlebensrente» 

(wi)  (m)         ^f'")  

"      2m       12m-     -^ 
"      2m       ]2m^  ■^ 


(^xy  ,  o       a  /'^' 

12m'' 


um  also  von  der  kontinuierlichen  tJberlebensrente  zur  ?w:tel 
Rente  derselben  Art  iiberzugehen,  ist  eine  Korrektur  des 
Barwertes  erforderlich,  die  lediglich  von  der  Sterbe-Intensität 
der  »nichtbegilnstigten  Person»  abhängt: 


Betrachten  wir  nun  den  Sachverhalt  unter  den  Invaliditäts- 
anwartschaften.  Zunächst  ist  klar  dass  die  bruchjährige 
Rente  an  einen  Invaliden  gegeben  ist  durch  die  Relation 

i{m)         ^i     ,       '■       I         1       /    *     I     v\ 

2m      I2m" 
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Ebenso  leuchtet  unmittelbar  die  Riohtigkeit  der  beiden  fol- 
genden  Gleichungen  eiii 

inid 

n{m)         „i     1        '        ,  ^        /     ""     I      V\ 

2  m       12  m* 

nun  ist  aber  die  Anwartschaft  auf  eine  bruchjährige  In- 
validenrente 

rtt{m)  (a)    Un)  "('") 

ax  =       öx      —  flx        • 

Bei  der  Einfiihrung  der  obigen  WooLHOUs'sclien  Werte  fällt 
die  Hälfte  der  Glieder  aus  der  Rechnung  und  es  bleibt  als 
Rest 


ax       =ax  —  ax+  ,^--,  {fix  —  /'x  )  ■ 


Da  die  erste  Differonz  rechts  die  Anwartschaft  auf  konti- 
niiierliehe  Invalidenrente,  der  Klammerwert  aber  die  Invalidi- 
sierungskraft  Vx  vorstellt,  folgt  die  Gleichstellung 

o»(w) ~ai  A 

Ox  —  ax  77,       a  ^'.r- 

12m^ 

Diese  Gleichung  besagt,  dass  das  »Korrekturglied»,  mit- 
tels dessen  man  den  Ubergang  von  der  Anwartschaft  auf 
eine  kontinuierliche  Invalidenrente  zu  unterjähriger  Zahlung 
bewerksteliigen  känn,  lediglich  abhängt  von  der  Invalidi- 
sierungskraft  Vx  des  versicherten  Aktiven. 

Bringen  wir  dioses  Ergebnis  in  Verbindung  mit  dem 
oben  beziiglich  der  bruchjährigen  Oberlebensrenten  gewon- 
nenen,  so  ist  nicht  nur  die  formelle  Analogie  offenkundig, 
sondern  auch  rein  sachlich  eine  unleugbare  Verwandtscbaft 
der  gegeniibergestelltcn  Fälle  gegeben. 

Man  känn  nämlich  sägen,  dass  in  beiden  Fallen  die  er- 
fordcrliche    Korrektur    als    jenes    Produkt    erscheint,    dessen 


183 

einer    Faktor    die    Konstante   vt. — «,   dessen    anderer  Faktor 

jene  Intensitäl  ist,  welche  den  Anlass  ziim  Versicherungsfalle 
herbeifiihrt:  Denn  dies  ist  tatsächlich  bei  der  einseitigen 
Uberlebensversicherung  die  »Sierhekraft  der  nicht  begwistigten 
Person»  u^  und  bei  der  Anwartschaft  auf  Invalidenrente  die 
Invalidisierungskraft  i'x- 

Auch  wenn  man  der  Berechnung  bruchjähriger  Renten 
andere  Formeln  zugrunde  legt,  lassen  sich  immer  gewisse 
Korrelationen  zwischen  axy  und  a^  feststellen.  In  dem  aller- 
einfachsten  Falle  äussert  sich  die  Verwandschaft  dieser  beiden 
Versicherungswerte  darin,  dass  iiberhaupt  keine  Korrektur 
erfordert  wird,  um  von  kontinuierliclier  zu  unterjähriger 
Zablung  iiberzugehen. 

Dieser  primitive  Fall  liegt  vor,  wenn  man  sich  bei  der 
Ermittlung  des  Barwertes  fiir  die  m:tel  Rente  der  bekannten 
Näherungsformel  von  van  Geer  bedient.^ 

(m)  w  —  1        -  1 

2to  2m 


Da  hier  das  Korrekturglied  eine  konstante  Grösse  ist,  und 
auch  fiir  die  Verbindungsrente  unverändert  auftritt,  fällt  es 
bei  der  Differenzbildung  fort  und  es  gelten  in  erster,  roher^ 
Annäherung  die  Gleichungen 


sowie 


(^xy  ^xy  ^x  y 


ai(m)  ai ai 

Clx  —  ax    —  Clx   ■ 


Gerade  im  Ausfalle  des  Korrekturgliedes  ist  also  hier 
der  Analogiecharakter  gelegen,  der  indessen  in  der  vollstän- 
digeren  WooLHOUs'schen  Formel  präziser  zum  Ausdrucke 
kommt. 


'  Die  folgende  Bemerkung  känn  auch  aus  der  WoOLHous'schen  Formel 
entnommen  werden,  wenn  man  darin  schon  das  dritte  Giied  (der  Euler- 
MAOLA.Ufiius'schen  Reihe)  vernaclilässigt. 

*  Doch  ist  diese  Erstannälierung  praktisch  oft  hinreichend  genau. 
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Letztere  gestattet  iibrigens  aucli,  bei  den  allgemeinsten 
Cberlebensrentenanspriichen  Abänderungen  der  Zahlungsmo- 
dab"tät  sehr  einfacb  rechnerisch  durcliznfiihren. 

Es  handle  sich  beispielsweise  iirn  oine  Oberlebensrente, 
bei  welcher  sowohl  die  »begunstigte«>  als  auch  »nicht  begiin- 
stigte  Partei»  selbst  scbon  eiiie  Personen-Verbindung  ist! 
Beniitzt  man  in  dem  friiher  angedeuteten  Sinne  den  Begriff 
eines  »Lebens  höherer  Ordnung»,  so  fällt  diese  allgemeine 
Uberlebensrente  nnter  den  sacblich  nun  etwas  weiteren  Be- 
griff der  einfachen  und  ergibt  unmittelbar 

(m)  "  } 

Ox....s  y,...z         Ctx,...su,...z  1  O  y»  2  ."•^>  •  ■  •  »  " 

Das  Korrekturglied  ist  also  aucb  hier  proportional  zu 
der  den  Versicherungsfall  veranlassenden  Intensitäl:  Zur  Ans- 
scheidekraft  der  »nicht  hegunstigten  Gruppe»  {x,  ...s). 

Es  sei  —  um  ein  einfaches  Beispiel  anzufiihren  —  nach 
der  bruchjährigen  Waisenpension  gefragt,  welcbe  den  Kinde 
nach  dem  Ahleben  des  Vaters  öder  der  Mutter  ausgezahlt 
werden  soll.' 

Im  Einklang  mit  den  vorangebenden  Uberlegungen  er- 
halten  wir  die  Gleichung 

Un)    (mj)  (m)  /  _L  ^ 

Eine  im  Wesen  ganz  gleichartigo  Erweiterung  des  Ge- 
sichtskreises  macht  die  friiher  aufgestellte  Formel 

aihn)  ^ai  i 

12  m- 

ohne  ircend  eine  formelie  Änderung  prinzipitll  anwendbar 
auf  Invaliditätswerte  allgemeinerer  Art,  das  heisst  aiif  In- 
validitätsanwartschaften  von  Personengruppen,  in  denen  sich 


*  Hier  ist  der  Einfuchlieit  woj^en  dnvon  AbstniKi  gonomnien,  dass  die 
Waisenpension  zoitlicli  fix  begrenzt  ist  (rberlebcnsronte  des  Typus  II), 
wobei  dnnn  der  t}l)ergang  von  der  kontinuierliclicn  zur  biuclijälirigen 
Rente  oin  iionipliziorteres  Korrekturglied  erfordprlicii  mnolit. 
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(neben  Versicherten  der  gemischten  Klasse)  auch  mehrere 
»als  Aktive»  versicherte  befinden. 

Es  sei  hier  als  Gegenstiick  zum  letztgegebenen  Beispiele 
folgender  Fall  angefiihrt.  Zugunsten  eines  Kindes  ist  eine 
Versicherung  auf  einen  Erziehungsbeitrag  abgescblossen,  iiber 
dessen  Höhe  man  zwei  Vereinbarungen  getroffen  habe: 

Wird  das  Kind  Waise  —  Eintritt  von  T^x)  öder  T(y)  — , 
so  erbält  es  die  jährliche  Waisen-Rente  B;^  wird  einer  der 
beiden  Versorger  invalid,^  so  sei  die  Höhe  des  Erziehungs- 
beitrages  h  pro  Jahr.  Gefragt  ist  nach  der  Korrektur,  welche 
an  dem  Versichetungsbarwerte  beim  Ubergange  zu  unter- 
jähriger  Zablung  anzubringen  ist. 

Wir  finden  (unter  gleichzeitiger  Anwendung  der  auf  Seite 
168  vorgeschlagenen  Symbolik  fiir  die  Gruppenanwartschaften) 
als  die  Summe  beider  Barwerte 

n    aa(m)    ,     T^ai^aiim)  n^o»  ""       /    «    r        a\     i 

Baa:i,\z    +  Odxyis       =  La,.y^  —  ---2  (Uj,  +  lly)  + 

+  Oaxy\e  —  J2"^(''^  +  ^'y)- 

Eine  kurze  "Dberlegung  bestätigt,  dass  das  Wesentliclie 
aller  friiheren  Bebauptungen  auch  hier  volle  Richtigkeit  bei- 
behält:  Die  beiden  anzubringenden  Korrekturen  sind  das 
Produkt  eines  konstanten  Faktors  mit  derjenigen  »Intensi- 
tät»,  welche  den  Versicherungsfall  herbeifiihrt;  das  ist  hier 
eben  die  Invalidisierungskraft  des  Elternpaares 

^'x    r  'i'y  =  ^'ry  > 

beziehungsweise  deren  reine  Sterbe-Intensität 

a    ,        a  a 

llx  +  fhj  =  llxy 


^  Auch  hier  ist  die  vereinfachende  Annahme  getroffen,  welche  in  der 
Anmerkung  der  Vorseite  angefiihrt  wurde. 

^  Diese  doppelte  Invah'denver8icherung  ist  beispielsweise  fiir  eine 
Farailie  gedacht,  in  welcher  beide  Versorger  durch  ihre  berufliche  Betäti- 
gung  in  ausgesprochener  Unfallsgefahr  stehen. 
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In  diesem  Sinne  können  wir  also  auch  hier  das  Resultat 
fornioll  dem  Falle  einer  einfachen  Invaliditätsanwartschaft 
unterordnen 


aa{\2)  aa 


1 


'•^i/'        Oj-i/z      \2'tn}'''^'' 


und 


.n»,  ui(wi)  


^•'".'/■?  ^-fl/Z  1  n  ...  »   '•'"/ 


Das  eben  behandelte  Beispiel  känn  man  mit  Hilfe  der 
geometrischen  Begriffe  (Figur  »Z)»)  selir  anschaulich  machen. 
Dia  kombinierte  Anwartschaft  auf  Waisenpension  und  Er- 
ziohungsbeitrag  bei  Invalidisierung  eines  der  beiden  Ver- 
sorger  lässt  sich  nämlich  definieren  als  die  Versicherung, 
welohe  fälllg  wird^  mit  dem  Zeitpunkte,  in  welcbem  die  crste 
der  beiden  Wertungskurven  5j-  und  i^  den  Doppelbereich  (x) 
verlässt,  das  heisst  einen  Punkt  der  Grenzkurve  x  erreicht; 
liegt  nun  dieser  Austrittspunkt  auf  dem  Kurvenstiicke  P^T?, 
so  ist  der  fällige  Barwert  a'Jy"^\  anderenfalls  (der  erste  Aus- 
trittspunkt   liegt   ausserhalb  des  gemeinsamen  Grenzstiickes) 

•    j        ai.aiini)    /■■•il- 

wird  ajri,z        fallig. 


Es  sei  gestattet,  zum  Abschlusse  unserer  Betrachtungen 
anhand  einiger  der  Praxis  entnommener  Probleme  zu  zeigen, 
wie  es  auf  der  skizzierten  Basis  tatsächlicli  gelingt,  die  In- 
validitätswerte  systematiscb  zu  analysieren,  sie  formell  und 
sachlich  klarer  zu  sehen. 

Wenn  man  den  im  vorhcrgehcnden  eingescblagenen  Weg 
der  Analyse  fortsetzt,  gestaltet  sich  nämlich  die  Auffassung 
und  Gogeniiberstellung  vieler,  auch  komplizierterer  Begriffe 
der  Versicherungspraxis  ausserordentlich  anschaulich.  Als 
erstes  Beispiel  mogen  hier  zwei  häufig  verwendete  Arten  von 
Witwenanwartschaften  einander  gegeniibergestellt  werden. 

'  Untor  dor  VorausiotÄunt;  nutiirlicli,  dass  zu  dors-^lben  Zeit  die 
Lebenskiirvo  $*  noch  niclit  in  ihrom  Todospuiikto  gcendet  liat. 


Es  seien  in  gescblossener  analytisches  Form  darziisiellen 
die  beiden  folgenden  Versicherungswerte 

Fall  a)    Die    Anwartschajt    auf    Witicenpension    nach   eiriem  x 

jährigen,  verheiraieten  Aktiven:      a^^. 
Fall  (i)    Die    Anwartschajt    auf    W itivenpension    nach   einem  x 

jährigen  Aktiven  ohne  Zivilsiandesangabe:      a^j^j).' 

Zur  besseren  Annäberung  an  die  in  der  Praxis  vor- 
kommenden  Anfgaben  ist  im  folgenden  die  Annahme  fallen 
gelassen,  dass  die  Renten  kontinuierlicb  seien.  tJberdies 
känn  an  Stelie  der  eingefiihrten  Witwenrenten  Sy  bei  Her- 
anziebung  einer  HeiratstafeP  der  speziellere  Witwenansprucb 
gesetzt  werden:  Monatliche  Pension  bis  zur  Wiederverehe- 
lichung 

^f(12)_  iVj, 

IJy 

plus  »Abfertigung  im  Falle  eines  neuerlichen  Eheschlusses>'>. 
Die  Höhe  der  letzteren  ist  meist  als  das  wfache  des  jähr- 
lichen  Rentenbetrages  bestimmt,  den  die  Witwe  l)ezog.^ 

Ist  h  die  Heiratswahrscbeinlicbkeit  einer  y  jährigen  Ver- 
sicherten,  so  wird  Uy'  —  der  Barwert  dafiir,  dass  die  Summe 
1  als  Abfertigung  geleistet  wird,  falls  die  y  jährige  Frau  aus 
dem  Stande  der  Witwenschaft  »6»  in  den  neuen  Ebestand 
»rjf>  eintritt  — ^  gegeben  durcb  die  Gleichung 


^2/  ^e      Al  'hz  +  v  ^y+v- 


Somit  erscbeint  der  »spezielle  Witwenansprucb»  im  Zeit- 


*  Z)®  sind  eigentlich  die  diekontierten  Uberlebendeiizahlen  der  »Tafel 
der  Ledigen»  ;  doch  verwendet  man  sia  fiir  den  allgemeineren  »Rtand  des 
Unverheiratet-Seins»  und  legt  sie  also  auch  der  Berechnung  von  Witwen- 
anwartsehaften  im  engeren  Sinne  zii  Grunde. 

"  Häufig  ist  diese  Relation  durch  den  Faktor  n  =  3  festgelegt. 

^  Man  vergleiche  die  analoge  Bedeutung  des  Doppel-Index  »ai»  fiir 
die  Bezeichnnng  ailer  Anwartschaften  eines  Aktiven,  die  mit  dem  Uber- 
gange  in  den  Zustand  der  Invalidität  fällig  werden. 
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punkte  des  Ablebens  des  fiatten  (nach  t  Jaiiren)  schliesslich 
in  der  Zusammensetzung 

f(12)      ,  T7f>l 

Movon  in  den  folgenden  Uberlegungen  gelegentlich  Gebrauch 
semacht  werden  soll. 


Fall  a. 

Der  Barvvert  der  Anwartschaft  auf  Witwenrente  nach 
einem  x  jährigen  aktiven  Ehemanne  erscheint  in  Konsequenz 
der  bisherigen  analytischen  Methode  als  »zweiseitige»  t)ber- 
lebensversicherung  zugunsten  eincr  vorher  bestimmten  Person 
einer  gegebenen  Verbindung  zu  dreien. 

Im  folgenden  sei  die  Doppelverbindung  des  aktiven 
Gatten  diirch  (u)')  bezeichnet,  womit  gleichzeitig  ihr  Charak- 
ter  angedentet  wird.  Der  Witwenanspruch  ist  gemäss  obigem 
eiiie  an  das  Leben  der  Fraii  gebundene  Rente,  deren  Be- 
messung  mit  der  Auflösung  der  Verbindung  (//;-)  erfolgen 
känn,  —  deren  tatsächliche  Auszahlung  aber  erst  mit  dem 
»letzten  Tode»,  also  nach  uri/  beginnt. 

Daraus  ergibt  sich  der  folgende  Ansatz,  der  unmittelbar 
die  geschlossene  analytische  Form  der  gefragtcn  Witwenan- 
wartschaft  liefert 

t 


-f^fxll+"u-H+''>)'l( 


(a)    (12)  i   t      n  (12)      ,  |(I2)  'o  ^i 


Diese  Form  bietet  die  Möglichkeit,  darauf  Riicksicht  zu 
nclimen,  dass  die  Sterbonswaiirscheinlichheit  der  Frau  vor 
und  nach  dem  Tode  des  Mannes  prinzipiell  vrrschicden  sein 
känn;  nicht  der  Sterblichkeitsunterschied  Gattin  :  Witwe 
kommt  hier  in  Bctraclit,  diT  wolil  auch  bestcht,  doch  piak- 
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tisch  belanglos  bleibt,  sondern  vielmehr  die  Möglichheit  einer 
enischeidenden  Anderung  des  Gejahrmomentes,  insbesondere 
durch  cinen  Wechsel  im  Aufenthaltsgebiete. 

JÖRGENSEN    erwähnt    in    seiner    Theorie   der  Lebensver- 
sicherung  (§  67)  gelegentlich  der  Besprecbung  der  Gleichung 

t 

ax'y=  I  Ux+tciy+te    '^  dt 

o 

das  typische  Text-Book-Beispiel  eines  Kolonialbeamten,  der 
mit  seiner  Frau  in  Indien  lebt;  beabsichtigt  dieselbe,  als 
Witwe  in  die  Heimat  zuriichzukehren,  so  tritt  fiir  Uy+t  ini 
Exponenten  die  Frauensterblicbheit  in  Indien,  fiir  Oy+t  bin- 
gegen  diejenige  im  Mutterlande  in  Rechnnng. 

Es  wird  also  in  der  ausfiibrlicheren  Gleichung 

t  T 

-J   ^■"x  +  t+"!/+t  +  '^J'^^     .'   -J   \-"y  +  t  +  r+ö)(^r 

iix+te    "^  I  e    '^  dr\dt 


''xy  —    I 

'o 


II  ,       I 


einzufiihren    sein,    falls    man    den    Sterblichkeitswechsel    der 
Frau  beim  Tode  des  Gatten  beriicksichtigen  will. 

Bei  der  Diskussion  der  oben  angegebenen  Gleichung  fiir 
die  Witwenanwartschaft  nach  einem  verheirateten  Aktiven 
känn  man  diese  Uberlegungen  noch  vertiefen,  da  ja  nun 
zwei  tberlebensfälle  im  weiteren  Sinne  eintreten  können,  die 
wesentlich  verschieden  sind  und  un  ter  gewissen  Voraus- 
setzungen  gerade  beziiglich  der  eben  vorliegenden  Frage  nach 
einem  prinzijiiellen  Wechsel  in  der  Frauensterhlichkeit  ver- 
schieden heurleilt  werden  miissen. 

Was    zunächst    den    durch    ii%^t    hervorgerufenen    Uber 
lebensfall  anbelangt,  so  ist  ohne  weiteres  klar,  dass  man  auf 
Grund    von    Uberiegnngen    derselben   Art,    wie  sie  von  Jör- 
GENSEN  an  der  Gleichung  fiir  Qxy  angestellt  worden  sind,  in 
dem  erhaltenen  Ausdrucke  von  '"'a^^J  fiir  Uy^t  ini  Exponenten 
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die  Sterblichkeitskraft  der  Frau  im  Koloniallande,  bei  der 
Berechnung  der  Witwenrente  Qy+t  öder  des  speziellen  Wit- 
wenanspruches  a^+/'  +  nC/^+/  hingegen  die  Sterblichkeit  im 
Heimatlande  einfiihren  wird. 

Die  Ermittlung  der  Belastung,  welche  durch  den  Inva- 
lidisierungsfall  entsteht,  fiihrt  zu  Betrachtungen  ganz  ana- 
loger  Art:  Es  liatidclt  sicli  hier  um  die  Bereclinung  der  An- 
wartschaft  auf  Witwenrente  nach  einem  x  jährigen,  verhei- 
rateten  Invaliden,  welche  sich  definieren  lässt  als 


a 


1(12)  I      »  n  (12)     j. 


Will  man  nun  vollständig  streng  sein,  so  muss  man  auf 
einen  prinzipiellen  Wecbsel  der  Frauensterblicbkeit  vor  und 
nach  dem  Tode  des  Gatten  in  der  Weise  Rucksicht  nebmen, 
dass  Uy+t  der  höberen  Sterblichkeit  im  Kolonial-hanåe,  Qy^t 
hingegen  der  niedrigeren  Sterblichkeit  im  Heimatlande  ent- 
spricht. 

Voraiisgesetzt  rauss  aber  dabei  ausdriicklicb  w^erden : 
Dass  der  Invaliditätsfall  iiicht  schon  selhst  die  Veranlassung 
zu  dem  Sterblichkeitswecbsel  der  Frau  gegeben  hat! 

So  ist  etwa  im  obigen  Text-Book-Beispiele  diese  Mög- 
lichkeit  einer  zweiten,  feineren  Unterscheidiing  dann,  aber 
aucb  nur  dann  gegeben,  wenn  der  Kolonialbcamte  nicht  die 
Absicht  hegt,  mit  seiner  Familie  in  das  Mutterland  zuriick- 
zukehren,  falls  er  inv^alid  werden  sollte. 

Ist  diese  Bedingung  ertiillt,  dann  känn  man  unter  Ver- 
wendung  zweier  verschiedener  Frauensterbetafeln  eine  prin- 
zipielle  Änderung  der  Intensität  ity  auch  beim  Tode  des  vor- 
hor  invalid  gewordenen  Gatten  in  der  Rechnung  zum  Aut;- 
drucke  bringen.  Man  wird  also  dann  in  die  Hauptgleichung 
der  Witwenanwartschaft  '"'rx^  einfiihren: 

r 

J"  -  /'(."x+/+r+."//  +  /  +  f"'"'  ■''' 

»■(•2)  I        «'  ^0  ,.('■-')         J^ 
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wobei^ 

v 


und  prinzipiell 


II   ,    I 

i".'/   <  ,"2/' 


Ist  obige  Bedingung  aber  nicht  erfiillt,  dann  ist  auch 
im  Exponenten  der  ersten  Formel  anstelle  ity^t+T  nun  iiy+t+T 
einzufiihren  und  daher  der  gesamte  Barwert  ax+ty+t  einheit- 
lich  mit  der  niedrigeren  Sterblichkeit  der  Frau  zu  berech- 
nen.  In  diesem  letzteren  Falle  ist  somit  der  Uberlebensfall 
im  weiteren  Sinne  in  seiner  Wirkung  auf  den  Verlauf  der 
Frauensterblichkeit  gleichwertig  dem  tJberlebensfall  im  enge- 
ren  Sinne. 


Fall  p. 

Der  Barwert  der  Anwartscbaft  auf  Witwenrente  nach 
einem  gegenwärtig  x  jährigen  »Aktiven  iiberhaiipt»  (ohne 
Riicksicbt  auf  den  Zivilstand)  besitzt  in  der  hier  gewählten 
analytiscben  Darstellungsweise  die  sebr  klare  Form 


(")„(I2)         wFad^)    l2 


t 


{a)„(12)     _        ra  a(12)  ai(12)     ^        q  ,, 


1  1 

'    Der    P^aktor    t^    ist    die    Konstante    T^y     ^    ^er    WooLHOUSE'sclicn 

Näherungsformel  bei  monatlicher  Auszahlung  der  Witwenrente. 

^  Das  Analogie-Symbol  gibt  gleichzeitig  die  Definition  dieser  Anwart- 
schaft  vom  analytiscben  Gesicbtspunkte:  Durcbschnittliche  t)berlebensrente, 
die  fäilig  wird  beira  »Aussterben»  =  »letzten  Tode»  der  Doppel-Verbindung 
(,Hv);  dariiber,  ob  bereits  zur  Zeit  des  Versicherungsabschlusses  eine  »drei- 
fache  Verbindung»  vorlag,  ob  iiberhaupt  die  dritte  und  als  begiinstigte 
bezeicbnete  Person  y  in  die  Verbindung  eintritt,  dariiber  sind  bier  prin- 
zipiell keinerlei  Einzelangaben  vorhanden. 
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Die  beiden  eingefuhrten  Durchschnittswerte  sind  als 
solche  durch  die  Einklammerung  des  Frauenbuchstabens 
kenntlich    gemacht    und    können  leicht  definiert  werden:  Es 

sei    -^  die  Wahrsclieinlichkeit  eines  x  jährigen  Aktiven,  mit 
Lx 

einer    y    jährigen    Frau    verheiratet  zu  sein   (entnonimen  aus 

statistischen    Zivilstandesdaten),    dann  ergibt  die  Sunimation 

Uy 

iiber  alle  Frauenalter  ^^ die  »Eliewahrseheinlichkeit»  des 

T" 

Lix 

X  jährigen  Aktiven  iiberiiaupt, 
Somit  gilt  die  Definition 


a(12)_      I     v*     ja  (12) 

beziehungsweise  bei  Spezialisierung  der  Witwenanwartschaften 

^  J/1 

Die  durchschnittliche  Belastung  durch  Witwenrente  nach 
einem  im  Alter  x  +  t  akliv-verstorhenen  Versicherten,  iiber  des- 
sen  Zivilstandesverhältnis  im  Beitrittsalter  x  keine  Voraus- 
setzung  gemacht  wurde,  ist  daher  schliesslich  gegeben  durch 
die  Gleiohung 

1      ^" 

^x+tAy)  —  J^—  ^'-  ^xA-t.V,  a,/;. 

mit  naheliegender  Möglichkeit,  don  friihcr  definierten  syic- 
zielleji  W itwenans pnich  an  Stelle  des  allgrnioinen  einzufiihren. 
Im  »anderen  tjljcrlebensfalie»)  wird  ein  liarwert  fällig  der 
sich  erweist  als  die  durchschnittliche  Belastuny  durch  Witwen- 
rente nach  einem  im  Aller  x  -\-  t  invalid  gewnrdenen  Manne 
ohne    irgend    welchc  Voraussetzungen  iiber  sein<Mi  Zivilstand 
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beim  Versicherungsabschlusse,  also  der  zweite  Durchschnitt- 
wert  ax+My)  in  unserer  Formel. 

Man  definiert  analog  mit  Berufung  auf  Zivilstandesta- 
bellen 

ai(V2)  __     1     '^.    ra  »(12) 

X      y^ 

und    besitzt    auch    hier  die  Möglichkeit  einer  Spezialisierung 
des  Witvvenanspruches,  etwa  durch 

at(l2)  

t 

,   '=yv  r"  .      -f[!'''x+t+i'u+t+'^)di 

=  7^     2    ^"z/;.     '."•^  +  <^    °  [32/;.  +  ^  +  ^t^2/;.+<J(i^ 

^  /  =  2/i  O 

Die  Vergleichung  der  Witwenanwartschaften  nach  einem 
verheirateten  Aktiven  a^^  mit  derjenigen  ohne  Riicksicht 
auf  Zivilstand  ^°'^a^l%)  ergibt  als  auffallendsten  Unterschied 
im  Aufban  der  beiden  Versicherungswerte: 


00  pi    aa  ,  A  IL 

-J  \!'x  +  t^!hj+f^<^l'it 
(a)    (12)  /   r     ra  a2)      ,  2(121         "lo  Jt 

a^y  =--  I  \ux+t^ij+t  +  yx+t^x^t'y+t\e-   "  dt 


t 

/•  -  /  V'x+t  +  f>) 

(a)    (12)  /    r     n  a(12)  ,  aj(12)    T        a  t, 

3^x(y)^  ]  l<'x+<a,.+^(y)  +  r.,+<a^+/,(y)Je  "  rf^, 

6 

dass  in  der  zweiten  Formel  der  Exponent  von  /<y+f  undb- 
hängig  ist,  was  iibrigens  nach  den  vorhergehend  iiber  die 
Bildung  der  Durchschnittswerte  a"+j,%)  und  a'"+ljy)  gemach- 
ten  Bemerkungen  unmittelbar  einleuchtet. 

Von  einer  allseitigen  Ausfiihrung  des  Vergleiches  beider 
Formeln  sei  hier  Abstand  genommen,  doch  möge  eine  kurze 
Uberlegnng  gestattet  sein,  aus  welcher  sich  ergibt,  dass  bei 
der  Bemessung  der  Witwenanwartschaft  nach  einem  Aktiven 

13 — 2o;in:!.      Skandinavisk  Akfuarietidskrift.    1920. 
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ohne  Standesangabe  die  Beriicksichtigung  eines  prinzipiellen 
Sterblichkeitswechsels  der  Frau  vor  und  nach  dem  Tode  des 
Gatten  wohl  iiicht  in  Beträdd  kommen  känn. 

1)  Die    Frauenstorblichkeit    vor   dem    Tode    des    Älannes 

kommt    in    obiger  Gleichung  fiir  '"'ax^^)  bloss  in  dem  Durch- 

schnittsbarwerte  ajV'/,"/;/)  zum  Ausdrucke  und  selbst  da  bloss 
im  Exponenten  der  Formel 

aiiVl)  ^       V^r«  i       '■  o  (12)       I    / 

^-^'  vA  ^  ] 

Die  Frage  nach  obiger  zeitlicher  Unterschcidung  der 
Frauensterblichkeit  besteht  also  hier  iiberhaupt  nicht  zu 
Recht,  wenn  durch  den  Invalidisierungsfall  scbon  die  beab- 
sicbtigte  Herabsetzung  des  Gefahrmomentes  angeregt  wird: 
Wenn  beispielsweise  in  dem  oben  erwähnten  Text-Book-Falle 
ein  Kolonialbeamter  beim  Versicberungsabschlusse  erklärt, 
mit  seiner  Gattin  in  die  Heimat  zuriickkehren  zu  wollen, 
falls  er  invalid  wiirde. 

2)  Die  Fragestellung  wiirde  auch  entfallen,  wenn  etvva 
im  Sinne  desselben  Beispieles  der  Aktive  beim  Versicberungs- 
abschlusse eine  im  Koloniallande  Einheimische  schon  als 
Gattin  besässe  öder  eine  solche  zur  Frau  später  wählen  sollte, 
falls  er  im  Alter  x  noch  ledig. 

3)  Da  es  sich  um  die  Ermittlung  von  ziemlich  runden 
Durchschnittswerten  handelt  und  eine  strenge  Rechnung  die 
BeriJcksichtigung  der  relativen  Wahrscheinlichkeit  fordern 
miisste,  mit  welcher  Änderungen  des  Gefahrmomentes  von 
ganz  bestimmter  Grösse  auftreten  sollten  [wofiir  entsprechen- 
des  statistisches  Material  natiirlich  nicht  zur  Verfiigung 
steht],  ert^cheint  ein  Versnch,  einen  prinzipiellen  »Unterschied 
im  Sterhlidikeitsverlauje  der  Frän»  ror  nnd  nadi  dem  Tode  des 
Mannes  in  der  Rechnung  zum  Ausdrucke  zu  br ingen,  iyi  die- 
sem  Falle,  also  bei  der  Ermittlung  von  ajd,)  nicht  gerecht- 
fertigt. 


Es    sei    noch    auf  ein  Bcispiel  hingewiesen,  das  gecignet 
ist,  den  Vorzug  der  formellon  Trennung  des  Invalidisierungs- 
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prozesses  vom  reinen  Sterbeprozesse  des  aktiven  Individuums 
zu  zeigen  —  und  zwar  hier  vor  allem  in  dem  Sinne,  dass  dieselbe 
zu  Ausdriicken  von  weit  grösserer  Anschaulichkeit  fiihrt. 

Broggi  »Versicherungsmathematik»  (Buenos  Aires  1911), 
behandelt  am  Ende  des  zweiten  Abschnittes  (§  55)  das  Bei- 
spiel  einer  Pensionsversicherung  fiir  eine  dreiköpfige  Familie 
mit  gegebenen  Altern. 

Die  dort  gegebenen  Formeln  fiir  die  einzelnen  Gruppen 
von  Anwartschaften  —  es  sind  mehrere  Fehler  iinterlaufen, 
namentlich  bei  der  Waisenpension !  —  gewinnen  viel  an 
Klarheit,  wenn  man  ihnen  die  hier  gewähite  analytische  Dar- 
stellungsweise  zu  Grunde  legt. 

Dann  erscheinen  beispielsiveise  die  Waisenansprilche  als 
»zivei-seitige  Vberlebensanspruche  innerhalb  einer  Verhindung 
von  vier  Personen». 

In  dem  gegebenen  besonderen  Falle  wird  liberdies  eine 
Modifikation  der  Erziehungsbeitrags-Barwerte  erforderlich 
durch  die  von  Broggi  gestellte  Bedingung,  dass  die  Waisen- 
rente  nach  dem  Tode  der  Mutter  eine  bestimmte  Erhöhung 
—  wir  wollen  sie  durch  die  Proportion  n-.m  allgemein  an- 
setzen  —  erfahren  solle. 

In  jedem  versicherten  tiberlebensfalle  —  im  weiteren 
Sinne,  denn  auch  die  Invalidisierung  des  Vaters  wird  als 
solcher  betrachtet  —  tritt  daher  als  fällig  werdender  Bar- 
wert  immer  dann  die  Summe  ziveier  Teilbarwerte  auf,  if^enri 
dieser  Versicherungsfall  noch  bei  Lebzeiten  der  Mutter  gege- 
ben  ist. 

Daraus  folgt  die  natiirliehe  Unterscheidung  der  beiden 
Hauptgruppen  von  Waisenanwartschaften. 

A)  Mutter  friiher  gestorben, 

Im  Falle  des  Ablebens  der  Mutter  vor  Eintritt  des  Ver- 
sicherungsfalles  unterscheidet  sich  der  Ausdruck  fiir  die 
Waisenanwartschaft  in  seinem  formellen  Aufbau  dem  fiir 
<«)aa;jj/  gefundenen^  gegeniiber 


^  Um    bei    dem    Beisplele    von   Broggi  zu  bleibeii,  sind  in  die  friiher 
gefundene    Gleichung    hier    ganzjährige,  nachschiissige    Renten    eingefiihrt. 


IIU) 


1  ni     11(1  \ 

^"^Uxy  =  j  \ti'^+tay+t  +  rx+tcix+fy+fU  ^  dt 


prinzipifll  nur  durch 

1)  Erscheinen  der  temporären  Waisenrente  an  Stelle  der 
friiheren  lebenslänglichen  Witwenrente. 

2)  Aiiftreten  des  Summandei)  Uz^t  ina  Exponenten  anstått 
!'y+t- 


h  —  e  o  '. 


3)  Hinzutreten  des  Faktors 

Die  Waisenanwartschaft  fiir  den  Fall  friiheren  Todes  der 
Mutter  (bei  Broggi  die  Summe  ^-^'3  +  3-^3)  nimmt  dann  die 
gestalt  an 


Ui)()t      _  ur 
--xyz  rr 


Dabei  ist  in  der  Formel  zura  Ausdrucke  gebracht,  dass 
die  Waisenrente  nacli  dera  invalid  gewordenen  Väter  den 
»Typus  II  einer  temporären  Uberlebensrente»  darstellt. 

Bemerkt  sel  ferner,  dass  von  dem  konstanten  Faktor, 
welclior  in  Broggi's  Beispiele  allén  Waisenanspriicben  ge- 
meinsam    ist,  abgesehen  werden  konnte,  da  die  Betrachtung 

'  Zur  Symbolik  sei  beiiiorkt:  Bei  Gruppen-Uberlebensversicherunjicn, 
(lie  eino  bostimrnte  Aufeiiianderfolge  der  Todesfälle  als  Bcdingung  dos  Ver- 
sicberuaRsfalUis  oinscliliesseii,  sollon  iin  Suffixe  die  einzelnen  l^ersonen  in 
der  Reihenfolge  l)ezoiclniet  werden,  welclie  obigen  l?edinpungen  eiitspriclit ; 
dabei  soll  aber  dio  Zahlenangnbe  nur  dann  iiber  dem  Personcnzeichcn  stolien, 
wenn  der  betroffendo  Todosfall  selbst  anch  gleiciizeitig  »Versicherungsfall» 
iiii  Sinno  <les  Vertragos  ist. 

In  t)biner  Waisonanwartschafl  nun  ist  der  vorhergehende  Tod  der 
Mutter  aii^mchlimslirh  VurBicheruncHhcdingurig,  oluio  selbst  aber  irgend  eine 
unmittelbdro  Aii-zalihing  zur  Folgo  zn  bnben ;  7'iy)  ist  liier  eben  nicht  Ver- 
sicherungsfall irn  Vertrugssinno  Doslialb  hat  a\uh  im  Synibole  die  Znh- 
lenangabo  unter  dem   ['ersoiienzeiclien   »y»  zu  erfolgon. 

Siohe  dagogon  spiiter  die  BodiMitung  von        -gy',. 
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hier  auf  die  hauptsäcblichsten  Waisenanwartschaften  be- 
schränkt  werden  soll. 

Ubrigens  känn  man  die  obere  Grenze  des  äusseren  In- 
tegrales  beliebig  erböben,  da  alle  fälligen  Renten  böcbstens 
h  Jabre  laufen  und  somit  die  Klämmer  [  ]  fiir  t>h  identisch 
den  Wert  Null  besitzb. 

Es  gilt  deranach  auch  die  folgende  Scbreibweise: 


UV  y2 


B)  Zweite  Grappe  der  Waisenanwartscbaften:  Mutter 
lebt  noch,  wenn  der  Versicberungsfall  gegeben  ist. 

Gemäss  den  Bestimmungen  des  Beispieles  tritt  in  diesem 
Falle  mit  dem  Ableben  der  Mutter  eine  Erhöhung  des  Erziehungs- 
beitrages  im  Verbältnisse  n:m  ein,  wesbalb  der  Tod  der  Mut- 
ter als  ein  zweiter  Versiclierungsfall  angeseben  werden  muss 
unter  der  Voraussetzung,  dass  er  nach  dem  Tode  des  Vaters 
erfolgt ! 

Man  känn  bei  der  formellen  Entwicklung  der  zweiten 
Gruppe  von  Waisenanwartschaften  wiederum  von  der  Glei- 
chung  fiir  '^"'^axy  ausgeben,  wie  es  bei  der  ersten  Gruppe  ge- 
scbeben  ist;  doch  scbeint  es  bier  natiirlicber,  den  gesucbten 
Versicberungswert  aus  dem  eben  gewonnenen  Waisenan- 
sprucbe  fiir  den  Fall  friiberen  Todes  der  Mutter  abzuleiten, 
weil  ja  insbesondere  in  den  Barvverten  der  Waisenrenten  viel 
engere  Relationen  unter  den  beiden  Gruppen  selbst  besteben 
miissen. 

Geben    wir    also  von  der  ausfiibrlicberen,  das  beist  vor- 

letzten    Gleicbung  fiir  '"'^^i/?  aus  (Seite  196)  und  sncben  den 

1 

allgemeinen   Waisenansprucb  der  zweiten  Gruppe  aus  dersel- 
ben  zu  gewinnen. 

Man  sieht  sogleicb:  Hier  treten  jetzt  ity+t  und  i^iz+t  gleicb- 
zeitig    als  Summanden  im  Exponenten  der  Erlebensversicbe- 
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(  -f>'u+iA 

rung    auf,    während    der   letzte  Faktor  \l  —  e  "  '  weg- 

fällt;  denn  die  Farailie  erlebt  nun  den  Versicherungsfall  voll- 

zählig.     Deshalb  erscheinen  auch  die  fälligen  Rentenbarwerte 

erweitert: 

Anstelle    der    Waisenrente     tritt    die    Verbindungsrente 

»Mutter-Kind;;,  es  erfolgt  also 

h—t<Jz-\-t         >   h-tCty+t,  z+t 

uiid  ebenso  erscheint  die  Oberlebensrente  nach  dem  invali- 
den Väter  zunächst  an  die  Bedingung  gekniipft,  dass  die 
Verbindung  Mutter-Kind  nocb  fortbesteht 

II    i  H    i 

h—tClx  +  t  z+t ==■  h-tdx—t  !/+t.  z  +  t  • 

Durcli  diese  beiden  Substitutionen  werden  aber,  wie  man 
erkennt,  die  fälligen  Rentenbarwerte  wesentlich  erniedrigt. 

Doch  treten  nun  ausserdem  nocli  jene  zwei  Waisenan- 
wartschaften  als  Summanden  hinzu,  welche  die  Waisenrente 
nach  dem  Tode  der  Mutter  erhalten. 

Es  sind  dies  die  temporären  Cberlebensrenten  vom  Tv- 
pus  II  tur  jenen  Zeitraum,  in  welchem  bloss  noch  das  Kind 
am  Leben  ist. 

Die  Barwerte  derselben  ergeben  sich  daher  ganz  unmit- 
telbar  aus  den  beiden  obigen  Substitutionswerten,  wenn 
darin  die  Verbindung  Mutter  — Kind  gelöst  wird;  formell  also 
ira  ersten  Falle  durch  Einschaltung,  im  zweiten  Falle  durch 
Verlegung  des  Trennungs-Zeichens  im  Suffixe 

II 

h-lCtij  +  l^z+t         ^   h-tCly+t  z+t 

II    «  II 

,h-t<i.i+t  y+l,z  +  t         ^  ,h-t(lx+l,y  +  t  z+t- 

Beriicksichtigen  wir  nun  scliliesslich  noch  die  oben  ge- 
stellte  Forderung,  dass  die  Waisenrente  nach  dem  Ableben 
der  Mutter  eine  Erhöhung  im  Verhältnisse  ii:m  erfahren 
solle;  dass  also  umgekehrt  eine  schon  bei  Lebzeiten  der 
Mutter    fliissige    Waisenrente    relativ  zu  der  erstbehandelten 
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Gruppe  '■"^^21^2   —   wo  wir  ja  die  Rentenhöhe  als  die  Einheit 

i 

angenommen  hatten  —  nun  durch  den  Faktor   -  <  1  erniedriat 

m 

erscheint.      Wir    gewinnen    so    auf    kiirzestem    Wege   fiir  die 

gesamte    Waisenanwartschaft    die  bedeutend  iibersichtlichere 

Gestalt 

"^-xyz  —    ''     I  "^^  1 


''^xyz  — 


a       \n  II 

f^ix+ty-^h-tCly  +  Lz+t  +    h-tCtyi-ts-^t]   + 


,  .^^        U    i  .  II    i 


-J'{f'x+t  +  l'y  +  t+!'z+l  +  ^)'^^ 

.e  ^  dt. 

Die  obere  Grenze  des  Hauptintegrales  känn  man  wiederum 
beliebig  erhöhen,  da  fiir  t>  h  alle  vier  Rentenbarwerte  im 
Integranden  und  damit  der  Wert  der  Klämmer  [  ]  identisch 
verschwinden  muss. 

Die  Verwendung  des  friiher  gewählten  Symbols  fiir  die 
Erlebensversiclierung  empfiehlt  sich  auch  hier  durch  erheb- 
liche  Raumersparnis  in  der  Formel. 

Die  beiden  Abänderungen  fiihren  schliesslich  zn  der  Glei- 
chung  fiir  die  allgemeine  Waisenanwartschaft 


''^xys  — 


/'x  +  ^  \         h-t(fy+t,e-\-t  -T  h—tCly  +  fz+tl 


,n        II    i 
+  '^'x+t  \—  \h-tCl.c+t  y+f.z+t 


+  'h-\a]^t;~^t  ^^^\tKyzdt. 


^  Gemäss  dem  fruher  iiber  die  Symbolik  allgemeinerer  tJberlebens- 
versicherungen  getroffenen  Ubereinkommen  muss  hier  die  Zahlenangabe 
fiir  dio  Reihenfolge  der  Todesfälle  beider  Eltern  iiber  dem  Personen- 
zeichen  erfolgen,  da  sie  beide  Versicherungsfälle  sein  können;  dass  dabei 
der  Tod  T{7/)  al)er  nui-  oin  bedingter  Versicherungsfall  ist,  wurde  im  Sym- 
bole    durch    Einklammerung    der  Ordnungsziffer  zum  Ausdrucke  gebracht. 


I 
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Die  Uberlegungen  der  vorangehenden  Abhandlung  erhe- 
ben  keinen  Anspruch  auf  Vollständigkeit  nach  irgeiid  einer 
Richtung. 

Es  sollte  darait  lediglich  an  eiiiigen  Beispiclen  der  Ge- 
dankengang  gezeigt  werden,  welcher  zu  einer  Zusammenfas- 
sung  der  Oberlebensveisicherungen  mit  den  Werten  der  In- 
validitätsanwartschaften  iind  damit  auf  einen  metbodischen 
Wog  zur  einheitlicben  Analyse  der  Jetzteren  fiibrt.' 

Doch  möge  hier  nocb  auf  einen  Gesichtspunkt  binge- 
wiesen  werden,  von  dem  aus  diese  Skizze  vielleicht  einiges 
Interesse  besitzt;  derselbe  ist  von  L.  v.  Bortkiewicz  in  sei- 
nem  Referate  iiber  Anwendung  der  WabrscbeinHcbkeitsrecb- 
nung  auf  Statistik  in  der  »Encyklopädie  der  matbematiscben 
Wissenscbaften»  eingenommen  worden  und  sei  im  folgenden 
wiedergegeben. 

Als  J.  Karup  in  seinem  »Gutacbten  der  Gotbaer  Le- 
bensversicberungsbank  iiber  TnvaHden-  und  Witwenpensions- 
verbältnisse,  verfasst  im  Auftrnge  der  Reicbsver\valtung'>  den 
Begriff  der  »unabbängigen  Invaliditätswabrscbeinlicbkeit» 
scbuf,  war  das  Urteil  der  Facbkreise  iiber  den  Wert  dieser 
Begriffsbildung  sebr  verscbiedenartig. 

Karup  wurde  biezu  gefiibrt,  als  er  bei  der  Konstruktion 
von  Invaliditätstafeln  nacb  einer  Verbesserung  der  raebr  öder 
minder  mangelbaften  Metboden  sucbte,  nacb  weicben  man 
bis  dahin  die  Wabrscheinlicbkeit  p^"  berechnet  batte. 

Er  definierte  dabei  als  die  »unabbängige  Invaliditäts- 
wabrscbeinlicbkeit»  die  Wabrscbeinlicbkeit  iCx,  »welcbe  zum 
Ausdrucke  gelangen  wiirde,  wenn  die  Sterblicbkeit  in  dem 
angegebenen  Zeitraume  nicht  vorhanden  wäre». 

*  Verfasaer  der  vorliegenden  Arbcit  wäre  dem  Lcaer  schr  terbunden, 
wenn  er  dessen  persOnliche  Stellungsnahme  zu  dem  gesteliten  Probleme 
kenncn  Icrnen  könnte.  Daher  gestattet  er  aich,  daa  bedingte  Erauchen  ~u  atel- 
len:  Der  inlereaaierte  Lcaer  möge  kritiache  liemerkungen  mil  dem  Vermcrk 
»A.  Gönia»  an  die  Hauplredaklion  der  Skandinaviachen  Aktuarzeitachrift 
richlcn. 
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Es  haridelt  sich  hier  um  ein  Verfahren,  das  vollkommen 
analog  bezuglich  der  Sterbensvvahrscheinlichkeit  schon  län- 
ger  bekannt  und  zur  Konstruktion  von  Invaliditätstafeln 
öfter  verwendet  worden  war. 

Th.    Wittstein    hatte    bereits  1862   gezeigt,    auf   vvelche 

Art  man  die  Wahrscheinlichkeit  p^:  ermitteln  könne,  \\elche 
lediglich    von    der    Sterblichkeit  unter  den  Aktiven  abbängt. 

Setzt  man  nämlich  alle  Tnvalidisierungsfälle  identisch 
den  Austritten,  so  erhält  man  jene  Sterblichkeit  der  Akti- 
ven, »welche  zum  Ausdruoke  käme,  wenn  während  des  be- 
trachteten  Zeitraumes  die  Tnvalidität  nicht  vorhanden  wäre». 

Um  daher  die  oben  definierte  KARUp'sche  »unabhängige» 
Invaliditätswahrscheinlichkeit  zu  ermitteln,  braucht  man  bloss 
reziprok  vorzugehen,  indem  man  nun  alle  in  der  beobachte- 
ten  Zeit  erfolgten  Todesfälle  als  Austritte  behandelt. 

Durch  Einfiihrung  der  Grösse  iCx  gelingt  es,  die  gesuchte 
Aktivitätswahrscheinlichkeit  p""^  als  das  Produkt  zweier  Wahr- 
scheinlichkeiten  darzustellen.  Man  erkennt  dies  leicht,  wenn 
man  die  eingangs  verwendete  Bezeichriungsweise  beniitzt. 

Es  sei  die  »x\usscheidekraft  der  Aktiven» 

aa  ,        a 

fx+t  =   f'x+t  +   llx  +  t- 

Dann  ist 

—  d[\og  C+t]  =  liTitdt  =  {rj:+t  +  iix+t)dt 


und  somit 


Man    känn    also    fiir   die    Aktivitätswahrscheinlichkeit  so  die 
gewiinschte  Produktdarstellung 


-f''x-vt^t      -J,^'l.^^ 


dt 


Px     =  ^  ■  ^ 
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unter    der    Voraussetzung    erhalten,    dass    die    beiden  obigen 
Faktoren  als  >  Wabrscheinlichkeiten»  zu  gewinnen  sind. 

Dies  gelingt  nuii  mit  Hilfe  der  KARUP'scben  Konstruk- 
tion des  Begriffes  Wx  tatsäcblicb.  Denn  die  Wabrscheinlich- 
keit,  dass  der  x  jährige  Aktive  im  einem  kiinftigen  Zeitin- 
tervalle  dt  invalid  wird,  ist  gleich  i'x+idt;  daher  ist  das 
Komplement  der  KARUP'scben  Invaliditätswabrscheiniicbkeit, 
welehe  sich  auf  den  Zeitraum  eines  vollen  Jahres  bezieht, 
gegebcn  durcb  die  (ileicbung 


wobci  die  Einfiihrung  von  Qx  =  ^ — u'x  in  Analogie  zu  px  = 
=  1 — g^  erfolgte,  ura  manche  Formeln  einfacber  und  synie- 
triscber  zu  gestalten.^ 

Zunäcbst    ist    also    damit  gezeigt,  dass  der  erste  Faktor 

von  pT  als  die  »Gegenwabrscbeinlicbkeit  zu  Karup's  ?i'j» 
aufgefasst  werden  känn. 

Andererseits  ist  leicbt  zu  beweisen,  dass  der  zweite  Fak- 
tor identiscb  ist  mit  der  im  vorbergebenden  definierten 
»WiTTSTÉiN'scben  reinen  Lebenswabrscbeinlicbkeit  Aktiver», 
welcbe  wir  mit  7),;  bezeicbneten. 

Denn  die  Wabrscbeinlicbktit,  dass  der  x  jäbrige  Aktive 
innerbalb  des  Zeitintervalles  {t ...  t  +  dt)  als  Aktiver  stirbt, 
ist  fix+t  dt,  es  besitzt  daber  Wittstein's  px  tatsäcblicb  die 
Form: 

■px=  e  ^  dt. 

Wir  sind  auf  (i rund  des  vorbergebenden  somit  berecb- 
tigt,  die  gesucbte  Aktivitätswabrscbeinlicbkeit  p°"  aufzulösen 

'  jj.  ist  deiiinaoh  clio  Wahrscheinlichkeit,  dnss  ein  x  jährijUT  Aktiver 
nach  Abiftuf  einea  Jahres  nocli  rjeaund  (niclit  invalid)  ist.  wonn  während 
dieses  Zoitrniimes  die  WirUung  der  Sterbekraft  im  engeren  Sinne  ganz 
ausgesclmltot  uird! 
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in  das  Produkt  zweier  »reiner  Wahrscheinlichkeiten» 


Die  Möglichkeit  dieser  Produkt-Darstellung  war  der 
eigentliche  Zweck  der  KARUP'schen  Begriff bildung  einer  »un- 
abhängigen  Invaliditätswahrscheinlichkeit». 

Dass  sie  aber  auf  lebhaften  Widerstand  in  Faclikreisen 
stiess,  liegt  zum  grossen  Teile  an  der  unpassenden  Benennung. 

Fasst  man  nämlich  den  Begriff  »unabhängig»  in  der 
Weise  auf,  wie  das  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  all- 
geniein  geschieht,  so  miisste  man  berechtigt  sein,  aus  der 
bereits  erwiesenen  Gleichheit 

aa 

Px  =gxVx 

auf  die  Giltigkeit  der  drei  folgenden  Gleichungen  zu  schliessen: 

ai 
Vx    =  Wx  px 

aa  ^ 

g.r  -=gxqx 

ai  ~ 

qx   =Wxqx- 

welche  aber  unrichtig  sind! 

Dass  die  Bezeichnung  »unabhängige»  Invaliditätswahr- 
scheinlichkeit irrefiihrend  sei,  gab  auch  Kuttner  zu,  der  aber 
im  iibrigen  die  KARUP'sche  Begriff  bildung  von  einem  allge- 
meinen  Standpunkte  aus  zu  rechtfertigen  suchte. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  es  doch  wesentlich,  dass  gleich- 
zeitig  die  beiden  Faktoren  Invalidität  und  Sterblichkeit  in- 
einander    greifen,    mithin    gegenseitig  nicht  unabhängig  sind. 

Von  ihrer  wechselseitigen  Beeinflussung  känn  nur  dann 
abgesehen  werden,  wenn  man  sich  bei  Betrachtung  der  bio- 
logischen  Erscheinungen  auf  ein  unendlich  kleines  Zeitinter- 
vall  {t  .  .  .i  -^  dt)  beschränkt. 

Aus  diesem  Grunde  ist  zunächst  die  Gleichung 
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ti^+idt  =  u"r+idt  +  )'x+idt 
exakt    richtig.^     Lässt    man    aber    diese   Zerlegung   der  Aus- 

'  Ans    demselben   Grunde  ist  auch  die  folgende  Ableitung  fiir  die  In- 
tensitäten  v^.  und  /("  stretig  richtig. 
Gehen  wir  aus  von 

Lr^d.  =-.  ly^  dx  +  iiidx  - 1:  .,dx  (i  -  ''^^"^ 

wobei  der  letzte  Summand  exakt  die  Zahl  jener  Personen  aus  der  Aus- 
gangsgruppe  ij.  angibt,  welche  im  Zeitintervalle  dx  invalid  werden  und  nach 
Ablauf  desselben  noch  am  Leben  sind.  Zerlegt  man  in  dieser  Gleichung 
die  Lebendengesamtheit  in  die  beiden  Untergruppen  und  vernachlässigt 
das  letzte  Glied  rechts  als  unendlich  klein  von  zweiter  Ordnung,  so  diir- 
fen  wir  auch  setzen 

•/"  o-  ;'■  ^,  „    =  /"  -/'"  4-  ;»■  ,,'  —  /"  ' 
'.f    '    'x''  .r         ./•    X     ~  '.C'  X         XX 

und  gewinnen  daraus  die  beiden  Gleichungen: 


=  1'. 


I' 

,n["x  —  l'xf 


und 


„«_„      +^(n     _,,n 

■  x  —  "x  ^    ^a  \''x       I' XI 


Unter  Zugrundelegung  der  vorletzten  Gleichung  känn  man  eine  Kon- 
trollrechnung  fiir  die  fruher  abgeleitete  »Korrekt  ur  formel»  der  Anwart- 
schaft  auf  bruchjiilirige  Invalidenrente  ausfUhren. 

VVenden  wir  nämlich  die  auf  Seite  151  skizziertc  indirekte  Methodo  — 
welche  naturgeraiiss  auch  fiir  unterjährige  Zahlung  zum  Ziele  fiihrt  —  auf 
den  qualitativ  zerlegten  Barwert 


(f)^(m)  _  Q«("J)  ^  ,ai{m) 


an,  so  wird  unmittelbar 


ai{m)  _     (ni)  _     n{m)    ,       -^  <  Am)  _     i(m)\ 
"x  ~  "x  "x  ^    ,n  V'x  "x       J 

X 

und  bei  Einfiihrung  der  \VooLHOUSK'schen  Niiherungswerte 


iii(iii) 


''x  -  «x  +  ,2  „»•-'  [/'x  -  /'x"]  +    ,.  |"x  -4+12  m?  [/'-  -  4]  I 
1%  r  '« 

-ax+  7  k- 4)  +  ,2m»   /'x-."r+  ';{■'--''-} 
X  L  *  - 
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scheidekraft  Aktiver  zu,  so  gelangt  man,  wie  eben  gezeigt 
wurde,  direkt  zu  der  Grösse  gx,  welcbe  das  Komplement  der 
reinen  Invaliditätswahrscheinlichkeit  vorstellt. 

Die  Einwiirfe,  welche  gegen  die  KARUP'sche  Begriffs- 
konstruktion  erhoben  wurden,  richteten  sich  aber  zum  Teil 
auch  gegen  den  Wert  des  Begriffes  iv^^  selbst,  »dem  sie  als 
einem  kiinstlich  gebildeten  und  iiberfliissigen  das  Biirger- 
recht  versagten». 

Dass  iVx  nur  eine  rein  formale  Bedeutung  besitzt,  wider- 
legt  natiirlicli  nicht  die  Zulässigkeit  öder  Zweckmässigkeit 
dieses  Begriffes. 

Auch  Pj^,  die  reine  Lebenswahrscheinlichkeit  Wittstein's, 
besitzt  keine  selbständige  reelle  Bedeutung,  wurde  aber  den- 
noch  zur  Konstruktion  von  Invaliditätstafeln  wiederholt  mit 
Vorteil  verwendet. 

In  der  vorliegenden  Abhandlung  scheint  nun  in  einem 
ganz  anderen  Zusammenhange  eine  Art  von  Rechtfertigung 
der  KARUP'schen  Begriff bildung  zu  liegen: 

Die  Tatsache,  dass  man  mittels  der  Fiktion  einer  reinen 
Invalidisierungs-  und  Sterbe-Kraft  Aktiver  die  versicherungs- 
technischen  Invaliditätswerte  im  Verein  mit  den  Uberlebens- 
versicherungen  innerhalb  eines  gemeinsamen  mathem ati schen 
Rahmens  umschliessen  känn,  ivohei  man  zti  systematischer  Ana- 
lyse  aller  Invaliditätsanwartschajten  gefuhrt  wird,  darf  wohl 
als  ein  Argument  jiir  die  Konstruktion  des  Begriffes  »reine» 
Invaliditätswahrscheinlichkeit  angesehen  werden. 

Nun  gibt  aber  die  Summe  der  drei  ersten  Glieder  rechts  die  Anwart- 
schaft  auf  kontinuierliche  Inval idonrente ;  der  negative  Werfc  der  Kläm- 
mer [  ]  aber  ist  gemäss  der  oben  abgeleiteten  Relation  exakt  gleich  der 
Inval idisierungsintensität  v^,  sodass  wir  durch 


ai(m)  ai 


1 


^        12  m}  ^ 
die  Bestätigung  des  friiheren  Resultates  erhalten. 
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Ernata-Nachtrag. 

S.  \2{i,  vierter  Absatz  soll  beginnen  :  Denn  durch  .  .  .  anstått  Dann 

S.  130,  Zeile  9:  nichts  anderes  an  Stelle  von  nicht . .  . 

S.  132,  letzte  Zeile:  Zeitraum  anstått  zeitraum. 

S.  138,  Mitte:  Kapitalversirhorung  anstått  Kapitalversichering. 

S.  177.  Anmerkung:  erste  Ungleichung  soll  lauten 

A%<A-^  anstått  .4"^  <^". 

S.   179,  Zeile  4:  gleichzeitig  anstått  gleichseitig. 

S.  187,  erste  Zeile:  analytisclier  anstått  analytisches. 

S.   187,  Zeile  10:  Stelle  fur  Stelie. 

S.   194,  drittletzte  Zeile:  Falle  anstått  Falte. 

S.   197,  sechste  Zeile  von  unten:  heisst  anstått  heist. 


On  Investment  in  Funds. 

By  P.  Givskov. 

The  purpose  of  this  paper  is  to  determine  how  large  a 
capital  risk  a  monetary  institution  is  incurring  by  receiving 
capital  payments  under  obligation  to  yield  a  fixed  guaranteed 
interest  until  a  prescribed  date,  even  if  the  märket  råte  of 
interest  should  fall  below  the  råte  guaranteed,  and  to  in- 
vestigate  to  what  extent  the  risk  is  decreased  if  it  is 
possible  to  invest  the  payment  first  received  at  a  råte  of 
interest  exceeding  the  råte  guaranteed. 

Tbe  subject  will  be  especially  dealt  with  as  concerning 
the  investments  made  by  life  insurance  companies  and  an 
attempt  will  be  made  to  form  rules  applicable  at  the  invest- 
ment of  capital  at  a  given  råte  of  interest  and  for  a  fixed 
period  of  time.     In  accomplishing  this  we  can 

1)  regulate  the  interest  which  is  earned  in  such  a  way 
that  a  maximum  and  a  minimum  råte  will  be  provided  for 
and  losses  by  decreasing  exchange  values  avoided 

2)  establish  reserve  funds  equivalent  to  a  lower  råte  of 
interest  without  being  obliged  to  formally  adopt  a  new  basis 
of  the  calculation 

3)  decide  when  the  increased  investment  connected  with 
decreasing  interest  necessi tåtes  a  lower  råte  of  interest  as  a 
basis  of  the  premiums. 

We  shall  try  to  find  the  solution  of  the  problem  in  two 
ways,  that  is  to  say,  the  general  treatment  (A)  is  connected 
with  a  mathematical  and  numerical  treatment  (B)  by  means 
of  which  the  conclusions  arrived  at  will  be  determined  with 
further  precision. 

A.  Assuming  that  a  company  is  bound  toreceive  arbitrary 
payments    and    to  pay  a  certain  interest  {i)  on  them  during 
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a  certain  period,  wliat  will,  then,  the  value  of  tlie  company's 
loss  amount  to  at  the  beginning  of  the  period,  if  the  effec- 
tive  interest  falls  to  r. 

Let  US  suppose  that  the  payments  are  invested  in  bonds 
O  yielding  a  nominal  interest  r  and  maturing  at  a  certain 
date  coinciding  with  the  day  of  reimbursement  of  the  pay- 
ments mentioned. 

If  a  payment  /  is  received  n  years  before  the  maturity  and 
we  wish  to  obtain  the  interest  (i)  on  it,  we  shall  have  to 
purchase  bonds  to  a  face  value  oi  P  =  I  \  Ki,  Ki  raeaning  the 
märket  price  at  which  the  bonds  must  be  purchased,  if  they 
shall  yield  the  effective  interest  i.  If,  however,  the  effective 
interest  were  only  r,  the  price  of  these  bonds  would  be  P .Kr. 
In  this  case  we  should  thus  realize  a  loss  amounting  to 
P.Kr-P.Ki=^P{Kr-Ki). 

If  the  annual  payments  are  equal,  and  these,  bearing 
interest  at  i  per  cent  per  anuum,  increase  to  U  at  the 
expiration  of  the  period,  the  amounts  of  payments  and  in- 
terest to  be  invested  yearly  will  increase  year  by  year  in 
the  same  way  as  the  instalments  on  a  bond  with  a  constant. 
annual  pa\'ment,  the  instalments  on  such  a  bond  increasing 
with  the  interest  on  the  increasing  instalments. 

While,  as  stated  before,  the  company's  obligations  may 
be  covered  by  purchasing  bonds  O  with  a  given  expiration. 
at  the  märket  price  K,  its  claims  may,  in  this  case,  be  com- 
pared  with  bonds  Oy  with  a  given  annual  payment,  the 
märket  price  of  which  is  called  K^ .  To  the  capital  U  cor- 
respond  bonds  of  the  first  category  with  a  face  value  of 
U  :  Ki,  and  of  the  second  category  with  a  face  value  of  U  :  K>f , 
the  effective  interest  being  i.  When  the  effective  interest 
falls  from  i  to  r,  the  value  of  the  former  bonds  will  increase 

by  j^{Kr  —  Ki),  and  the  value  of  the  latter  bv  ,.   (K»  —  Kv). 
•^  Ki  '    A^ '    '■         ' 

The    total    loss    will,    then,    amount    to    ^{r-^^—^l]-    If  the 

nominal  interest  on  the  bonds  is  equal  to  i,  as  it  must  be, 
if  the  bonds  shall  cover  exactly  the  obligations  of  the  com- 
pany,  we  shall  have  A',  =  K'f  =  1 ,  and  the  loss  of  the  company 
thus  amounts  to  U  {Kr — Kv). 
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The  general  formula 

(1)  ul^  —  ^ 

\Ki      Kl 

gives  the  loss  of  the  company  when  the  paynients  with  in- 
terest  are  increasing  in  the  same  way  as  instalments  on  a 
bond  bearing  an  arbitrary  norainal  interest  and  with  a  mär- 
ket price  K'^ ,  nothing  being  assumed  as  to  the  way  in  which 
the  instalments  are  decreasing.  If  we  call  Ka  the  märket 
price  of  a  bond  (Oa)  with  given  instalments,  we  shall  have 
the  formula 

(9)  TJ  I^lH ~1 

\Kt      K- 


We  may  replaoe  different  payments  both  increasing  and 
decreasing  by  combinations  of  bonds  with  given  annual 
payments  and  given  annual  instalments.  A  bond  with  the 
märket  price  if"  +  p  {K^  —  K^)  will  thus  correspond  to  decreas- 
ing payments,  if  pyO,  and  to  increasing  payments  if  p<0. 
In  such  case  the  loss  will  be 


(3)  ,,/Ä.      Kl  +  v[K^~K^ 

""U.-      K^  +  p{K^-Ky)j 


If  some  of  the  payments  are  received  before  interest  falls, 
the  loss  will  be  reduced.  If,  for  example,  a  payment  R  is 
received  at  a  moment  wliere  the  effectivc  interest  is  e  (e  >  i), 

we    may   purchase  bonds  to  a  face  value  of  ^^  for  it,  while 

Ke 
p 

we  only  need  -^,-;  we  thus  dispose  of  superfluous  bonds  to  a 
K  i 

face   value  of  R  \~^ t^\,    the  value  of  which,  in  case  the 

interest  falls  to  r,  is  B  i^, j^\  K,.    If  the  payments  with  in- 

14  —  so3oa.     Skandinavisk  Aktuarielidskrift.    1920. 
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terest    are    increasing   evenly  from  R  to  U,  and  the  interest 
imraediately    falls    to    r,  the  total  loss  will,  then,  amount  to 

Should  we  desire  to  establish  a  fund  to  cover  such  losses, 
we  may  determine  each  year  tbe  loss  calculated  by  the 
abov^e  formula,  by  means  of  the  ever  effective  interest  e  and 
of  the  payments  received  R.  Ii  e  >  i  the  fund  may  be  zero, 
in  such  case  an  eventual  subsequent  increase  of  the  calcula- 
ted fund,  owing  to  a  fall  in  the  interest,  can  be  covered  by 
the  gain  realized  on  the  märket  price  of  R,  and  as  long  as 
the  interest  is  not  inferior  to  r,  we  shall  thus  be  secured 
against  a  loss  on  the  capital  U. 

It  is  not  necessary  to  invest  the  payments  in  bonds  of 
the  said  categor}^  it  is  sufficient  that  the  märket  price  of 
the  bonds  is  always  below  par.  If  the  märket  price  rises 
above  par,  these  bonds  must  be  replaced  bj'  others  bearing 
a  lower  nominal  interest,  so  that  a  forced  redemption  at  par 
can  be  avoided.  Tn  this  way  we  shall  always  obtain  an 
interest  which  is  higher  than  the  effective  interest  of  the 
investment. 

The  indicated  formulas  (1),  (2)  and  (3)  may  also  be  proved 
in  the  following  way: 

If  the  successive  payments  are  due  continuously,  a  ca- 
pital   1  at  the  end  of  the  period  may  be  created  by  annual 

payments  of   . d,  where  än  means  the  continuous  annuity, 

ö   the    continuous  råte  of  interest;  after  t  years  the  amount 

payed  with  interest  will  be  1 —  "~  .   As  the  remaining  debt 

on  a  bond  is     ""',    the    differences  in    the  amounts  received 

«/, 

(with    interest    on    precedent   amount)  and  in  the  remaining 
debt  will  be  the  same. 

The  differential  quoticnt  of  the  amount  paid  is 

dt  dt  än 


1 
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The  amounts  paid  are  invested  in  bonds  with  a  given  date 
of  maturity  and  bearing  a  nominal  continuous  interest  ^2- 
If    tlie    effective    interest    is    d^,    their    märket  price  will  be 

1  p—di(n—i) 

X  =  e-Ö4(n-<)   +  s.    ^ 

and  the  discounted  loss  on  the  märket  price 


the  total  loss  will,  then,  be 


—  dit p—åiH] 


O  o 

=  e-<'-«  +  d.ä'  —  ^\  =  K  —  Ry 


a*  a  continuous  annuity  bearing  a  continuous  interest  di 


Öifl 


e~"i 


If    such    amounts    are  paid  that  the  payments  with  interest 
are  increasing  evenly  o:  with  -   yearly,  the  differential  quo- 

tient  of  the  amount  paid  will  be     dt,  and  the  total  loss 


T.-jll(f-^Ye-»-e-")dt 


This  formula  may  also  be  written 
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The  same  caleulations  are  applicable  to  a  bond  which  is 
combined  as  a  sum  or  difference  of  these  two  types  O^  and  O". 


Application  to  a  Life  Assurance  Company. 

The  formulas  explained  here  raay  be  appbed  to  the  cal- 
culation  of  a  security  fund  against  a  fall  in  the  ratc  of  in- 
terest  for  a  Hfe  assurance  company,  if  the  annual  increase 
of  the  reserve,  the  rest  n  years  of  the  duration  of  the  assu- 
rances  and  the  sum  U  which  will  fall  due  at  the  end  of  this 
period  can  be  determined. 

The  reserve  for  the  most  common  kind  of  assurance,  the 
endowment  assurance,  increases  in  a  similar  way  as  the 
instalments  on  a  sinking  fund  with  the  same  duration  as  the 

assurance,  the  difference  in  reserve  1 x+n,n—r  correspond- 


a 


X,  r 


ing    to    the    difference    in    the    remaining  debt  .     In  the 

^  an 

above  formula  the  payments  represent  the  increases  of 
the  reserve;  if  these  are  replaced  by  the  instalments  on  a 
sinking  fund  yielding  the  same  interest  as  used  for  the  basis, 
these  instalments  will  be  greater  than  the  increase  of  the  re- 
serve at  the  beginning,  because  loans  at  a  low  interest  are 
most  rapidly  amortised,  and,  by  using  the  formula,  we  shall 
therefore  get  a  higher  limit  for  the  fund.  If,  however,  we 
shall  determine  the  fund  for  a  stock  of  sums  assured,  we 
must  suppose  that  the  new  business  has  stopped,  and,  owing 
to  the  natural  discontinuances,  the  increase  of  the  reserve 
for  a  stock  without  new  business  will  be  quite  different. 
If  the  increate  in  the  polic3'  value  is  calculated  on  the 
New  Hafnia  Basis  and  with  the  frequencies  of  discontinu- 
ance  of  Old  Hafnia,  it  will  be  seen  that  the  increase  is 
decreasing  in  the  same  way  as  the  remaining  debt  on  a 
sinking  fund  at  the  märket  price  K'*  +  p{K'^  —  Kv),  where  p 
is  equal  to  1  for  duration  ?i  =  25  and  age  at  exit  ?f?  =  56,  as 
well  as  for  n  —  '^^  and  ?t'  =  61,  and  p-=1  for  7^  =  30  and 
K' =  66, 

If  the  fund  is  calculated  according  to  the  forraula 
(page  3),  wliicli  corresponds  to  this  empiric  increase  of  the 
reserve,  namely,  when   U^=aF, 
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o         pjKr      K- +  V  {K- -KV). 

which  by  putting  the  nominal  interest  =r,  at  which  Kr=  1, 
is  simplified  to 


Ki      Kf  +  piKf  —  KV) 


we  shall  get  the  values  given  in  the  table  below  under  A 
(as  for  the  calculation  se  note  1) 

A  B  c 

w  =  56  w  =  Ql  t<?  =  66 

n  =  25      0,0163  0,0185      0,0163 

n  =  30  0,0160      0,0160     0,0183      0,0155 

It  will  be  seen  that  the  values  under  A  vary  very  in- 
considerably  and  that  the  fund  will  amount  to  c.  1,6  per- 
cent  of   the  assured  sum  hy  a  fall  in  the  interest  of  -  percent. 

Yl^oie  1.     If    the  nominal  interest  is  K  and  the  effective 
interest  i,  the  formulas  for  the  märket  prices  are 

Ki  =  {\  +  *)-»  +  ra\  idrt  aj^  =  ^  (1  —  (1  +  iy) 
*       a»"        »       i\        n        n 


Putting  r  =  0,03 

i  =  0,035 

ri  =  25 

»              » 

» 

7i  =  30 

i^e  have  iC  =  0,9i76 

iC^  =  0,9465 

ii:«  =  0,9513 

»          »        iC  =  0,  9  0  8  0 

Z^  =  0,9383 

Z«  =  0,9460 

In  the  three  cases  treated  here  uF  has  the  three  values: 
0,3712  -F,  0,2  99  8  F  and  0,2684  F.  Then  we  shall  have  for 
the  three  funds  in  A 
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S=-F. 0,3112  i^ pr T-JT^ n c)-i^. 0,0163 

\0,9176    0,9513  +  (0,9513  —  0,9465)/ 

Ä=i^. 0,2998  i^ ——-^ ~ r)  =  i?^. 0,0160 

\0,9080    0,9460  +  (0,9460  —  0,9383)/ 

AS=i^. 0,2584  L ,r ^^,„ pr r)  =  i^  .  0,0  1  6  O  . 

\0,9080         0,9460+2(0,9460  —  0,9383)/ 

Assuming  an  even  increase  of  the  reserve,  \ve  shall  have, 

(8)  «  =  «^(f:-i). 

which  if  Kr=l  will  be 

1         1 


(9)  «  =  «^./f..     K? 


if  a  =  l,035~"  we  shall  get  the  values  mentioned  under  B  in 
the  table  on  page  8  if  a  — 1,035~"  than  mentioned  under  C. 
It   will  be  seen  that  we  may  employ  the  simple  formula  for 

«=1,035~"   or    1,03~". 

It  will  be  seen  by  the  forniula  on  page  4  that  by  a  fall  in 
the  interest  of  the  basis  from  i  to  r,  and  when  the  reserve 
is  =  i?,  the  security  fund  will  amount  to 

(.0)         (F .  l.o:.-"  -  II)  (I  -  g  -  R  (I-  -]_]  AV 

If  the  nominal  interest  is  r,  we  shall  have 

„,)      (f.,,„3-.-Ä,(^._-^y-i?(^^_^-). 

If  the  nominal  interest  is  i,  we  shall  have 

(12)  {F  .  1,03-"  -  R)  {Kr  -  K",)  -e[^-\]  Kr. 
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F  represents  the  sum  assured,  R  the  reserve,  Kr  is  the  mär- 
ket price  of  a  bond  yielding  an  effective  interest  r  and  with 
the  duration  n.  K'^  represents  a  sinking  fund,  which  is 
amortized  by  equal  annual  instalments.  n  is  determined  by 
putting  the  value  of  the  sum  assiired  equal  to  F {I  +  i  — 
—  0,05)-"  (see  note  3). 

Tf  we  choose  the  interest  of  the  basis  1  percent  under 
the  actual  effective  interest  and  if  the  reserve  has  increased 
to  about  8  percent  of  the  sum  assured  (consequently  after 
3  years)  before  the  interest  falls,  this  can,  as  will  be  seen 
from  the  following  example,  sink  1  Va  percent  to  Vs  percent 
below  the  interest  of  the  basis,  and  although  the  company 
will  obtain  the  interest  of  the  basis  for  these  assurances. 

From  formula  (13)  we  may,  namely,  deduce  the  value  of 
E,  which  makes  the  fund  equal  to  zero, 


R  =  F  1,03-" 


if    n  —  25,    r  =  0,03,    ^  =  0,035,    e  =  0,046,    we  shall  have,  Kr 
being  =  0,9  17  6,  K"  =0,q513  and  iT,.  =  0,7  7  7  6,  J?  =  0,0  7  8  F. 

If  the  actual  effective  interest  is  5  percent,  and  we  as- 
sume  the  interest  of  the  basis  to  be  4%,  while  the  minimum 
interest  is  3  percent,  we  shall  have,  when  employing  the  for- 
mula (12) 

K.- K- 


1 

1 

Ki 

K^ 

1 

1 

K, 

Kf 

R  =  Fl,03-' 


when  n  =  30,  K3  is  equal  to  l,i 966,  K"  =  l,i  1  56,  K-  =  0,8463, 
we  shall  then  get  i^  =  0,iii3  F; 

when  n  =  25,  K^  is  equal  to  1,1740,  K^  =  1,1012,  K-  =  0,8ö90, 
we  shall  get  R  =  0,ii30 F. 

In  both  cases  this  reserve  will  be  accumulated  after  a  dura- 
tion   of    about  5  years.     If  no  fall  in  the  interest  has  taken 
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place  in  this  period,  we  shall  thus  be  covered  against  a  future 
fall  of  2  °o  in  the  interest. 

It  is  thus  certain  that  there  will  be  no  danger  by  a  fall 
of  tiie  interest,  when  the  råte  of  interest  is  chosen  V*  to  1 
percent  below  the  märket  interest,  because  the  reserve  to  be 
invested  at  the  high  interest  may  be  accummulated  in  a  few 
years,  less  than  10  years,  to  a  degree  which  is  sufficient  to 
guarantee  against  a  fall  of  about  2  percent.] 

[Note  2.  If  the  sum  of  the  quotient  of  mortality  and  the 
frequency  of  discontinuance  is  equal  to  a,  the  capital  sup- 
posed  to  be  paid  after  7i  years,  when  the  sum  assured  is  F,  may 
be  put  equal  to  (1  —  icy*F.  If  w  is  calculated  on  the  basis 
of  the  mortality  of  New  Hafnia  and  of  the  frequencies  of 
discontinuance  of  Old  Hafnia,  we  shall  have  the  following 
table  for  ic: 

Age  et  exit  Diiration     5 

56  3,6  % 

61  4,6  % 

66  5,6  % 

It  will  thus  be  seen  that  we  shall  get  a  higher  limit 
for  the  fund,  if  iv  is  put  equal  to  O.os;  in  that  way  the  re- 
maining  stock  of  F  if  ?i  =  25  resp.  30  will  be  0,4677  F  resp. 
0,4000  F,  while  by  age  at  exit  56  and  n  =  25  it  is  0,37i6  F, 
for  71  =  30  and  age  at  exit  61  0, 3000  F  and  for  w  =  30  and 
age  at  exit  66  0,2  5  84  F,  by  this  process  the  fund  will  thus 
be  25-50  peroent  too  high,  but  if,  at  the  same  time,  we 
calculate  the  fund  supposing  that  the  reserve  is  increasing 
evenly,  we  shall  get  a  corresponding  roduction  so  that  the 
total  deviation  will  be  considerably  smaller.] 

[Note  3.  If  we  do  not  know  n .  we  can  get  a  useful 
determination  of  it  by  putting  the  value  of  the  sum  assured 
F  equal  to  i*"'(l  +  /  —  g)",  where  i  means  the  interest  of 
the  basis  and  f/,  which  is  varying  with  the  age  a  t  exit  and 
the  duration,  may  be  replaced  by  an  average  value  oqual  to 
0,005;  by  this  we  shall  for  low  ages  at  exit  and  short  durations 
only  get  a  value  of  n  which  is  slightly  too  high,  while  for 
high  ages  at  exit  and  long  durations  we  shall  get  too  small 
val  nes  of  n. 


10 

15 

•JO 

23 

30 

3,4 

3,2 

3,2 

4,0 

4,0 

3,6 

3,5 

3,4 

4,1 

0,0 

4,5 

4,2 

4,0 

4,1 
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The  deviation  is  increasing  with  the  mortality,  the  ages 
at  exit  and  the  duration.  If  assumed  that  the  average  age 
at  exit  does  not  exceed  65  years,  and  the  average  duration 
not  30  years,  n  will,  by  the  above  formula,  not  be  inferior 
to  25  years  for  the  must  common  Danish  tables.  (For  Old 
Hafnia  and  New  Hafnia  we  shall  get  w  =  28,  for  the  »For- 
sikrertavlen»  of  the  State  Institute  of  Assurance  one  shall  get 
n  =  26).  If  the  security  fund  is  calculated  by  the  above  for- 
mula (9),  it  will  be  0,oi57  5  resp.  O, o 1 627  for  w  =  25  resp. 
w  =  30.  An  increase  from  O  to  0,01527  corresponds  with  a 
fall  in  the  interest  from  372  percent  to  2,989  percent,  which 
is  practically  the  same.] 


B,  In  order  more  closely  to  examine  the  result,  arrived  at 
on  page  7,  it  may  be  assumed  that  there  is  a  constant  råte  of 
mortality;  in  this  way  we  can  find  a  general  formula  for  the 
security  fund,  by  means  of  which  we  can  calculate  the  fund 
for  the  different  values  of  the  mortality,  the  interest,  the 
frequency  of  discontinuance  and  the  duration. 

If  the  probability  of  death  is  g^;  =  1  —  €.~^,  the  råte  of 
interest  of  the  calculation  basis  i  =  e^~ — 1,  the  frequency  of 
discontinuance  1  —  e'^^  and  the  minimum  råte  of  interest 
f  =  eö4 — \^  ^^Q  shall  find  that  the  reserve  for  an  assurance, 
of  duration  m  years,  will  t  years  hence  be 

än— t  e~<''i+'^-)'*  (e(öi+Ö2)< g-(öi  +  Ö2)m) 

ä     ,  1  /?— (01+02)  (n+m) 

If  we  keep  account  of  the  discontinuances  by  death  and  by 
lapses  we  shall  have,  when  multiplying  by  e-(<5i+ö3)f^ 

D—(<'>i+'h)n 

P  ^  '^ (p{<'>i+d-i-öi-d3)i f>—(<)i  +  d2)m-[di+Ö3)t 

-*''         1  _g-(öi+d2)(n+m)^'' 

The  value  of  the  loss  on  the  märket  price  of  a  unit  of  invest- 
ment  after  t  years  will  be 


j|;  — l|(e-'5^^-e-'>^"). 
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The  total  loss  on  the  märket  price  amounts  tlun  to 

/    *     dt  1  _  e-('h  +  .>2)(n+«.W   ''"*         "*'^  ^ 

o  o 

^  f-('>i  +  <V,)m  (()^   ^  ()  J  e-(.i,+Ö3)<  (g—W  _  g-<),n)  ^^ 

» 

(),    +  (i-3   +  Ö, 

g — v"n-u2,fi  /      ' 
+    ( 


^         '^  '^  j  I  g— (<»i+<)s)  (n+w) 


If  m  =  0,  we  shall  have: 

d,  —  d,       e-(''>+'^^)"      /     dj  — (5, 


g— (öi+(>2)n  / 

1  —  g—{^i+<h)n  \ 


r  + 


Simple  figures  are  chosen  for 


(0,00; 


|0,oi 
0,01 

lo, 20 


d  =  J".0>     ,       ^,  =  0,035,      ^3  =  0,02,      Ö",  =0,03. 
|0,015 


For    comparison    the    value    is    calculated    after    formula    8, 
which  is  modified  to 


By  this  process  we  get  the  following  values; 
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Table  containing  the  values  oj  the  fund  according  to  formvla  14, 
when  assumed  that  the  interest  falls  from  0,0  3  5  to  0,0  3. 


Frequency  of  discontinuance  = 
Probability 
of  death  =  0,05        0,010       0,015 

:  0,02 
0,020 

A  —  B 

100 -— 

A 

Duration               A 

B 

30      0,02039      0,01792 

0,01574 

0,01380 

12,1 

25        02111        01899 

01705 

01530 

10,3 

20        02101        01930 

01772 

01626 

8,2 

15       01956       01838 

01725 

01617 

0,2 

10        0161.3        01546 

01512 

01422 

2,2 

5        01008        00984 

00984 

00948 

0 

Frequency  of 
discont  ='0,015 

The  reserve 

is  increasing  evenly 

0,010      ,^^A~C 

C           '''a 

'^^n.l,03«     ^>' 

1 

ni   035" 

0,01972        9,1 

0,01739 

0,01500 

02053        7,5 

01848 

01629 

02050        5.8 

01880 

01704 

01928        4,7 

01786 

01660 

01613        4,1 

01527 

01453 

00984        0 

00949 

00926 

Tt  vvill  be  seen  that  the  fund  increases,  when  the  fre- 
quency of  discontinuance,  the  mortality  and  the  interest  are 
increasing,  but  that  the  variations  are  inconsiderable  (se 
note  4). 

It  will  further  be  seen  that  the  fund  does  not  increase 
with  n,  but  has  its  highest  Hmit  between  ?i  =  20  and  n=25. 

If  therefore  we  choose  as  average  value  0,oi7  5  we  shall 
have  a  good  approximation  except  for  the  very  short  dura- 
tions  which  are  of  no  importance  to  this  investigation. 

Finally    we    see    that    the    formula  indicated  on  page  8, 

which    assumes    an    even    increase    of    the  reserve,  will  give 

a  good  approximation  if  we  put  a=  1,03~^. 

^ jg  ji (7 

[Note  4.    Under  100 — ^ — ,  resp.  100 — -7 —  the  procentual 

increase  of  the  fund  for  an  increase  of  0, 00 5  iö  resp.  d^  has 
been  given.  When  children's  endowment  assurances  are  ex- 
cepted,  the  average  mortality  for  assurances  with  duration  30 
years    is    not    much    under    1    percent  and  the  frequency  of 
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discontinuance  not  so  low  as  1,:.  percent.  On  the  other 
hand,  the  average  mortality  for  assurances  with  duration  30 
years  does  not  excecd  1,5  per  cent,  while,  as  it  will  be  seen 
from  the  table,  assurances  with  duration  under  15  years  per- 
niit  average  mortahty  right  up  to  2  per  cent  before  the  limit 
of  10  per  cent  is  surpassed.] 

Let  US  take  an  assurance  m  years  old  with  a  remaining 
duration  ji  —  m  years  and  a  reser  ve  Qm  per  un  i  t  of  sum,  we 
shall  then,  by  means  of  the  formula  (13),  get  the  following 
values  of  the  fund  Sm,  when  ^,  =0,oi,  ö".,  =  0,03  6,  (J3  =  0,02 
and  ()^  =  0,0  3  : 

n  =  30 

TO=             O                 ö               10               15  20              25 

Sm=        0,01797       0,01531       0,01209  0,00848  0,00473  0,00149 

Om=                             0,0884         0,1986  0,3375  0,5109  0,7280 

(5^  —  Sm):(jm=                           0,0300        0,0296  0,0281  0,0259  0,0226 

Sm-{1  — (^mf  =        0,0180         0,0184         0,0188  0,0193  0,0198  0,0201 


7n  = 

Sm  = 

pm  = 

(Sq  —  Sm)  :  Otn  = 

Sm  -.{I  —  om?  = 


O  5  10  15  20 

0,01899       0,01489  (1,01035  0,00576  0,00177 

0,1212  0,2732  0,4635  0,7016 

0,0338  0,0316  0,0286  0,0246 

0,0190         0,0193  0,0196  0,0200  0,0199 


n  =  20 
m  =  O  .")  li>  15 

i;m=        0,01928       •»,01329  0,00729  0,00226 

rjm=  tM73()  0,3895  0,0705 

{So—  Sm):  f'm  =  0,0346  0,0307  0,0254 

Sw:(l  — Oot)-^        0,0193        0,0194  0,0196  0,0208 


The  figures  in  the  last  line  but  one  being  about  1,-)  ^'o, 
the  jund  may  be  writien  aS,»  =  Ä„(l  —  1,5  p,„).  From  the  figu- 
res in  the  last  linc  it  will  be  seen  that  the  jund  may  also 
be  written  Sm^S„{l — Om)*-  Ifi  both  cases  6^  is  about  0,02  by 
a  fall  in  the  interest  oj  ca.  V,  per  cent. 

[Note  -5.  If  e"*'''"*"'^-'  durinc  the  first  n  years  is  equal  to 
v^,  during  the  next  w,  years  equal  to  v.  and  during  the  next 
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^3  years  equal  to  v^,  and  if  the  security  fund  by  a  duration 
n  and  these  3  factors  of  discount  is  equal  to  S["\  S^J'^  and 
S\('\  we  shall  have: 

S  =  -    '     ■  ^ — [- ^Ä(«i)  — ^^ ^Ä'«i)  + 

i  —  v^i  vf  ^f  \     v^^i         '  z;«i        ' 

1 — 7;Wi+n2  1  «)Wi  +  nä  1  9,ni+n2+n3  \ 

+  = IJ ,Q("i+W2)  :!^ 18 ,C(ni+n2)  -i__ 18 ,Q(ni+W2+n3)    . 

^ni+n2  2  yni+n-i  s  '        ^.ni+)(2  +  n6  3  / 

If  ri,=?22  =  n3  =  10  and  fl  =e-(<52+o,.^n5)^  y^=e-((^2+o,oi)^  ^^^g-((h+o,oiö) 

we  shall  have:  *S  =  0,oi765. 
Tf  Wi=7io=n3  =  10andr,  =€-('^2+o,uu,)^  ^^_g-(,>2+o,ni)^  ^.^_^-(ö2+o,n2) 

we  shall  have:  /S=0,oi72  6. 

Thus  the  deviation  in  the  table  for  åj^  =  0,Q\,  in  the  table 
page  13  is  inconsiderable.] 


According    to    the    results    found    on    page  7,  13  and  14 
the    security    fund    can    be   determined   at  0,035  {F — 1,5  i?) 

or  0,03  5 rr~^    corresponding    to  a  decrease  in  interest  of 

1  %.  This  quantity  (3,5  per  Cent  of  the  insurance  sum 
minus  1,5  times  the  value  of  the  insurance  or  rather  3,5 
per  Cent  of  the  risk  multiplied  by  the  quotient  between 
the  risk  and  the  amount  of  the  insurance,  since  the  risk  is 
equivalent  to  the  amount  of  the  insurance  minus  the  value 
of  the  insurance)  expresses  the  loss  by  a  decrease  of  the 
interest  of  I  %  and  may  be  used  as  the  measure  (module) 
for  the  monetary  investment  in  funds. 

It  is  possible  to  make  different  rules  for  these  investments. 
Tiie  most  natural  is  to  procure  such  bonds  as  expire  simul- 
taneously  with  the  insurances.  In  general  one  thereby  ob- 
tains  obligations  having  a  shorter  duration  than  usual  bonds. 
It  will  therefore  be  sufficient  to  invest  a  part  of  the  capital 
in  ordinary  bonds  of  long  duration  in  such  a  manner  that 
the  total  exchange  profit  in  case  of  decreasing  interest  will 
be  the  same  as  if  all  the  capital  had  been  invested  in  bonds 
with  the  accurate  shorter  duration.  We  then  obtain  the  fol- 
lowing  rule: 


I.  Such  a  part  of  the  reserve  is  invested  in  funds 
that  a  decrease  of  1  %  in  interest  will  result  in  an  exchange 
profit  equal  to  the  module. 

In  this  case  the  same  result  will  be  obtaincd  as  if  the 
bonds  expired  at  the  same  time  as  the  insurance. 

If  the  märket  råte  of  interest  is  exceptionally  high  and 
the  company  is  developing  it  may  be  suitable  to  make  sure 
of  the  high  interest  for  a  longer  period  than  necessary  with 
regard  to  the  actual  insurances  by  purchasing  bonds  of  longer 
duration  than  is  allowed  for  by  lule  I.  It  may  therefore 
be  more  practical  to  replace  it  with  another  which  allows 
of  greater  freedom  in  buying  investments  and  yet  provides  a 
guarantee  against  a  loss  in  exchange  which  will  only  be  effi- 
cient  in  case  of  the  business  of  a  concern  becoming  reduced. 
Such  a  rule  maj^  be  investments  as  follows: 

II.  The  difference  between  the  book  value  of  the  scrip 
and  its  real  value  must  not  be  greater  than  a  times  that  of 
the  module.  a  can  be  equal  to  the  difference  between  the 
effective  råte  of  interest  and  the  råte  of  interest  which 
serves  as  the  basis  for  the  compan3'"s  calculations. 

When  the  insurances  expire,  the  module  becomes  re- 
duced to  zero  and  the  investments  will  therefore  be  noted  at 
their  real  value.  In  other  cases  they  cannot  be  noted  at  a 
higher  råte  of  exchange  than  that  which  gives  the  basis  råte 
of  interest. 

Should  rule  II  show  that  the  booked  value  of  the  invest- 
ments is  either  too  high  or  too  low  the  difference  must  be  bal- 
anced  by  future  investments  in  loans  of  long  or  short  duration 
or    by    making  reinvestments  or  by  the  realisation  of  loans. 

Should  a  company  wish  to  guard  itself  against  a  decrease 
in  the  råte  of  interest  to  a  fixed  minimum  råte,  then  besi- 
des  rule  II  the  following  rule  must  be  adopted: 

II  a.  A  guarantee  fund  should  be  established  equal  to 
the  module  multiplied  by  the  difference  between  the  basis 
råte  of  interest  and  the  minimum  råte. 

This  minimum  råte  can  be  put  in  relation  to  the  State  Bank 
råte,  savings  bank  råte  or  the  lowest  råte  allowed  by  the  In- 
surance Inspection  Board  as  a  basis  for  the  calculations. 

The  fund  in  question  can  be  reduced  by  the  difference 
between  the  investments,  calculated  on  the  råte  of  the  basis 
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and    its    booked    value  just  as  the  expression  R\j? U  Kr 

r> 

(se   page    3)  can  be  substituted  by  ^^  —  R  whicli  is  less. 

Rules  II  and  II  a  provide  for  a  decrease  in  the  råte 
of  exchange  and  in  the  interest  only  by  making  monetary 
investments  consequently  without  any  real  restrictions  on 
the  company.  If  a  company  has  adopted  rule  II  a  and  in 
consequence  of  a  decrease  in  interest  is  unable  to  follow  this 
rule  when  investing  capital,  and  therefore  finds  it  necessary 
to  adopt  a  lower  råte  of  interest  in  calculating  premiums, 
the  company  can  nevertbeless  obtain  the  basis  råte  for  the 
entire  Insurance  term  for  the  insurance  stock  for  wbich  the 
rule  has  been  observed;  but  naturally  on  the  condition  that 
the  märket  råte  of  interest  does  not  sink  below  the  mini- 
mum råte. 

In  establishing  rules  similar  to  rules  II  and  II  a  it  is 
possible  to  regulate  incorae  yielded  by  interest.  In  case  the 
company  desires  to  obtain  a  constant  normal  råte  of  interest 
higher  than  the  basis  råte  during  the  entire  insurance  time 
rule  Ila  will  then  have  the  following  appearance: 

III  a.  A  fund  is  established  equal  to  the  module  multi- 
plied  by  the  difference  between  the  normal  råte  of  interest 
and  the  minimum  råte. 

III.  In  rule  (II)  a  can  be  put  equal  to  the  difference 
between  the  effective  råte  and  the  normal  råte.  In  this 
case  the  investments  may  be  booked  at  such  a  råte  that  they 
yield  a  normal  råte.  Consequently  it  is  possible  to  quote 
new  investments  at  a  higher  råte  than  that  at  which  they 
are  purchased  if  the  effective  råte  is  higher  than  the  normal 
råte,  but  they  ought  to  be  booked  below  the  purchase  råte 
if  the  effective  råte  is  lower.  Should  the  company  wish  to 
avoid  the  latter,  then  the  margin  for  the  fluctuations  of  the 
exchange  råte  provided  for  by  rule  III  must  be  extended  by 
the  difference  between  the  purchase  price  and  the  value  of 
the  investments  corresponding  to  the  normal  råte  of  interest 
if  the  låter  value  is  lower.  In  this  way  the  investments 
will  be  booked  at  the  purchase  råte  but  not  lower  than  that 
they  yield  at  the  most  the  normal  interest.  It  is  clear  that 
in  continually  using  in  this  way  a  capitalised  super  råte  as 
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income  there  will  be  no  exchange  profit  in  case  of  a  possible 
decrease  in  the  råte  of  interest  by  vvhich  to  reduce  the 
guarantee  fund.     The  latter  must  be  booked  at  its  full  value. 

If  a  company  has  no  wish  to  secure  itself  against  a  loss 
in  the  interest  by  establishing  such  rules,  but  only  seeks 
a  security  against  a  loss  on  the  märket  price  by  arranging 
that  the  papers  shall  be  booked  at  the  märket  price  at 
the  purchase  without  any  margin  for  a  deviation  from  the 
real  value,  a  company  may,  even  if  it  is  retrograding,  continue 
the  investment  of  all  its  capitals  in  papers  with  a  very  long 
duration,  even  in  papers  which  cannot  be  amortized  entirely 
or  partially  and  which  are  yielding  a  verj^  low  nominal 
interest.  When  the  papers  must  be  realized,  those  which 
will  give  the  smallest  losses  on  the  märket  price  must,  more- 
over,  be  sold  first,  and  at  last  it  can  then  be  necessary 
to  realize  papers  at  a  time,  where  the  interest  is  higher  than 
at  the  purchase. 

After  the  present  period  with  a  high  interest  there  will 
probably  come  a  period  during  which  the  interest  is  low,  and 
in  this  period  papers  yielding  a  low  nominal  interest  must  be 
purchased  at  a  high  price,  The  realization  of  these  papers 
may  very  well  take  place  in  the  next  period  with  a  high 
interest  and  will  then  involve  considerable  losses,  wliose  cov- 
ering  cannot  be  secured  by  means  of  the  surplus  on  the 
loadings  of  the  premiums,  namely  if  there  are  expcnses  of 
new  business  which  have  not  been  amortized.  In  order  to 
obtain  a  complete  security  there  must,  in  this  case,  also  a 
certain  relation  exist  between  the  real  and  the  booked  value. 
A  rule  which  will  only  be  effective  if  the  company  has  too 
meny  or  too  slowly  expiring  bonds,  is  rule  II  which  may 
have  the  following  form: 

The  difference  between  the  real  and  the  effective  value 
of  funds  or  similar  papers  must  not  exceed  the  module  multi- 
plied  by  the  difference  between  the  effective  interest  and 
the  interest  of  the  basis.  (It  may  here  be  assumed  that 
the  effective  interest  is  equal  to  the  discount  of  the  National 
Bank,  eventually  with  a  constant  deduction.  It  is,  namely, 
not  necessary  that  the  determination  is  exact,  the  essential 
point  being  that  the  module  shall  be  equal  to  zero  for  an 
old    stock.)     If    the    difference    in    the    value  at  the  märket 
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price  is  greater  tban  permitted   by  tbis,  the  deficiency  shall 
be  regulated  by  means  of  future  investments  of  capital. 

[Not  6.  The  exchange  profit  or  fluctuation  mentioned  in 
rules  I,  II  and  III  can  approximately  be  derived  from  the 
märket  price  of  all  investments  noted  on  the  exchange,  bnt  it 
is  of  importance  that  companies  keep  aocurate  accounts  of  all 
loans,  that  is  to  say  that  one  is  able  at  any  time  to  decide 
the  average  duration  and  märket  value.  This  may  be  done 
the  same  way  as  a  policy  valuation,  but  much  simpler 
by  determining  once  and  for  all  for  cacli  loan  a  constant 
for  the  exchange  value  and  another  to  decide  the  balance 
of  the  debt.  If  the  nominal  råte  of  interest  is  i,  the  annual 
yield  y  and  the  remainder  of  the  time  until  the  expiration 
of  the  bond  n,  then  the  balance  of  the  debt  will  be 

(?„/-('.  +  ')", 

while  the  exchange  value  for  the  interest  i  —  0,oi  will  be 

1  —(0,99  +  ^)-" 


K  =  y 


i  —  0,01 


If    the    expiration    year    of   the  bond  is  O  and  the  financial 
year  is  A  we  get 


and 


n  =  0  —  A,  G  =  \{y  —  y{\  +i)-0{\  +  i)^ 


Z  =  T-j^^ (y  — y  (0,99— i)~^  (0,99   +«)^) 


If  Ti  =  ?/(!  +  i)- o  and  T^==y{0,<d^  +  i)-^  then  the  total  ba- 
lance of  the  debt  will  be 


^^      2y-{\  +  iV2T, 


i 


and  the  total  exchange  value 

"^  i  —  0,01 

15 20308.      Skandinavisk  Ahtuarietidslcrift.    1920. 
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The  actual  value  mentioDed  in  II  can  when  the  effec- 
tive  råte  of  interest  is  i  be  fixed  at HG  +  (e — i){^G  —  2 K). 
A  more  accurate  determination  inay  be  arrived  at  by  inter- 
polating to  e  in  a  table  in  which  to  the  arguments  i  or 
{i  —  0,01)  correspond  the  functional  values 

\og2T,-\og2y  ^^  j^g  ^r,-log:^y 


i  —  0,01 


and  thereby  obtain 


2Te—\og2y 


and  the  corresponding  märket  value.  This  determination  is 
exact  when  the  loans  with  allowance  for  the  duration  are 
distributed  according  to  the  typical  curve  of  errors.] 


On  a  formula  for  the  transformation  of 
mortality  tables. 

By  Thv.   Richardt. 

(Continued  from  page  71.) 

35.  Calculation  of  annuities  on  2,  3,  4  etc.  joint  lives  for 
quinquennial  ages.  As  shown  in  artide  31  the  formulae  (54) 
(55  a)  and  (62)  or  (65)  give  very  good  approximations,  except 
for  old  ages,  where  a  direct  calculation  may  be  necessary. 

A  direct  calculation  (according  to  0-^)  shows  that  a  slight 
modification  of  the  above  mentioned  formulae  may  be  con- 
venient.  So  we  find  that  h{x){\  +  i)  of  these  formulae  may 
be  replaced  by  a  new  number  which  is  independeht  of  the 
råte  of  interest.  Denoting  the  new  number  by  h{x)  we  find 
(for  n  ==  5) 

li{x)  =  2,A4:g{x). 

The  former  h{x)  was  about  2,2  g  {x)  for  n=5. 
Further    we   write  the  above  mentioned  formulae  in  the 
following  form,  where  w  denotes  the  »new»  age: 

{\ogd{i,x:xto)  =logd{i,l  -.co)  +  (p  {x ;  I :  to) 

\ogd{i,xy:xyw)     =logd{i,i/ :yw)       +  rp{x;y:yM) 
]ogd{i,  xyzixyzco)  =  logd{i,yz  :yzw)  +  cp{x;  yz  :yzw) 

etc,  and 

\ogs{i,xy)==\ogs{i,x)  +  logs  (i,  y)  — logs  {i)  +  il>{xy) 

\ogs{i,xyz)=logs{i,  xz)  +  logs{i,yz)  —  logs{i,z)  +  il->{xy;z) 

log5(?',  xyzu)  =  logs  {i,xzti)  +  logs{i ,  yzu)  — 

—  logs{i  ,zu)  +  ip{xy\zu) 
etc. 


(69)  J 
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Wc  then  have  with  gootl  approximation 

(f{x;  1  :w)  ^  (f  {x;  fj  : !/  i'j)  =(f  {x;  yz  :  yz  (0)=-  ■  ■  ■  =g  {I  :io)h{x) 
(70) 

II'  {xy)  ==  iHxy\z)  =  i}'  {xy;zu)  =■  ■■  =  g  [x]  h  (y)  =  g{y)h{x), 

except  for  old  ages.  As  to  the  råte  of  interest  the  effect 
generally  is  insignificant;  however,  for  old  ages  it  may  be 
desirable  to  take  it  into  account. 

36.     We  give  below  specimen  vallies  according  to  O^. 

Table  41  gives  a^^]  and  \ogs{i,x)  for  w  =  5  at  different 
råtes  of  interest. 

Table  42  gives  \ogd{i,\:x)  at  3%  and  6%;  furthcr 
g{\:x),  g{x)  and  h{x),  where 

(?'— 0(7(1  -x)  =^ogd{j,  1  :x)  —  \ogd{i,  1  :  .r) 
(71)    {j—i)g{x)  =  \ocrs{j,x)  —  \ogs{i,x)  —  \ogs(j)  +  \ogs{i) 
h{x)  =  2,i4g{x); 

liere  we  have  put  ;=0,06,  i  =  0,03.  The  formula  for  g{x) 
is  easily  found  from  (57)  and  (61). 

Tables  43  and  44  give  (p{x;l:y),  fp{xy)  and  <f{x;y:yz) 
for  some  ages  at  3%  and  6%. 

Table  45  gi\'^s  (f  and  «/'  at  3  "é  and  6  ?o  for  2,  3,  4  and 
5  lives  of  equal  ages. 

Table  43,  44  and  45  give  the  true  values  of  (f  and  </'; 
comparing  these  values  with  the  value.s  calculated  by  the 
formulae  (70)  we  see  that  the  direct  calculations  may  be 
confined  to  a  few  ages. 
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Tahle  42. 


'  o-v 

logd(t 

,l:x)      ' 

10*?(l:x) 

Hx) 

lOV(x) 

a; 

/  =  OM 

i  =  O.OG 

9.-) 

0,53919 

0,53645 

-913 

0,737 

3022 

90 

0,63198 

0,63022 

-58S 

0,480 

19C8 

85 

0,75093 

0,74991 

-340 

0,305 

1252 

80 

0,88988 

0,88938 

-166 

0,194 

797 

75 

1,04205 

1,04190 

-  50 

0,125 

513 

70 

1,20152 

■  1,20160 

+  24 

0,0814 

334 

65 

1,36290 

1,36310 

69 

0,0537 

2-20 

60 

1,52078 

1,52106 

92 

0,0361 

148 

ö5 

1,66941 

1,66971 

98 

0,0251 

103    1 

50 

1,80366 

1,80394 

94 

0,0181 

74    j 

45 

1,92114 

1,92139 

85 

0,0135 

55,5   ! 

40 

•2,02312 

2,02335 

77 

0,0106 

43,4   1 

35 

2,11645 

2,11667 

75 

0,0085 

34,8 

30 

2,20956 

2,20980 

80 

0,0068 

28,0 

25 

2,30213 

2,30237 

79 

0,0055 

22,5 

•2(1 

2,38146 

2,38105 

01 

0,0045 

18,5 

1.-. 

2,43665 

2,43676 

36 

0,0039 

16,1 

Iti 

2,46800 

2.46811 

16 

0,0036 

14,8   1 

Tahle  43. 


10*a(x;l:t/) 

lov 

{xy) 

OM 

x-y 

a;=95 

a:=90 

a;=85 

x=80 

a;=95 

x=90 

x=85 

x=80 

i  =  0,(13 

u 

-048 

—  277 

-103 

-32 

1!I2S 

879 

370 

! 

153 

5 

-422 

-161 

-  50 

-10 

1309 

573 

238 

99 

10 

-246 

-  79 

-  15 

+  5 

801 
561 

371 

154 

64 

15 

-120, 

-  24 

+  8 

13 

•241 

101 

43 

20 

-  36 

+  12 

21 

18 

366 

158 

67 

29 

25 

+  19 

33 

28 

19 

240 

104 

45 

20 

30 

51 

44 

30 

18 

160 

71 

31 

14 

35 

68 

47 

29 

16 

108 

49 

23 

11 

i 

40 

73 

45 

26 

15 

75 

35 

17 

8 

45 

70 

41 

23 

15 

54 

27 

13 

7  ' 

50 

63 

37 

23 

16 

41 

21 

11 

o 

] 

55 

57 

36 

24 

15 

32 

17 

9 

4 

1 

60 

56 

38 

24 

12 

26 

13 

7 

4 

65 

59 

38 

19 

7 

21 

11 

6 

3 

70 

58 

29 

11 

3 

17 

9 

6 

3 

i  =  n,iio 

0 

'-647 

-•278 

-104 

-32 

1910 

877 

371 

154 

.") 

-4-22 

-162 

-  .-)1 

-10 

1301 

573 

239 

99 

lo 

-•240 

-  79 

-  15 

+  5 

8.-.7 

371 

154 

64 
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Litteratui\ 

Uber    2  Arbeiten  von  R.  v.  ilisEs:  Die  Gntndlagen  der  Wahr- 

ScheinUchkeitsrechn  ung  betreffend. 

Die  Arbeiten  auf  dem  Gebiete  der  WahrscheinlichkeitsrechnoDg 
in  den  letzten  20  Jahren  haben  sich  in  zwei  einander  entgegenge- 
setzten  Richtungen  bewegt.  Während  die  HaaptzaM  der  Arbeiten  sich 
vorzuglicli  mit  den  praktischen  Aufgaben  der  Wahrseheinlichkeitsrech- 
nung  befasst  ond  ihre  Anwendungsmethoden  vertieft.  versnchen  die 
öbrigen  die  Theorie  nen  zu  begrunden.  Zu  den  letzteren  zählen  ror 
allem  einige  Arbeiten  von  t.  Mises,  die  in  der  mathem.  Zeitschrift, 
Bd.  V,  erschienen  sind,  und  in  denen  Mises  sich  die  Anfgabe  stellt, 
die  Wahrscheinlichkeitslehre  auf  einem  nenen  Axiomen-System  aufen- 
banen.  Sehr  richtig  bemerkt  er  in  seiner  Einleitung.  dass  man  auf 
dem  Ståndpunkt  des  laPLiCE  bislang  steben  geblieben  sei.  und  dass 
man  abgesehen  von  einigen  vrenigen  Ansätzen,  vor  aUem  russischer 
Mathematiker  versänmt  hat,  för  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  aus 
den  neuen  Forschangsergebnissea  der  Mengenlehre  und  Funktionen- 
theorie  Xutzen  zu  ziehen.  Bei  der  Aufstellung  eines  Axiomensystems 
ist  es  selbstverständlich  Grundbedingung,  dass  man  tou  logisch  ein- 
wandfreien  sowie  mathematisch  eindeutigen  Begriffen  ansgehe.  Xnn 
sind  aber  die  Grundbegriffe  der  Wahrscheiniichkeitsrechnnng  keine 
konstruirten  sondem  abstrahierte  Begriffe.  Sie  sind  zudem  stark  von 
der  Philosophie  geprägt.  und  gerade  die  philosopbische  Auffassnng  des 
Wahrscheinlichen.  des  Gleichmöglichen.  der  unendlichen  Wiederholung 
a.  s.  f.  haben  der  Entwicklung  der  Theorie  ihr  Gepräge  verliehen: 
es  ist  darum  notwendig,  abgesehen  von  der  ftmktionstheoretisohen 
Fundamentierung  auch  das  Begriffliche.  neu  klar  zu  stellen.  Als  Aus- 
gangspunkt  seines  Axiomensystems  dient  Ihm  der  Begriff  des  Kollektivs, 
da  ja  die  Existens  der  Kollektivs  öder  Sammelgegenstandes  sozusagen 
die  Voraussetzuug  einer  Wahrscheinlichkeitslehre  ist.  Wir  definieren 
ein  Kollektiv  als  eine  unendliche  Folge  gedachter  Dinge  öder  Ele- 
mente  e^,  e>,  ^3 .  - .,  wobei  jedem  Element  als  Merkmal  ein  bestiram- 
tes  Wertsystem  der  Ar  reellen  Yeränderlichen  j\  jt,  —  jr^  zugeordnet 
wird,  wenn  ausserdem  diese  Znordnung  den  2  Axiomen  der  Existenz 
der  Grenrsverte  und  der  Regel losigkeit  der  Znordnung  genugt.  Die 
Axiome  formuliert  3Iises  tolffendermassen : 
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»I.  Sei  A  eine  beliebige  Puiiktmenge  des  Merkmalraumes  und 
iV.i  die  Anzalil  derjoiiigeii  untcr  den  erston  N  Elementen  der  Folge, 
deren  Alerknial  ein  Tunkt  von  A  ist,  dann  existiere  fur  jedes  A  der 
Grenzwert 

,.      l^A       „_ 
lim  =  IF^. 

AT-x     iV 

II.  Seien  A  und  h  zwei  Punktmengcn  des  ]\lerknialraunies  oline 
gemeinsame  Punkte  und  die  nacli  (I;  gebildcten  Grenzwerte  11'^  und 
^yJi  niclit  beide  null.  Aus  der  Folge  aller  Eleniente  (<?)  von  A' 
streiclien  wir  zunäclist  alle  jene,  die  kein  zu  A  öder  zu  B  geliöriges 
Merkmal  autweisen,  und  versebcn  die  (ibrigen  mit  den  Indizes  1,  2, 
3,  .  .  .  Aus  der  so  entstandenen  unendliclien  Folge  werde  eine  un- 
endlicbe  Teilfolgc  (e)  dadurcli  ausgewälilt,  dass  uber  die  Indizes  der 
auszuwäblenden  Eleniente  obne  Benutzung  ibrer  Merkmalunterscbiede 
verfugt  Avird,  dann  sollen  innerlialb  der  Teilfolge  (c)  die  nacli  (1) 
gebildeten  Grenzwerte   V^' a  "nd    ^X b  existicren  und  der  Bedingung 

ir.4  :  H"5  ==  Wa  :  HVy 
genugen.» 

Ilaben  vvir  das  Kollektiv  und  den  Grenzwert  Wa  so  definiert,  so 
können  wir  dazu  Ubergehen  diesen  Grenzwert  "NVahrsclieinlichkeit  zu 
nennen,  und  haben  somit  niclit  den  Febler  begången  diesen  neuen 
Begriff  dnrch  den  Begriff  des  Gleiclimöglicben,  d.  b.  des  Gleicliwabr- 
scheinliclien  also  durcb  sicli  selbst  zu  definieren.  Untersucben  wir 
diesen  Grenzwert  XV  a  so  erkennen  wir  an  ilnn  alle  Attribute  des  be- 
kannten  Walirscbeinlichkeitsbegriffes.  Jedem  J.lenient  ist  also  eine 
bcstinuntc  Merkinalnienge  zugeordnet,  eine  solclie  iNIerkinalmenge  ist 
niemals  leer,  känn  den  ganzen  Merknialiauni  umfassen  öder  sicli  auf 
zwei  Punkte  reduziercn.  Die  Gesamtlieit  aller  (irenzwerte  IT  fiir  den 
ganzen  Merkmalraum  biidet  die  Vcrteilung. 

Das  ist  in  Kurze  das  ganze  Riistzeug,  mit  dem  wir  uns  nun  an 
die  Stellung  und  Lösung  der  Aufgaben  der  Wabrsclicinlicbkeitsrecli- 
nung  begeben.  Zwei  Ilauptantgaben  bietcn  sich  dar,  die  wir  in  i\Iises 
Darstellung  als  eine  aut'i)aucnde  und  eine  bescliieibende  cliarakterisie- 
rcn  können.  Die  erste  bestebt  darin,  aus  gegebenen  Kollektivs  durcb 
gewisse  zulässige  Operationen  ncue  zu  bilden,  die  zweite  die  Vertei- 
lungen  der  verscbiedenen  Kollektivs  zu  untersucben.  Jene  Operation 
sollen  bier  nur  genannt  werden,  obne  dass  ieb  ii^  Einzellieiten  ein- 
geben  kanu.  Die  einfacliste  ist  die  der  »Auswabl-^,  indem  wir  Teil- 
folgen  aus  dem  gegebenen  Kollektiv  auswäblen  obne  Benutzung  der 
Merkmalunterscbiede  der  auszuwiiblenden  Elcmonte.  Es  ist  klar,  dass 
die  Vcrteilung  daboi  unverändert  bleilit.  Durcb  »]\Iiscbung»  erbiilt 
man  ein  ncues  Kollekliv,  in  welcliem  die  Eleniente  mit  denen  des 
ursprliiiglicbcn  durcb  eine  eindeutige,  aber  nicbt  eindeutig  umkebrbarc 
Transformation    x' ^=  f{x)    verbundeii  siiid.     Ilierlier  gcli(irt    z.  B.  das 
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l}EKTRAND'sclie  Problem.  Die  dritte  Operation  ist  die  der  »Teilung» 
uiid  Aussonderung,  wobei  die  Merkmale  zwar  uuverändert  bleiben,  aber 
einer  bestimmten  Teilmenge  der  ganzen  Merkmalmenge  angebören 
miissen.  Es  erledigt  sicb  unter  dieser  Kategorie  das,  was  man  all- 
gemein  als  Wabrscheinlicbkeit  der  Ursacben  bezeicbnet.  Die  letzte 
der  einfacben  Operationen  ist  die  der  »Verbindung»;  das  neue  Kollek- 
tiv entstebt  aus  zwei  gegebenen  durcli  paarAveise  Verbindung  der  Ele- 
mente.  Auf  die  zusamniengesetzten  Operationen,  die  alle  Wieder- 
holungen  und  Kombinationen  der  einfacben  Operationen  umfassen,  und 
durcb  welcbe  das  Petersburger  Problem  sowie  Maebe's  Problem  der 
reinen  Gruppen  geklärt  werden,  känn  icli  bier  nicbt  näher  eingelien, 
Ich  will  bier  nur  nocb  kurz  auf  die  Verteilungsfunktionen  zuriickkom- 
men.  Den  durcb  Axiom  I.  detinierte  Grenzwert  Wa,  die  sogenannte 
Wabrsclieinlicbkeit,  kennen  wir  als  eine  bescbränkte,  nicbt  negative 
Mengenfunktion  von  additivem  Cbarakter;  sie  ist  demnacb  in  Cara- 
THÉ0D0RY'scben  Sinne  eine  im  allgemeinen  nicbt  reguläre  Massfunktion, 
fur  die  jede  Punktmenge  Messbarkeit  besitzt.  Mises  gebt  der  recli- 
neriscben  Eiufacbheit  balber  von  der  Mengenfunktion  zur  entsprecbeu- 
den  Punktfunktion  W(x)  iiber,  wo  x  der  Vektor  mit  den  7c  Merkmal- 
komponenten  ist.  W{x)  ist  lialbstetig  nacli  oben  und  Avir  cbarakteri- 
siert  durcb  die  3  Gleicbungen: 

0<Wix)<l;    TF(— 00,...— ,  oo)  =  0;    lF(x,  ...,  oo)  =  1. 

W(x)  ist  im  STiELTjE'sclien  Sinne  integrabel,  es  existiert  also 
J'f(x)dW{x)  wenn  f(x)  stetig  ist.  Icb  erwälme  nur  die  drei  Inte- 
grale,  die  von  besonderem  Interesse  sind: 

1)  die  Komponenten  des  Mittelwertes  ay,=J^Xxiv{x)dX,  wo 
^(;(^)=  T7'(a.); 

2)  der  Streuung  Sy,i=  J^ixy,  —  ay){xi  —  a))w{x)dlv^  wo  */,  Ä  = 
=  1,2,.../.; 

3)  des  Durcbscbnitts  öder  der  matbematiscben  Hoffuung  einer 
Funktion  /"(a;)  =y/'(aO  t6;  (ic)  (?  X. 

Die  erschöpfende  funktionentheoretisclic  Untersucbung  der  Verteilungs- 
funktionen bat  ^on  MisES  im  ersten  Teile  seiner  Arbeiten  gebraclit. 
Das  Fundament  derselben  ist  ein  einfacber,  aber  neuer  Satz  der  Ana- 
lysis: 

»Sei  /", ,  /"j,  fi...  eine  unbescbränkte  Folge  von  Funktionen  einer 
reellen  Variablen  x^  die  an  bestimmten,  im  Endlicben  gelegenen  Stel- 
len a=x^^  x,,  Xj  . .  .  ein  reelles  endlicbes  Maximum  und  eine  reelle 
nicbt  verscbwindende  zweite  Ableilung  besitzen,  so  gilt,  gleicbmässig 
in  jedem  endlicben  Intervall  von  ii: 
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lim    /•,    a, 
fl— XI  L     \ 


=  konst,  e-"* 


\vo  r  ciiio  mit  n  wachsende  positive  Grösse  (die  nefrative  halbe  Summe 
der  genaiinten  zweiten  Abteilungeii  von  /",...  f„)  l)cdeutet.  Genugen 
Uberdies  die  f  nocli  gewissen  I>edingungcn  im  Uneiidlichen,  so  gilt  aucli 

b  b 

lim     I  /■,  ia^    }-  "     ./',  jr/3  -'r  '.')•■•  /«  K'«   f  \]iin  =  konst,  jr" "%/« 


fur  beliebige  endliehe  eder  unendliclie  u  und  h.» 

Diesen  Satz  wendet  v.  Mises  an  zur  Untersuchung  der  Funktional- 
und Integralprodukte  von  Verteilungsfunktionen.  Unter  gewissen  niclit 
immer  ganz  einfach  gcstalteten  Voraussefzungen  wird  liier  funktiouen- 
theoretisch  einwandtVei  das  GAUss"sclie  Gesotz  bewiesen.  Es  wird  sich 
siclier  die  Darstellung  in  manchen  Punkten  vercinfaclien  lassen;  sie 
ist  niclit  immer  ganz  leicht  fasslich.  Die  Arbeiten  verdienen  aber  die 
unbedingte  Aufmerksamkeit  der  Walirscbeinliclikcitstheoreliker.  Sie 
sind  zweifelsobne  das  Bedeutendste  was  in  den  letzten  Jaliren  auf 
diesem  Gebiet  veröffentlicbt  worden  ist,  und  werdcn  Anregung  sein 
fiir  erneut  einsctzende  Forscliung  auf  dem  Gebiet  der  Theorie  der 
Wahrsclieinlicbkeitsreclinung.  J\  StreUtz. 


C.  V.  L.  Charlier:  Vorlrsungen  librr  dir  Grnndziige  der  ma- 
thematischcn  Statistik.     Verlag  Scientia,  Lund  li)20,  125  s. 

I  dagarna  har  utkommit,  på  förlaget  Scientia  i  liund,  en  fram- 
ställning på  tyska  språket  av  den  matematiska  statistikens  elemeuter 
författad  av  professorn  i  astronomi  vid  Lunds  universitet  C.  V.  L. 
CiiAiiMER.  Arbetet  utgör,  med  undantag  för  femtonde  och  sista  kapit- 
let »Abgekiirzte  ]\Iethoden  zur  Berechnung  der  Characteristiken»,  vilket 
är  nytt,  samt  en  del  hjälptabcller,  i  huvudsak  en  översättning  av  samma 
författares  bekanta  bok  »Grunddragen  av  den  matematiska  statistiken» 
(Extrahäfte  till  Statsvetenskai)lig  tidskrift,  Lund  1910).  Körande  dess 
innehåll  må  därför  endast  några  korta  rader  vara  tillräckliga. 

Bokens  syfte  är  att  giva  en  elementär  framställning  av  den  ma- 
tematiska statistikens  huvuddelar,  nämligen  å  ena  sidan  teorien  för  de 
statistiska  talen  och  den  statistiska  seriens  dispcrsion  och  stabilitet, 
vilken  av  förf.  sammanfattas  under  benämningen  homograd  statistik, 
.'■amt  å  andra  sidan  teorien  fr>r  frokvcnsfördolning  och  korrelation  av 
kvantitativa  storheter,  vilken  av  förf.  sanmianfaftas  under  benämningen 
heterograd  statistik.  Däremot  beröres  icke  de  under  den  matematiska 
statistiken  i  vidare  mening  hörande  teorierna  och  metoderna  för  inter- 
l)olation  och  utjämning  samt  för  dödlighetstabeller  och  försäkrings- 
tekniska  tillämpningar. 
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Det  är  allmänt  bekant,  Imruledes  Charlier,  genom  sina  (mestadels 
i  Lunds  observatoriums  »Meddelanden»  publicerade)  originalavhand- 
lingar  på  den  matematiska  statistikens  område,  åt  denna  vetenskap 
givit  ett  metodiskt  underlag  av  den  allmänna  och  bärki-aftiga  beskaf- 
fenhet, att  därpå  en  hel  lärobyggnad  upprest  sig.  Det  CHAKLiER'ska 
systemet  inom  matematiska  statistiken  är  också  vida  känt  i  utlandet 
och  har  särskilt  i  Amerika  vunnit  skickliga  förespråkare,  och  också 
tillämpats  inom  försäkringsvetenskapen. 

Den  nu  utkomna  tyska  läroboken,  liksom  den  förut  utkomna 
svenska,  är  naturligtvis  alltigenom  orienterad  efter  dess  författares 
egna  originalarbeten.  Något  utförligare  referat  av  dessa  originalarbe- 
ten är  den  dock  icke.  Begränsad  som  den  är  till  enbart  en  beskriv- 
ning av  själva  räknemetoderna  och  i  detta  hänseende  begränsad  endast 
till  enklare  fall,  ger  den  icke  någon  redogörelse  för  de  teoretiska  för- 
utsättningar, från  vilka  metoderna  framdeducerats,  och  alltså  heller 
icke  för  själva  deduktionen.  Blott  de  färdiga  räkneformlerna  angivas 
med  talrika  numeriska  exempel  på  deras  praktiska  tillämpning  samt 
utförliga  räkneschemata  och  hjälptabeller. 

Det  är  nu  tio  år  sedan  den  svenska  upplagan  av  denna  bok  tryck- 
tes. Att  densamma  haft  en  mission  att  fylla  framgår  redan  därav,  att 
den  sedan  ett  par  år  är  utgången  ur  bokhandeln,  och  det  är  därför 
synnerligen  glädjande,  att  nu  en  ny  upplaga  sett  dagen  och  därtill  på 
ett  av  de  stora  kulturspråken.  Man  har  all  anledning  tro  att  boken 
därigenom  skall  vinna  den  vidgade  läsekrets  den  så  väl  förtjänar. 
I  den  bok,  som  nu  aumäles,  komma  hans  lärareegenskaper  väl  till- 
synes; framställningen  är  klar,  koncis  och  av  den  art,  att  den  väcker 
håg  för  vidare  studier.  Den  bär  också  vittne  om  den  egendomligheten 
i  Charliers  karaktär  att  hos  lärjungen  eller  läsaren  förutsätta  viljan 
till  arbete  och  också  ställa  krav  på  arbete.  Ehuru  elementärt  hållen 
är  hans  bok  ingalunda  någon  lätt  lektyr.  Därtill  är  framställningen 
alltför  koncentrerad,  och  särskilt  en  läsare  utan  vidare  matematisk 
skolning  torde  få  underkasta  sig  besväret  att  själv  ordentligt  genom- 
räkna exemplen,  om  han  vill  ha  rätt  behållning  av  boken.  En  annan 
egendomlighet  med  Ciiarliers  framställningssätt  är,  att  han  förutsätter, 
att  läsaren  läser  boken  till  slutet.  Man  återfinner  nämligen  i  bokens 
slut  vissa  kompletterande  upplysningar,  som  äro  av  väsentlig  betydelse 
för  en  rätt  förståelse  och  tydning  av  de  satser,  som  tidigare  givits  en 
av  didaktiska  skäl  mera  knapphändig  formulering.  Att  denna  fram- 
ställningsmetod har  stora  förtjänster  ligger  i  öppen  dag,  men  att  den 
också  har  sina  vådor,  därom  vittnar  fallet  K.  G.  Hagstköm.  I  sin 
för  något  år  sedan  ventilerade  avhandling  har  d:r  Hagström  mot  Char- 
lier riktat  en  häftig  kritik,  som  i  det  väsentliga  bygger  på  ett  citat 
hämtat  någonstans  mitt  i  den  bok,  av  vilken  den  nu  recenserade  är 
en  översättning.  De  anklagelser,  som  Hagström  med  stöd  härav  riktar 
mot  Charlier,  nämligen  att  denne  ej  skulle  vara  medveten  om  den 
begränsade  giltigheten  av  vissa  satser  ur  korrelationsläran,  äro  syn- 
nerligen orättvisa,  oeh  skulle  näppeligen  ha  kunnat  framslungas  av  en 
person,    som    läst    den    citerade    boken    till  slutet.     Än  mindre  av  en 
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p^-son  med  någorlunda  kännedom  om  Cliarliers  oiiginalbidrag  till 
korrelationslärans  teori.  Den  passus,  som  d:r  Ilagström  hängt  upp 
sig  på,  står  också  oförändrad  kvar  i  den  nya  upplagan;  förmodligen 
det  enda  svar,  som  från  Cliarliers  sida  någonsin  kommer  att  avgivas. 

Som  fornt  nämnts,  skiljer  sig  den  nya  upplagan  från  den  gamla 
huvudsakligen  blott  därigenom,  att  ett  kai)itel  om  förkortade  metoder 
vid  beräkning  av  karakteristikorna  blivit  tillfogat.  De  problem,  som 
i  detta  kapitel  behandlas,  hänföra  sig  alla  till  det  fall,  att  de  klasser, 
i  vilka  de  statistiska  varianterna  blivit  indelade,  äro  så  få,  att  en  be- 
räkning av  medium,  dispersion  och  eventuellt  korrelationskoeflicient 
icke  är  möjlig  med  de  aritmetiska  metoder,  som  i  bokens  föregående 
del  behandlats.  Nu  är  en  lösning  av  dessa  problem  strängt  taget  ej 
möjlig  med  mindre  man  pä  förhand  känner  fördelningsfunktionens 
form.  Charlier  utgår  för  sin  del  stillatigande  frän  den  forutsättningen, 
att  denna  form  är  den  s.  k.  normala.  De  därigenom  vunna  resultaten 
ge  emellertid,  även  då  denna  förutsättning  ej  är  uppfylld,  ajjproxima- 
tiva  värden,  som  mer  eller  mindre  närma  sig  de  verkliga. 

Boken  bar  tryckts  på  Liitke  och  Wullfs  boktryckeri  i  Hamburg, 
varigenom  det  blivit  möjligt  att  nedbringa  priset  till  det,  i  förhållande 
till  bokens  utstyrsel,  mycket  låga  beloppet  av  10  kr.  Bäst  erhålles 
boken  genom  direkt  hänvändelse  till  Lunds  observatorium. 

5.  2).   Wicksell. 


Opgaver  i  aktuarmatematik  ved  den  norske  aktuar- 
eksamen  2det  semester  1920/ 


De    mekaniske    utjevniiigsmeloder  og  deres  anvendelse  ved  d0de- 
liglietstabeller.     Der  kra^ves  sserskilt  redegjort  for  Karups  metode. 


II. 

Poisson's  teorem. 

III. 

Ved  et  annuitetslaau  paa  10,000,000  kröner  er  kursen  fastsat  til 
91,5  pct.  og  den  aarlige  rentefot  til  5 Va  pct.  Av  laanebel0pet  skal 
den  ene  halvpart  betales  Iste  mars,  den  anden  Iste  september  i  det 
aar  ,da  laanet  avsluttes.  Renter  og  avdrag  betales  halvaarsvis  Iste 
mars  og  Iste  september.  Laanet  er  avdragsfrit  i  5  aar  —  regnet  fra 
tidspunktet  for  utbetalingen  av  laanebel0pets  f0rste  halvpart  —  og 
amortiseres  derefter  i  35  aar. 

Laantageren  betaler  V^  Pct.  provision  til  laangiverne  og  betaler 
desuten  for  den  formelie  ordning  av  laanet  og  administrationen  av 
laaueoperationen  1  promille  av  laanebel0pet. 

Rentekuponger  og  uttrukne  obligationer  er  betalbare  ved  laan- 
giverne mot  en  kommission  til  disse  av  V^  PCt.  for  kuponger  og  V^ 
pct.  for  obligationer. 

Der  utstedes  2  serier  av  obligationer,  serie  A  paa  5,000  kröner 
og  serie  R  paa  1,000  kröner. 

Beregne  den  effektive  rente  og  opstil  en  amortisationsplan  for 
laanet,  idet  der  forutssettes,  at  laangiverne  helst  0usker  at  faa  obliga- 
tioner av  serie  A. 


^  Til    besvarelsen    av    liver    opgave     kan    benyttes    en    tid    av    indtil 
10  timer. 
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JV. 

Anvendelsen  av  kontinuerlige  livrenter  ved  bercgningen  av  pra?- 
niier  og  premiereserver  i  livsforsikring. 

Vis  at  den  kontinuerlige  livsvarige  livrente  for  en  person  i  ålder 
X  tilnaermet  kan  beregnes  av  formelen: 

"X  -  ax  -  Va  -  V2(."x  +  ^'), 

livor  ax  betegner  den  tilsvarende  forskudsvise,  helaarlige  livrente,  iix 
d(>deliglietsstyrken  i  ålder  x  o%  6  den  kontinuerlige  rentefot  svarende 
til  den  aarligc  rentefot,  som  er  fastsat  som  beregningsgrundlag. 

Beregn  paa  grundlag  av  11^'  tabellen  cg  en  rentefot  av  4  pct.  p.  a. 
den  aarlige  nettopraimie  i  forsikringstiden  for  en  forsikring  paa  1,000 
kröner  for  en  person,  som  indtrreder  i  ålder  30  aar,  naar  forsikriugs- 
summen  skal  utbetales  ved  det  50de  aar  eller  ved  tidligcre  d0d,  og 
det  förutsattes,  at  utbetaling  linder  sted  umiddelbart  efter  ethvert 
indtraeffende  dpdsfald. 
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